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Aufgabe 30
(a) Sei (zn)nen eine Folge, die nicht konvergiert. Zeigen Sie, dass {xy, }nen abgeschlossen ist.

(b) Gilt z, — z, dann ist {x,, }nen U {z} (iiberdeckungs)kompakt.

Aufgabe 31

Fiir einen lokal kompakten, topologischen (Hausdorff) Raum (X, 7), sei X = X U {oo} die Ein-Punkt-
Kompaktifizierung mit Topologie

T=7U{U U{oo}|U = X\K, K kompakt in X}.

Zeige Sie bitte, dass folgende Aussagen gelten

(a) 7 ist eine Topologie auf X.

(b) Die natiirliche Einbettung i : X < X ist stetig und injektiv.
(¢) X ist (itberdeckungs)kompakt (Hinweis: Ist K kompakt in X, dann ist i(K) kompakt in X).
(d)

d) Eine Folge (x,)nen konvergiert in X genau dann, wenn die Folge (i(x,))nen nicht gegen oo

konvergiert.

Aufgabe 32

Sei (M,d) beschriankt-kompakt und M die Ein-Punkt-Kompaktifizierung. Man kann zeigen, dass es
eine Metrik d auf M gibt mit Topologie 75 =17. Sei (fin)nen eine Folge von WahrscheinlichkeitsmafBen
auf M. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) {isftn}nen ist gleichméBig straff in P(M).

(b) {pn}nen ist gleichméBig straff in P(M), genau dann wenn jeder Haufungspunkt fi von (ixtin)nen
gilt fi({oo}) = 0. Anders ausgedriickt, die Folge (u,,) ist nicht konvergent, wenn sie Masse verliert.

Aufgabe 33
Zeigen Sie fir p,v € P(M) gilt

sup [(4) ~ (W) = _inf [ xarana(@v)dn(z.y),
AeB mell(p,v

wobei
0 z=y

XMXM\A(myy) = {1 r 4y

Zeigen Sie auflerdem, dass
dry (p,v) = sup [u(A) — v(A)]
AeB
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eine Metrik auf P (M) ist. Diese wird die Totale-Variationsmetrik genannt. Sind die Topologien 74, ,
und 74, dquivalent, d.h. gilt dpp(pn, ) — 0 genau dann, wenn drp(fin, ) — 07 Zeigen Sie diese
Aussage oder geben Sie ein Gegenbeispiel. Betrachte dazu die Folge p,, = m)ﬂ By (0)

Aufgabe 34

Sei (M, d) eine vollstandiger, metrischer Raum. Zeigen Sie, dass die folgende Metrik, genannt Beschrankt-
Lipschitz-Metrik,

wpr (i) =sup{ [ fdp — [ fav| Lipg fysup|f] < 1)

eine Metrik auf P(M) mit der selben Topologie wie drp ist, d.h. 7,,, = 74, ,, Wobei

o W)~ f@)
R A %)

Finden Sie dazu eine geeignete Kostenfunktion, die eine Metrik auf M ist und nutzten Sie, die Tatsache,

dass fiir den metrischen Raum (M, d) die 1-Wasserstein-Metrik @y wie folgt gegeben ist
i1(s,v) =sup{ [ fd ~ [ fav| Lipgf < 1}
wobei Lip; die Lipschitz-Konstante bzgl. d ist.

Aufgabe 35

Sei (M, d) beschrénkt-kompakt und nicht-kompakt, o € P,(M) und z, — co. Wir definieren die Folge
von MaBlen p, = (1 — Ap)pt + Apdg, fiir A, € [0,1]. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Es gilt
Wyt pin)” = Anwp(p; 0c:,, )P

(b) Fiir geeignetes A, gilt
wp(ps fin) = 1.
Im folgenden wéhlen wir A, so dass dies gilt.
(c) Die Folge (tn)nen konvergiert schwach gegen 1, aber (wp(u, ftn))nen nicht zwanglaufig gegen 0.
(d) Ist p> 0 und g € (0,p), dann gilt

/ d(wo, 2)0dpun () < / d(z0, ) dp(@) + And(a,, 8ay ).

(e) Weiterhing gilt
d((;xn ) 61150 )q

And(0z,,,040)! = —————=- — 0,
( n 0) d(éxnyémo)p -
so dass
lim sup d(xo, x)?dp, (x) < limsup lim Sup/ d(zo,x)?du(x).
n—oo M\BR(IQ) n—00 M\BR(IO)

(f) Ist p> 0 und ¢ € (0,p), dann konvergiert (tun)nen gegen p in Py(M), d.h. we(pn, ) — 0.
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Aufgabe 36
Ist (M,d) ein beschrankt-kompakter, metrischer Raum, so ist fiir p, v € Pp(M), p > 1, die Menge der
t-Mittelpunkte

My (p,v) = {pe € Pp(M) | wp(/zyﬂt) _ wpl(/it,ty)

= Wp(,u, V)}

kompakt in Pp,(M).

Aufgabe 37
Ist (M, d) nicht-verzweigend, so gilt
D(xg) C Cut(xg),

wobei Cut(zg), die Menge der Schnittpunkte

Cut(zo) = e1(eg ' (z0))\ |J erleg (o)

t€[0,1)

und D(zg) gegeben als
D(xo) = {x € M|37,7" € (e0,e1) " (x0,2) : 7 # 7'}

ist die Menge der Punkte, welche durch zwei Geodéten erreichbar ist. D.h. jeder Punkt in D(xg) ist
bereits ein Schnittpunkt. Zusatzfrage: Gibt es andere Punkte, wenn ja wie sehen diese aus?

Aufgabe 38

Seien (M;, d;);er kompakte geodétische Raume und K; C M; kompakte Teilmengen, so dass es Isometrien
Iz',j : Kz — Kj gibt, d.h. Ii,j ist bijektiv, Ii,k = Ij,kz OIZ'J', Im = id und es gﬂt

di(zi,yi) = dj(Zi j(vi), Zi j(yi)-
Auf ITM; definieren wir eine Aquivalenzklasse ~ wie folgt,

r=1y Jiel:xe M\K;
Ty s o
Lijx)=y Ji,jel:ze€K;yeKj;

Die Menge M ist nun die Menge der Aquivalenzklassen auf IIM;. Bildlich erhélt man M indem man
die Rdume M; an den Stellen K; zusammenklebt. Aus diesem Grund werden wir hdufig missbréauchlich
annehmen, dass

M=Ku ] M,

ieM

wobei K alle K; gleichzeitig reprasentiert, d.h. fiir jedes x € M existiert ein ¢ mit z € M; und fir x € K
gilt sogar v € K, j € 1.
Zeigen Sie, dass die folgende Funktion d : M x M — [0, 00)

inszK {d(x,z) + d(Z,y)} TE Miay ¢ M;
d(CL',y) €,y S Ml

d(ﬂj,y) = {

eine geodétische Metrik auf M und M kompakt ist genau dann, wenn die Indexmenge endliche ist.
Beispiel: Den Tripod erhdlt man, indem man M; = [0,1] = [0;, 1;] und K; = {0;} wéhlt.

Seite 3/3



Optimaler Transport Ubungsblatt 10 Dr. Martin Kell Felix Dietrich

Sei X eine nicht-abzéahlbare, wohl-geordnetete Menge mit minimalem und maximalem Element, d.h. es
gibt eine Ordnung <, so dass fiir alle a # § € X entweder a < 8 oder 8 < . Auflerdem gibt es ein
Elemente 0,w € X mit 0 < a < w fiir alle &« € X\{0,w}. Aufgrund der Ordnung, sind offene Intervalle
(a, B) wohldefiniert und man sagt nun U ist offen in X genau dann, wenn

v= U (@pu U bav U (el

(a,8)CU [0,8)cU (a,w)CU

Schriftliche Abgabe am 12.12.2016 vor der Vorlesung.
Sie erreichen die Vorlesungshomepage unter www.math.uni-tuebingen.de/arbeitsbereiche/
geometrische-analysis-und-mathematische-relativitaetstheorie/lehre.
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