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Übungsblatt 12
Aufgabe 40 [8 Punkte]
Sei (M,d,m) ein nicht-verzweigender geodätischer Maßraum, der die starke CD(K,∞)-Bedinung erfüllt,
d.h. das Entropiefunktional bzgl. m definiert als

Entm(µ) =
{∫

f log fdm falls µ� m, d.h. µ = fm
∞ sonst

ist K-konvex in P2(M), sprich für alle Geodäten t 7→ µt gilt

Entm(µt) ≤ (1− t)Entm(µ0) + tEntm(µ1)−Kt(1− t)w2(µ0, µ1)2.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Für St = suppµt und µi = 1
m(Si)m

∣∣
Si

gilt

log m(St) ≥ (1− t) log m(S0) + t log m(S1) +Kt(1− t)ΘK(S0, S1)

wobei

ΘK(A,B) =
{

infx∈A,y∈B d(x, y) K ≥ 0
supx∈A,y∈B d(x, y) K < 0.

(b) Ist m(S1) ∈ (0,∞) , dann gilt für alle f ∈ L1(m) mit 0 ≤ f ≤ C∫
f log fdm ≤ C logCm(S1).

(c) Ist π eine optimale Kopplung zwischen µ0 = f0m und µ1 = f1mmit f0 ≡ const ·χS0 und f1 ≤ C·χS1

dann gilt
log m(Γt) ≥ (1− t) log m(Γ0)− tC logCm(Γ1) +Kt(t− 1)ΘK(S0, S1)

wobei Γ = suppπ eine c2-zyklisch monotone Menge ist. (Bemerkung: Nach Annahme gilt Γ0 = S0,
Γ1 = S1 und St ⊂ Γt).

(d) Für Γ gilt
lim
t→0

m(Γt) = m(Γ0).

(e) (Zusatzaufgabe 2 Punkte) Schließen Sie, dass für alle µ0, µ1 ∈ P2(M) mit µ0, µ1 � m jede
optimale Kopplung π ∈ Π(µ0, µ1) durch eine Transportabbildung induziert ist, d.h. es gibt eine
Borel-Abbildung T : M →M , so dass

π = (id×T )∗µ0.

(Hinweis: Nutzen Sie die Idee der Vorlesung)
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Aufgabe 41 [6 Punkte]
Sei (M,d) eine metrischer Raum.

(a) Sei f : M →M ′ L-Lipschitz stetig, d.h. für alle x ∈M und ε > 0 gilt

f(Bε(x)) ⊂ BLε(f(x)).

Zeigen Sie, dass für alle N ∈ [0,∞)

HN (f(A)) ≤ LNHN (A).

und somit
dimH f(A) ≤ dimH A.

(b) Sei g : M →M ′ K-co-Lipschitz stetig, d.h. für alle x ∈M und ε > 0 gilt

g(Bε(x)) ⊃ BKε(g(x)).

Zeigen Sie, dass für alle N ∈ [0,∞)

HN (A) ≤ K−NHN (g(A)).

und somit
dimH A ≤ dimH f(A).

Schriftliche Abgabe am 23.01.2017 vor der Vorlesung.
Sie erreichen die Vorlesungshomepage unter www.math.uni-tuebingen.de/arbeitsbereiche/
geometrische-analysis-und-mathematische-relativitaetstheorie/lehre.
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