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Aufgabe 23 [8 Punkte]
Sei || - || eine strikt konvexe Norm auf R™ (Alternativ || - || ist die euclidische Norm) und £" das

n-dimensionale Lebesgues-Mafl. AuBerdem sei fiir z € R™ und ¢t € [0,1] die folgende Abbildung
O, R" — R" definiert
Py i(y) = x +t(y — ).

Zeigen Sie bitte folgende Aussagen:

(a) (Ohtas Mafkontraktionseigenschaft) Fiir alle beschrankten Borel-Mengen A C R"™, x € R" und
N € [n,00) gilt
tNLM(A) < LD (A)).

(b) (Sturms Mafkontraktionseigenschaft) Fiir alle nicht-negativen py € L'(R™) mit [, p1(2)dL™(z) =
1 und N € [n,00) gilt

1_% n 1_% n
/Pt ac 2t/p1 ac

wobei p; die Dichte des absolut-stetigen Mafles p; = (P 4)«p1 mit py = p L™ ist.

Hinweis: Zeige dies erst fiur p; = [:%(A) rn
Dichten p).

» dann via Approximation durch einfache Funktionen fiir alle

Aufgabe 24 [8 Punkte]
Angenommen (M, d) ist ein vollstdndiger, geodétischer Raum. Eine Funktion f : M — [0, 00) wird
K -konver genannt, wenn fiir alle Geodéten v € Geojy (M, d)

7o) < 57(00) + 5.7(n) — KH(1 — D)0, )

1
2
Zeigen Sie folgendes:

(a) Jede K-konvexe Funktion mit K > 0 hat ein Minimum.

Hinweis: Sei (z,,)nen eine minimierende Folge. Aus der Konvexitét folgt, dass auch die Folge der Mittel-
punkte von x, und z,y; mimimierend ist. Benutze die K-Konvexitit um zu zeigen, dass (2, )nenN somit
eine Cauchy-Folge ist.

(b) Angenommen es gibt ein C' > 0, so dass

1 1
d(v,y)? < 530, y)? + §d(v1,y)2 — Ct(1 = t)d(v0,m)*

fiir alle y € M und alle Geodédten v € Geoyy 1)(M,d). Zeige, dass fiir alle Mafle i € P2(M) und
alle Geoditen v € Geoyy 1)(M, d) auch folgendes gilt

1
w2(5’)/07 ”)2 + §w2(5’}'1a,u)2 - Ct(l - t)d(70> '71)27
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d.h. f(z) = wa(8s, n)? ist C-konvex.

(c) Schliefen Sie aus den beiden vorigen Aussagen, dass es fiir jedes u € Po(M) ein x, € M gibt, so
dass

Vara(p) = x(i)rég/[/d(:c,xo)zdu(:c).

= /d(m,xu)Qdu(x).

Wir nennen Varg(u) die Varianz von p und x,, den Schwerpunkt oder Erwartungswert.

Schriftliche Abgabe am 12.12.2016 vor der Vorlesung.
Sie erreichen die Vorlesungshomepage unter www.math.uni-tuebingen.de/arbeitsbereiche/
geometrische-analysis-und-mathematische-relativitaetstheorie/lehre.
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