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Aufgabe 25 [2 Punkte]

Seien E1, Ea C R"™ zwei Untervektorraume mit Fq L Ey und p, v € P(R"™) zwei Wahrscheinlichkeitsmafle,
so dass supp(u) CC Ej und supp(rv) CC Es. Zeigen Sie bitte, dass jede Kopplung zwischen p und v
optimal ist beziiglich der Kostenfunktion c(z,y) = |z — y|?.

Aufgabe 26 [2 Punkte]
Sei (M,d) ein metrischer Raum und C' C D eine abgeschlossene Teilmenge, sodass die Projektion
p: M — C, definiert durch p(x) := y,, wobei d(z,y,) = min, d(z,y), wohldefiniert ist. Zeigen Sie
bitte, dass fiir ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf ¢ € P(M), das Mafi m := (Id X p)4pu eine optimale
Kopplung zwischen p und pyp beziiglich der Kostenfunktion dP fiir alle p > 0.

Aufgabe 27 [4 Punkte]
Sei ¢ eine konvexe Funktion auf R™ und S; : R™ — R" ihr Gradientenfluss, d.h fiir jedes ug € R" gilt
So(ug) := up und die Kurve w; is die eindeutige C'- Losung der ODE

d .
aut = —Vp(ur) in (0,00) (1)

mit limy 0 ur = ug. Zeigen Sie bitte
(a) Fur jedes v € R" gilt
d
a’ut —0|* < p(v) — p(uy).

(b) Fiir jedes t > 0 gilt
d

Solur) = ~[Vp(un)* <0

(c) Fiir jedes t > 0 gilt
d 2
3 (IVetu)P) <.

Hinweis: Benutzen Sie die Eigenschaften konvexer Funktionen aus den vorherigen Ubungsblittern.

Aufgabe 28 [4 Punkte]
Sei u; : [0,00) — R™ eine C'-Kurve, die der Bedingung (a) aus Aufgabe 27 geniigt. Zeigen Sie bitte,
dass u; eine Losung der Gleichung (1) ist.

Hinweis: Wahlen Sie dafiir v = uy + €€ fiir £ € R™ in Aufgabe 27 (a) und betrachten Sie den Limes fiir £ — 0.
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Aufgabe 29 [4 Punkte]
Sei Sy : R™ — R" eine glatte Familie von Abbildungen, sodass fiir jedes ug € R™ die Kurve u; := Si(ug)
der Bedingung (a) aus Aufgabe 24 geniigt. Zeigen Sie bitte, dass dann ¢ eine konvexe Funktion auf R™
ist.

Hinweis: Zeigen Sie fiir g(s) := ¢((1 — s)x + sy) fiir beliebiges z,y € R™ gilt ¢'(0) < ¢'(1).

Schriftliche Abgabe am 19.12.2016 vor der Vorlesung.
Sie erreichen die Vorlesungshomepage unter www.math.uni-tuebingen.de/arbeitsbereiche/
geometrische-analysis-und-mathematische-relativitaetstheorie/lehre.
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