1 Anwendungen der Theorie des optimalen Trans-
port

Aus der Ubungsgruppe wissen wir, dass einige Teile der Theorie des op-
timalen Transport durch diskrete Probleme motiviert sind, insbesondere
die Kantorovich Dualitat. Diese ist motiviert durch Probleme der lin-
earen Optimierung. Die lineare Optimierung hat vor allem wirtschafts-
wissenschaftliche Anwendungen in Spieltheorie oder bei der Produktion-
splanung. Es gibt aber auch andere vielseitige Anwendungen wie zum
Beispiel "Mischprobleme". Dabei soll aus verschiedenen Stoffen eine Mis-
chung erzeugt, die gewisse Mindestwerte erfiillt (Konzentrationen etc..).
Natturlich gibt es auch eine vielzahl an Anwendungen des allgemeinen
Problems, also des stetigen Falls, nicht nur innerhalb der Mathematik.
Zunachst wollen wir eine klassische Anwendung vorstellen, die auf Robert
McCann zuriick geht. Er beschreibt ein Modell fiir interagierende Gase in
einem Equilibriumszustand.

Definition 1.1.
Wir beschreiben alle moglichen Zustidnde, die ein n-dimensionales Gas
annehmen kann, mit einer Menge von Wahrscheinlichkeitsdichten

D::{f:IR”—>IR:feLl(IR”),fZOa.e., f(x)dx:l}. (1)

]Rﬂ

Zu jeder solchen Verteilung assoziieren wir eine Energie via

Elf] = fV(x)dx+f FOV(x—9)f (v)dxdy 2)
IR?’I n Rn

fur eine Konstante ¥ > 1 und eine nicht negative strikt konvexe Funktion
V :R" - R. Das 3. Gesetz von Newton besagt, dass wenn ein Korper
auf einen anderen Korper wirkt, so wirkt dieser in umgekehrter Richtung
auf den ersten Korper ein. Also ist es sinnvoll anzunehmen, dass V(x) =
V(=x).

Der erste Term in dieser Definition stellt die innere Energie der Gas-
menge dar:

Ei(f):=] fr(x)dx
Rn

wobei man sich U(f) = f7 als Energiedichte des Zustands, also als ein "In-
tegral uber den Druck" vorstellen kann. Der zweite Teil korrespondiert



mit der Energie, die durch die Interaktion des Gases mit sich selber entsteht,
also

= | reve-proardy,

In einem Equilibrium-Zustand sollte die Gesamtenergie E minimal sein.
Unser Ziel ist es also einen Zustand, bzw. eine Verteilung, des Gases f € D
zu finden, welche E minimiert. Ein wichtiges Werkzeug, um Minimierer
eines Funktionals zu finden, ist die Konvexitat. Wir schauen uns also zwei
Zustande fj, fi € D des Gases an. Dabei stellt sich raus, dass E im allge-
meinen nicht im klassischen Sinne konvex ist, also im Hinblick auf die
Interpolation

t— tf0+(1 _t)fl
fur t €[0,1]. McCann betrachtete also die folgende Interpolation

Definition 1.2 (Verschiebungsinterpolation).

Es seien fy, f; € D und yg = fy(x)dx und p; = fi(y)dy. Dann gibt es nach
Korollar 3.22 eine konvexe Funktlon @ :R" —> R, die (V@)u(u) = v erfillt.
Wir definieren, dann die Verschiebungsinterpolierte f, € D als die Dichte
des Maf3es

(1o, )i = (1 = 1)L, + £V @)y o
fur jedes t € [0, 1].

Diese Interpolation ist nichtlinear, erzeugt jedoch eine Konvexitatseigen-
schaft fur E. Wir wollen zunachst einige Eigenschaften der Verschiebungsin-
terpolierten zeigen, insbesondere, dass f; tatsachlich existiert.

Proposition 1.3.
Seien t,t’,s € [0,1] und py, py zwei Wahrscheinlichkeitsmafle, sodass p
absolut stetig ist. Dann gilt

L [po p1le = (11, ol
2. g0 ], [F‘O’ﬂl]t']s = [pos i1 l(=s)test’
3. Esist auch [y, 11 ]; absolut stetig fur alle ¢ € (0,1) mit Dichte f, € D.

4. wy(po, py) = twa(po, p1) flr jedes ¢t

Beweis. 1./2. sind Ubungsaufgaben, wobei man bemerkt, dass wegen p; =
(V)upg auch pg = (Ve*)u(py) gilt. Aulerdem ist die Inverse zu Vo gegeben



durch Vg*. Dies folgt aus y € dp(x) < x € dp*(y).
Fiir 3. definieren wir ¢;(x) := t¢(x) + (1 - t)|x|?/2. Dann gilt
(Vr(x) = Vor(v), x =) 2 (1= t)lx -y
was
Vi (x) = Vi () 2 (1 - 1)lx -y
impliziert. Auflerdem ist ¢; uniform konvex, also strikt konvex, also ¢;
fast uberall differenzierbar und Vg, ist Lipschitz stetig mit konstante kleiner

gleich (1 —t)~!. Insbesondere gilt also fiir jede Nullmenge A C IR", dass
auch V@j(A) eine Nullmenge ist. Daraus schliefSen wir

HelA] = uoldpi(A)] = po[Vei(A)] = 0,

da y( absolut stetig war. Hier haben wir Aufgabe 16 verwendet in der
ersten Gleichheit.
Fur 4. berechnen wir

(=02 V() dpolx) = | o= Vep(x)P dpo(x).

Da T = Vo, Typug = p; erfullt und optimal ist, folgt die Aussage durch
Waurzelziehen. ]

Nun zeigen wir, dass E tatsachlich konvex ist.

Theorem 1.4.
Die Abbildung t — E[f;] ist konvex auf [0,1] und strikt konvex aufler y,
ist eine Translation von pu,.

Beweis. Zunachst gilt
BUAL= [ f@Ve-pfi()dd

- LR VL= x =)+ Ve (x) = Ve (p)) folx) dxdy.

Also gilt aufgrund der Konvexitdat von V die Konvexitat von E,. Da V
strikt konvex ist, gilt auch die strikte Konvexitat, aufler

x—y=Vo(x)-Ve(y)

tur fast alle (x,y) € R” xR". Also ist x — ¢(x) unabhangig von x. Das heif3t
Vo(x) = x+C fur eine Konstante C und demnach muss y; eine Translation
von pg sein. Nun benutzen wir die Monge-Ampére Gleichung fir f;

folx) = fi((1 = )x + Vep(x))det (1 - £)I,, + tD¢p(x))



fur fast alle x € R"”. Dies ist ein Theorem von McCann das wir in der
Ubung besprochen haben. Dieses besagt auch dass fur jede nichtnegative
messbare Funktion U mit U(0) =0

_ fO(X) 2
L U(f(x))dx = JIR U(det((1 _t)Inthngo(x)))det((l — )l +tD?p(x)) dx
(3)

gilt. Wir berechnen nun fir U(f) = f7
Ei(fi) = . £ (x)dx

_j fol) ydet((l—t)l +tD%p(x))dx.  (4)
~ Jgre|det((1-t)1, +tD2¢(x)) ! i '

Wie betrachten also die positiv definite Matrix A; := ((1 1)L, + tDz(p(x))
fur 0 <t <1 und fast jedes x. Fur positiv definite Matrizen A ist

A det(A).

eine konkave Funktion. Also ist die Funktion a,(t) := det ((1 —t)I, + tDZ(p(x))

fur fast alle x konkav. Wir definieren nun eine neue Funktion f,(t) :=
a,(t)"1=7) und berechnen

(1) = n(1=y)(n—ny - Day(t)" 7 2a (1) + (n(1 = y)ay(t)" 7 a)/(t)
>0,

da y > 1. Also ist 8, konvex fur fast alle x. Nun konnen wir (3) schreiben
als

Ei(f)= [ folx)B(t)dx,

RH
woraus die Konvexitat folgt. O

BEMERKUNG:Allgemeiner konnen wir die innere Energie auch mit Hilfe
einer messbaren Funktion U : R, — RU{oco} mit U(0) = 0 definieren, nam-
lich

Ef)i= | Ulfax

Um dann auch noch Konvexitdt zu erhalten, lasst sich zeigen, dass U
gewissen Eigenschaften erfiillen muss, z.B. r — r"U(r™") muss monoton



nicht wachsend sein auf (0,+c0). Typisch sind U(r) = r”, ¥ > 1 oder
U(ry=-r?,ye[l-1/n,1].

Wir bezeichnen die Menge der absolut stetigen Mafle mit P,.(IR") C P(R").

Es besteht eine 1 zu 1 Korrespondenz zwischen P,. und D. Die Verschiebungs-
konvexitat lasst sich auch auf ganze Teilmengen von P, (IR") ausweiten.

Definition 1.5.

1. Eine Teilmenge F C P, (IR") heif3t verschiebungskonvex, wenn fur alle
i, v € F und alle t € [0,1] das verschiebungsinterpolierte Maf [y, v];
wieder in F liegt.

2. Ein Funktional F : ¥ — R auf einer verschiebungskonvexen Menge
F, heiflt verschiebungskonvex, falls fur py, y; € F und fur die zuge-
horige Verschiebungsinterpolierte (p; := [po, p1]¢)1e[0,1] die Abbildung

t— F(p)

konvex ist auf [0,1].

3. Fur nicht absolut stetige Maf3e lasst sich auch eine Verschiebungskon-
vexitat definieren. Dabei nehmen wir o, : R” x R” — IR" als 04(x, ) =
D, ;(v) aus Aufgabe 23. Eine Teilmenge F C P,(IR") heif3t verschiebungskon-
vex, falls fur alle pg, u; € F und alle optimalen 7 € IT(pg, pq ) beziiglich
quadratischer Kosten, das Maf y; := o;#m in F liegt fur alle t € [0,1].

Mit Definition 1.5.3 lasst sich diese Definition auch auf allgemeine
strikt konvexe Kostenfunktionen c(x —y) verallgemeinern, indem wir ein-
fach die optimalen 7 bezuglich der neuen Kosten wahlen. Dabei muss
aber zusatzlich angenommen werden, dass stets die totalen Kosten endlich
sind.
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