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Vorwort

Wir mochten uns an dieser Stelle auch bei Annkathrin Merkt und Benedikt Dilly fiir ihre Hilfe beim Setzen des Skriptes
in ITEX bedanken.

Hyperlinks:
Dieses Dokument ist fiir die digitale Verwendung vorgesehen und eignet sich eher weniger zum Ausdrucken.

Es ist mit sogenannten Hyperlinks versehen. Zum Beispiel:
1.2

Klickt man auf diese Zahlen, so springt man in der PDF zur Bemerkung 1.1.2.

Oft gibt es in einem Beweis eine Folgerung, die aus einem bestimmten Satz folgt. Wir verwenden:

Tatsache A @ Tatsache B

Klickt man hier ebenfalls auf die Zahlen, so springt man wieder zur Bemerkung 1.1.2.

Sollten die Hyperlinks nicht funktionieren: Offnet die PDF mal in einem anderen Programm dann sollte es klappen :)

Fehler:
Dieses Skript ist sicher nicht fehlerfrei! Daher bitten wir um eure Mithilfe:

Falls euch ein Fehler im Skript auffallt so schickt bitte eine Email an:
schanz.lukas@gmail.com
oder
emma.kraas@student.uni-tuebingen.de
mit genauer Seitenangabe und in welchem Abschnitt er sich befindet. Zum Beispiel:
»Auf Seite 34 ist bei Lemma 1.5.8 folgender Fehler: ¢

Vorausgesetztes Wissen:

Das Modul Algebra baut auf dem Modul Algebraische Strukturen auf. Dadurch braucht man fiir alle Kapitel ein
gewisses Vorwissen. Vor den Kapiteln befinden sich als Erinnerungshilfe nochmal Késtchen, die das Notwendigste
zusammenfassen. Sie haben folgende Form:

Uberschrift:

Inhalt welchen man schon aus Algebraische Strukturen kennt

Hin und wieder sind auch sonstige Ergdnzungen im Skript, welche nicht in die Nummerierung mit einflieen, in diesen
grauen Késtchen gekennzeichnet.

Dokument durchsuchen:
Mit STRG + F kann man das Dokument nach Stichwortern durchsuchen.
Werbung:

Wer mochte darf sich gerne mal die Website

’ www.lukasschanz.com

anschauen, das wiirde mich sehr freuen :)

Dieses Skript wurde das letzte Mal bearbeitet am:

18. August 2020


www.lukasschanz.com

1 Gruppen

7~

Definition: Gruppe

Eine Gruppe (G, o) ist eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung

0:GxG— G
(a,b) — ao b,

die folgende Axiome erfiillt:
(G1): Assoziativitat:
ao(boc)=(aob)oc Va,b,ceEQG.
(G2): Existenz des neutralen Elements:
de€ G:eoa=aoce=aVa,bce G

(G3): Existenz des Inversen:

VaeGlaleG:aloa=aoal=c¢

G heifit abelsch, falls:

(G4): Kommutativitét:

aob=boaVabe G

Untergruppenkriterium:

Sei (G, o) eine Gruppe und @ # U C G eine nicht-leere Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) U ist eine Untergruppe von G. (Man schreibt U < G.)
(2) Vu,v€ U:uove Uund uz' € U
B)VuveU:wz'eU

Eine Untergruppe ist also eine nicht-leere Teilmenge von G, die selbst wieder eine Gruppe ist.

Definition: Gruppenhomomorphismus

Ein Gruppenhomomorphismus ¢ zwischen zwei Gruppen (G, o) und (H, %) ist eine Abbildung

p:G—H
die fiir alle a,b € G
p(aob) = p(a) * p(b)

erfiillt, also die Verkniipfungsstruktur erhélt.

Definition: Index

Fiir jede Untergruppe U in G bezeichnet der Index von U in G:
[G:Ul:={aU|ac G} =|{Ua|ac G}

die Anzahl der verschiedenen Links- bzw. Rechtsnebenklassen von U in G.




Definition: Normalteiler

Eine Untergruppe U < G von G heifit Normalteiler, wenn folgende &dquivalente Aussagen gelten:
(1) Fiir alle g € G,u € U gilt : gug~t € U
(2) Fiir alle g € G gilt: gU = Ug bzw. gUg~! = U
(3) Fiur alle g,h € G gilt : (gU) - (hU) = ghU
Man scheibt U < G.
Beachte:
- Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe von G Normalteiler.
- Jede Untergruppe vom Index 2 ist ein Normalteiler.

- Kerne von Gruppenhomomorphismen sind Normalteiler.

Satz von Lagrange:

Sei G eine endliche Gruppe und U < G eine Untergruppe von G. Dann gilt:

|Gl =|U|-[G: U]

Insbesondere gilt: |U| und ‘G/ U‘ =[G : U] Teiler der Gruppenordnung.

Eine umgestellte Variante von dem Satz von Lagrange, welche wir oft verwenden werden,

da wir so mit einem Bruch weiter rechnen konnen.

Definition und Satz: Faktorgruppe
Sei (G, o) eine Gruppe und N < G ein Normalteiler von G. Dann gilt:

(a) Die Menge G/N = {aN | a € G} bildet mit der Multiplikation
-: (aN,bN) — (aN)(bN) = abN

eine Gruppe mit neutralem Element eN = N und zu aN Inversem a ! N.
Man nennt (G/ N ) die Faktorgruppe von G nach N

(b) Es gilt ‘G/N) =[G : N]
(c) Die Abbildung

7T2G4)G/N
a— alN

ist der zu gehorige kanonische Epimorphismus von G nach N mit Kern N.




Homomorphiesatz

Sei a: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist

0 G/Kem(a) — Bild(a)
g a(g)

wohldefiniert und ein Isomorphismus. Insbesondere gilt also:

G/Kem(a) =~ Bild(a)

Definition und Satz: Symmetrische Gruppe

Fiir eine nicht-leere Menge M ist
Sym(M) :={f: M — M | f ist bijektiv}

mit der Kompostion o die Symmetrische Gruppe.

Die Elemente von (Sym(M), o) werden auch Permutationen genannt.

Falls M = {1,...,n} schreibt man S,, fir Sym(M)

Definition: Zyklische Gruppe

Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn es ein g € G gibt, sodass das Erzeugnis von g ganz G ist, also:

dgeG: G=(g9)={g"|nelZ}

Definition: Ordnung
Sei g € G ein Element einer Gruppe G. Dann heifit

ord(g) = [(g)|
die Ordnung von g.




1.1 Operationen
1.1.1 Definition: Operation
Sei (G, *) eine Gruppe und M eine Menge. Eine Operation von G auf M ist eine Abbildung
ot GXM—>M
(g:m) = g-m
die folgende Eigenschaften erfiillt:
l.eem=mVmeM

2. (axb)em=ua+(bem)Va,be G, me M

1.1.2 Bemerkung:
Man kann eine Operation als einen Gruppenhomomorphismus
0: G=>SM)={f|f: M — M, f bijektiv}
g o(g): M —>M
m = o(g)(m) = g-m

auffassen.
Beweis:
»=“  — zZ. p ist wohldefiniert:
©(g) ist injektiv:
e(g)(m1) = ¢(g)(mz)
= ge°mq = g-*my
= gt (gem) =g (g-ma)
= (g7 xg)mi= (g7 xg)-mp
= €°Mm1 = €°* My
= M1 = My
»(g) ist surjektiv:
Fiir jedes m € M ist g~'+m € M, da - eine wohldefinierte Abbildung ist. Es folgt
pg)(g™ em) =g (g7 -m) = (gxg7")-m=e-m=m
= (g) ist bijektiv = p(g) € S(M) = ¢ ist wohldefiniert.
— zZ. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus
olgxh): M—>M: m— (gxh)sm=g-(h+m)
I
e(g)op(h) : M — M : m o(g)(p(h)(m)) =g+ (h-m)
,=“ = z7. ¢ liefert durch den Gruppenhomomorphismus

v: G—=S(M)
g g+m:=¢(g)(m)
eine Operation denn:

1. eem = p(e)(m) =id(m) =m

2. (g*h)+m=p(gxh)(m) =(g) op(h)(m) =(g)(p(h)(m)) = p(g)(h-m)=g-(h-m)



1.1.3 Beispiele:

1. (Gl,(K),-) wobei Gl,,(K) = {invertierbare n x n Matrizen {iber einem Korper K} operiert auf M = K™ durch

Aez:=A-z (Matrixmultiplikation)

denn:

1.1,«2=1,,-c==x

2.(A-B)2 2" (4B s=A4-(B-2) L A4.(B-2)

2. (S,,0) wobei S,, = S({1, ..., n}) operiert auf M = {1, ..., n} durch

denn:
1idi = id(d) = i
2. (cod)ei=0c(d'(i)) =0+ (0 1)

3. (S,,0) operiert auf M = R™ durch

ocex:=A;-x

indem wir fiir o € S,, die Permutation der Einheitsvektoren e; — e,(;) linear fortsetzen, zu einer Permutations-

matrix A, (in jeder Zeile und Spalte eine 1 und sonst nur Nullen).

01 0
Bsp:n=3, Aag=(1 0 0
0 0 1
zur Erkliarung fiir (a, b, ¢)® € R3 gilt dann:
a a 0 1 0 a b
(1 2), b — A(l 2) b = 1 0 0 = a
c c 0 0 1 c

Denn fiir x € K™ gilt:
l.idez=Agqez=1,-z2==2
2. (0o0") ez =(Ap Ap) ez =(Ay Ay) - 5= Ay (A7) = 0+ (' + 7)

4. Eine Gruppe (G, *) operiert auf M = G durch (also auf sich selbst):

o GxGE—=G
(g,h) > geh:=gxh
denn:
l.ech=exh=nh
2. (gr*g2) h=1(g1%g2) xh=g1%(g2xh)=g1+(g2+h)
5. Eine Untergruppe U C G operiert auf (G, ) durch
UxGE— G
(u,9) ~usg:=uxg
Gruppenoperation: denn
l.ecg=exg=yg
2. (up *ug)og= (up xug) x g=1uy % (ug* g) = uy + (ug+g)
1.1.4 Definiton: treu
Eine Operation « von G auf M heifit treu, wenn eine der folgenden dquivalenten Aussagen gilt:
1.) ¢ ist injektiv
2.) Ker(p) ={ec}
3.) Nur eg wird auf idys € Sy abgebildet
4)VmeM: gem=m = g=eqg



1.1.5 Beispiele:
Wir betrachten die Beispiele von [1.1.3
1. Wir verwenden Aussage 4.)
Vie K": Avx=2 = A=1,
deswegen ist die Operation treu.
2. Wir verwenden Aussage 4.)
Vie{l,..,n}: ori=1 = o=id
deswegen ist die Operation treu.
3. Wir verwenden Aussage 4.)
Vee K": cvx=2 = c=Aq=1,
deswegen ist die Operation treu.
4. Wir verwenden Aussage 4.)
Vhe G: geh=gxh=h = g= e (Eindeutigkeit neutrales Element)
deswegen ist die Operation treu.
5. gleich wie 4.

6. Seien

G = { <; i) | obere Dreiecksmatrix, Eintrige auf Diagonalen ungleich null} < Gly(K)
1 1
(o)) =1 () 1remy

:GxU—-U
(Ayz)—» A=Az

I
I
—~
D
[y
~
I

und die Operation

welche erfiillt
1. Igezx=1g-2=2zVxeU
2. (A-B)ysz=(A-B)-z=A-(B-z)=A-(B-x).

auflerdem ist die Operation wohldefiniert, denn

Avz= A o= (;; :) . (g) - (g) cU
Als Gruppenhomomorphismus betrachtet:
p: G—S(U)
A fa: U= U
z— falz):=A -z

wobei f4 beschreibt die zugehorige Abbildung zur Matrix A. Es gilt:

Kern(p) = {4 | fa =id|v} = {(é :)} 2 {12} da ((1) :) (8) B <8>

Die Operation ist also nicht treu. Anders gesagt: 3 A # 1, mit A -z =z Vo € U,. Zum Beispiel:

(1)) )

Erinnerung: R™ ist ein euklidischer Vektorraum. Die orthogonale Gruppe:

O(n)={orthogonale Matrizen} (Spalten sind Orthonormalbasis, 4 - A" = id,)
Es gilt:
A orthogonal < f4 orthogonal

& (z,y) = (fa(), fa(y)) = (Az, Ay) Vo,y € R"
& fa ist langen- und winkelerhaltend



1.1.6 Definition: affine Isometrien

Die Menge der affinen Isometrien auf R™ ist
E(n):={z— Az+0b| A€ O(n),beR"}
Durch Hintereinanderausfithrung o ist (E(n), o) eine Gruppe.
Fiir M C R™ definieren wir eine Untergruppe von E(n), die auf M operiert:
1.1.7 Definition: Symmetriegruppe
Sei M C R™ eine Teilmenge.
Sym(M) = {f € E(n) | f(M) = M}

heiflt die Symmetriegruppe von M und ihre Elemente Symmetrien.

Beispiel:
Sei

Q={z e R ||zl < 1Vi}

ein Wiirfel. Da Symmetrien abstandserhaltend sind, muss die Teilmenge der Punkte mit dem grofiten Abstand zu 0
(also die Eckpunkte) auf sich selbst iiberfiihrt werden.

Damit ist
+1 0 0
Sym(Q) C 0 £1 0 | -A,|0c€Ss
0 0 =+£1

und da jede solche Abbildung in Sym(@Q) ist, gilt Gleichheit.



Beispiel: Die Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks A C R? ist

und besteht aus:

Drehungen:
2
, /\
1 3
2
LA
1 3
2
LA
1 3
Spiegelungen:
(12)
(23)
(13)

1.1.8 Bemerkung
Fir M C R"™ definiert

eine Operation, denn
1. idem =id(m) =m
2. (fog) m=f(g(m))=f-(g:m))

1.1.9 Definition: Bahn
Sei G x M — M eine Operation.

heifit die Bahn von m.

Ss = {id, (123), (132), (12), (13), (23)}

Drehung um 0°

360°

Drehung um 120° = =5

le

le
e [ o

o _ o, 360°
Drehung um 240° = 2 - =5~

l

e [
l
e [ [

«: Sym(M)x M — M

(fvm)'_)f°m:f(m)

Gn:={gm|geGtCM



1.1.10 Beispiel
Sei A ein gleichseitiges Dreieck in R™, wir betrachten die Operation
Sym(A) x A = A

und Bahnen fiir verschiedene Punkte:

ANVANY &

Man kann die Operation auf die Potenzmenge von A fortsetzen und hier Bahnen betrachten:
Die Bahn des kleinen blauen Dreiecks in A ist z.B.

Die einzelnen Felder kénnen jede beliebige Position eines andern Feldes annehmen, das erreicht man durch Drehung
oder Spiegelung.

1.1.11 Beispiel

Es gilt mZ C Z ist eine Untergruppe beziiglich +.
Betrachte die dadurch induzierte Operation

o: ML XL — 7

(mz,a) = mzea:=mz+ a

Die Bahnen dieser Operation sind die Restklassen Modulo (mod) m.

1.1.12 Bemerkung

Man kann eine Untergruppe U < G auch von rechts operieren lassen. Durch

UxG— G
(u,9) = u-g:=gu
Die Bahnen dieser Operation sind gU = {gu | v € U}, die Linksnebenklassen.
Fiir die iibliche Operation von links sind die Bahnen, die Ug = {ug | u € U}, die Rechtsnebenklassen.
Normalteiler sind also Untergruppen, fiir die die Bahnen unter der Operation von links und rechts gleich sind.

(In dieser Vorlesung werden nur Operationen von links behandelt.)

1.1.13 Definition: Stabilisator

Sei G x M — M eine Operation.
Fir N C M ist

Stab(N):={ge G|{gn|ne N} =1gN=N}C G

der Stabilisator von N.

10



1.1.14 Beispiel
Siehe: Beispiel [1.1.10)

Fig a) Fig b) Fig c)

a) Stab({1}) = {id, (2 3)}
— id und die Spiegelung um die 23-Achse erhalten den Punkt

b) Stab(e)=S;
— Egal wie gespiegelt oder gedreht wird, der Mittelpunkt wird erhalten

c) Stab(e) = {id}
— Nur die Identitat erhdlt den Punkt
1.1.15 Bemerkung

() Stab({n}) ist die Untergruppe von Sym(M), die M punktweise festhélt.
neM

1.1.16 Lemma: Stab(N) ist eine Untergruppe
Sei G x M — M eine Operation und N C M.
= Stab(N) ist eine Untergruppe.
Beweis:
Seien a,b € Stab(N)
— oN=N,bN=N
= (ab)N =a(bN)=aN =N
= ab € Stab(N)
und
Sei a € Stab(N)
= a'aN=a"'N=(a'a)N=eN=N
= a '€ Stab(N)
Stab(N) # @, denn id € Stab(N).

1.1.17 Lemma: Die Bahnen von zwei Elementen einer Menge sind entweder gleich oder disjunkt

Sei G x M — M eine Operation, my, ms € M.
Dann sind die Bahnen von m; und mg entweder gleich oder disjunkt, das heifit:

Gy, = G, oder G, N Gy = @
Beweis:
Angenommen, Gy, N Gy, # O
I mg € G, N G,
391,92 € G:mz=g1my = gamo
my =gy 'gimy € Gmy
G, C Gy, und analog G,,, C G,,,, also Gleichheit.

P4l

1.1.18 Beispiel: Die Zerlegung in Bahnen entspricht der Zerlegung in Zykel

S,, operiert auf {1,...,n}.

Sei n =4, 0 = (1 2 3), dann zerlegt o die Menge {1,2, 3,4} in die disjunkten Bahnen {1,2,3} U {4}.

Sei n =5, 0 = (1 2 3)(4 5) dann zerlegt o die Menge {1,2,3,4,5} in die disjunkten Bahnen {1,2,3} U {4,5}.
Allgemeiner entspricht die Zerlegung in Bahnen der Zerlegung in Zykel.

11



1.1.19 Satz von Cayley
Sei G eine Gruppe.
Dann existiert eine Menge M und ein injektiver Gruppenhomomorphismus
f:G—S(M)
Ist G endlich, so kann man M auch endlich wéhlen.
Insbesondere kann man jede Gruppe als Untergruppe der Permutationsgruppe einer Menge auffassen.
Beweis:
Wir lassen G durch Gruppenoperation auf sich selbst operieren und erhalten dadurch den Gruppenhomomorphismus
v: G—S(G)

g—o04:G—= G
h — gh

Da die Gruppenoperation treu ist, ist ¢ injektiv. O

Bemerkung:

Man betrachtet oft Monomorphismen ¢ : G — Gl,,(K) so erhédlt man Darstellungen von G durch Matrizen, diese
heiflen lineare Darstellungen von G.

1.1.20 Satz:

Sei G x M — M eine Operation, m € M, U = Stab(m). Dann ist folgende Abbildung bijektiv:

Gy G
gU — gm
Beweis:
- Wohldefiniertheit:
Sei g~ h
= gU=hU

= JueU: gu=h
= hm = (gu)m = g(um) = gm (da m von U stabilisiert wird)

- Injektiv:

gm = hm
h=tgm=m

h~1g stabilisiert m
hlge U

g~h

gU =hU

T

- Surjektiv: klar O

1.1.21 Korollar:

Sei G endlich und G x M — M eine Operation, m € M, dann gilt
|G| - [Stab(m)| = |G|

Beweis:

Sei U = Stab(m).

|G| - U] ™=

Lagrange:
Cry|-ju el

12



1.1.22 Beispiel:

Im gleichseitigen Dreieck A C R? mit der Operation von Sym(A) gilt: (Siehe [1.1.10{ und [1.1.14])

A A A

Sei M endlich, G x M — M eine Operation, R C M eine Teilmenge, die aus jeder Bahn genau ein Element enthélt.
Dann gilt

Bahnlange
|Stab|

[N
(=}
—

1.1.23 Satz: Bahnengleichung

reR

in Worten: ,,Die Méchtigkeit von M ist gleich der Summe {iber die Lange aller Bahnen. “
Beweis:

M ist die disjunkte Vereinigung seiner Bahnen. Fiir € R hat die Bahn G, folgende Anzahl an Elementen: %

wegen Satz [1.1.20 O

Anwendung der Bahnengleichung: Klassifikation von Graphen bis auf Isomorphie:

1.1.24 Definition: Graph
Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) aus einer Menge V von Ecken und E von Kanten E C V x V.

Wir betrachten ungerichtete Graphen, d.h. wir fordern, dass F symmetrisch ist, also aus (i,7) € E folgt (j,7) € E. Dies
steht dann fiir die Kante zwischen ¢ und j. Wir erlauben keine mehrfachen Kanten und keine Schleifen (7,7) ¢ E Vi.

Ein Isomorphismus von Graphen (V, E), (V' E’) ist eine Bijektion ¢ : V — V', die eine Bijektion £ — E’ induziert.

1.1.25 Satz:

Es gibt 11 Isomorphieklassen von Graphen mit 4 Ecken.

oo o DN T
ZS G B G VA

sind paarweise nicht isomorph.

Sei V ={1,2,3,4}, M = {(V, E) Graph} und |M| = 2° = 64, da jede der Kanten 12, 13, 14, 23, 24, 34 dabei sein
kann oder nicht.

Beweis:

S4 operiert auf M durch Permutation der Ecken. Wir geben fiir jeden der 11 Typen den Stabilisator und dann mit
Hilfe von Korollar [1.1.21] die Linge der Bahnen an:

13



Graph Stabilisator |Stab| | Bahnldnge

le e 4
S4 24 1

2e ®3

1 e 4
I {id, (1 2),(3 4),(12)(3 4)} 4 6

2 ®3

1 4
; S3 = S(1,2,4) 6 4

2 ®3

1 4
; {id, (2 4)} 2 12

2 3

1 4
{id, (2 4)} 2 12

2 ®3

1 4
I I {id,(1234),(13)(24),(1423),(34),(12),(12)(34),(14)(23)} 8 3

2 3

1 4
; S5(2,3,4) 6 4

2 3

1 4
I:I {id, (12 34),(13)(24),(1432),(13),(24),(12)(34),(14)(23)} 8 3

2 3

1 4
{id, (1 4)(2 3)} 2 12

2 3

1 4
Z {id, (2 4), (1 3),(1 3)(2 4)} 4 6

2 3

1 4
X Sy4 24 1

2 3

14




(Beachte: I I und I:I liefern die Symmetriegruppe des Quadrats.)

Wir addieren die Bahnenlédngen:
14+6+4+12+12+3+4+12+34+6+1=64=|M)|

Damit haben wir alle Isomorphieklassen gefunden.

15



1.2 Konjugation
1.2.1 Definition: Konjugation und Konjugationsklassen

Sei G eine Gruppe. Die Operation

:GxG— G:

(9,h) — g+ h:=ghg™*

von G auf sich selbst heifit Konjugation.
Die Bahnen

he={g-h|ge G}
={ghg~' | g€ G}

heiflen Konjugationsklassen.

Behauptung: Die Konjugation ist wohldefiniert:
Beweis:

1) (e,9)—e-g=ege =g

2) (g1g2,h) > g1g2+h = g192h(9192) ' = g192hg5 ' 91" = g1 (92hgs V) g7 "

1.2.2 Beispiel:

Die Konjugationsklassen der S,:
Sein=3

- {id} ist eine Klasse.

- Klasse von (1 2):

(12)(12)(12)7 =
(13)(12)(13)7 ' =
(23)(12)@23) " =
123)(12)(123)=(123)(12)(132)=
132)(12) (132 =(132)(12)(123)=
= Wir erhalten alle Transpositionen, {(1 2),(1 3),(2 3)}
- Klasse von (1 2 3):
(12)(123)(12)=(132)
(13)(123)(13)=(132)
(23)(123)(23) =(132)
(123)(123)(132)=(123)
(132)(123)(123)=(123)

= Wir erhalten alle 3-Zykel, {(1 2 3),(1 3 2)}
Allgemein gilt:

Die Zerlegung in Konjugationsklassen ist die Zerlegung in Zykeltypen:
Fiir

Zerlegung in disjunkte Zykel der Lange
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setzen wir

dies ist eine Partition von n.
Zum Beispiel fir n = 4:

p((123))=(3,1)
p((12)(34)) =(22)

p(o) heifit der Zykeltyp von o.

1.2.3 Sataz:

{Konjugationsklassen der S, } A {Partitionen von n}

durch den Zykeltyp.

1.2.4 Definition: Innerer Automorphismus
Sei G eine Gruppe, g € G.
ig: G—= G
h— ghg™!

bezeichnet den inneren Automorphismus zu g.

(Erinnerung: Ein Automorphismus ist ein bijektiver Endomorphismus.)

Der innere Automorphismus ist wohldefiniert:

Beweis:
- Homomorphismus:
ig(hy * hy) = ghihag™
= ghig~ ' ghag ™
= ig(h1) - ig(h2)
- Injektiv:

gh1g™" = ghag™"

= h=h
- Surjektiv:
h=i4(g~ " hy)
= g9 "hgg™"

1.2.5 Definition: Konjugation einer Untergruppe

Sei U < G eine Untergruppe, g € G, dann ist die Konjugation von U mittels g

gUg™" ={gug™" | ue U}

1.2.6 Lemma:

gUg " = U
Beweis:

Da gUg™ ! = ig(U) das Bild unter dem inneren Automorphismus zu g.
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1.2.7 Definition: Konjugationsklassen von Untergruppen

Sei
S ={U| U in G Untergruppe }
G operiert auf S durch die Konjugation

:GxS =S
(9, U) g+ U:=gUg™"

Die Bahnen UY diese Operation heifien die Konjugationsklassen von Untergruppen.

Die Operation ist wohldefiniert.

Beweis:
1) (e,U) e U=cUet=U
2) (gh, U) > gh+ U = ghU(gh)~" = ghUh~"g~"

O
Bemerkung: Ein Normalteiler ist eine Untergruppe, die invariant unter Konjugation ist, d.h. deren Konjugationsklasse

u® ={U}
nur aus einem Element besteht.

1.2.8 Satz:

Sei G x M — M eine Operation, m,n € G,, in der selben Bahn mit n = gm.
Dann sind die Stabilisatoren konjugiert.

Stab(n) = gStab(m)g~!
Beweis:

»D% Sei u € Stab(m), v’ = gug™?!.

Dann gilt:

u’~n:gugfl~n
= gum
= gm (da u € Stab(m))
=n

= u' € Stab(n).

1

»,C“ Analog mit m = ¢~ n zeigen wir

g~ 'Stab(n)g C Stab(m),

! und von links mit g. O

daraus folgt ,,C“ nach Multiplikation von rechts mit g~
Beispiel:
Die S3 hat 4 Konjugationsklassen von Untergruppen:
o {id}
{((12)),((13)),{(2 3))}
{((123))}
o {Ss}

Damit besitzt S3 Untergruppen jeder Grofe, die nach Lagrange theoretisch méglich sind, das heifit fir jeden Teiler von
|Ss].
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1.2.9 Definition: Zentrum
Sei G eine Gruppe und g € G.
Das Zentrum Z(G) ist :

Z(G)={g | hg = gh Vh € G}
={g| h=ghg™" Vhe G}

1.2.10 Lemma:
Sei G eine Gruppe.
Sei
p: G — Aut(G)
g ig
Dann ist ¢ ein Homomorphismus mit Kern(y) = Z(G).
Insbesondere ist Z(G) ein Normalteiler.
Beweis:
Sei an, g2, he G

Zeige Homomorphismus:

©(g1) o p(g2) (h) = ig, 0 g, (R)
= ig, (igy (h))
= g1 (9209, ") g1
= g192h (g192) "
= ig1g, (h)
= o(g192) (h)

1

Zeige Kern(p) = Z(G):

g € Kern(p) & iy = id
SYheG: ghgo'=h
= g€ Z(G)

1.2.11 Definition: Zentralisator

Der Stabilisator der Konjugationsoperation heifit Zentralisator:
Zg(h) = {g] ghg™" = h}
Auch fir Teilmengen M C G heifit:
Za(M) = {g|ghg™' =h ¥ he M}
der Zentralisator von M.
Der Zentralisator von M = G ist das Zentrum.
1.2.12 Satz: Klassengleichung

Sei G eine Gruppe, R C G eine Teilmenge, die aus jeder Konjugationsklasse genau ein Element enthélt.

Dann gilt die Klassengleichung:

G| mr=zm
el =z + Y STz Y 6
reR\Z(G) reR\Z(G)

Beweis:
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Aus der Bahngleichung [1.1.23] folgt:

_ |G|
6l =3, |Stab(r)|

reR
_y o
2 Z4(r)

Die Konjugationsklassen von Elementen im Zentrum sind einelementig, denn:

gh = hg Yh = g = hgh™! Vh

= 9% ={g}
= Z(G)CR

Falls r invariant unter Konjugation folgt

|G| |G
Zg(r) = G und = =
" EGINIE
G
=1G= Y 1+ > %]
reZ(G)  reR\Z(G) |26 ()]
G
RGP =C
rer\z(q) ' “¢
Beispiel:
Sei G die Symmetriegruppe eines Quadrats:
G={ id . (1234)  (13)(24) , (1432
1 4 4 3 3 2 2 1
2 3 1 2 4 1 3 4
(13) ; (24) ;o @12)34) , (1423 }
3 4 1 2 2 3 4 1
2 1 4 3 1 4 3 2

Betrachte die Konjugation von G:

r Konjugationsklasse r¢ Zentralisator Zg(r)
id {id} G
(13)(24) {(13)(24)} G
(13) {(13),(24)} {id, (13),(24),(1 3)(2 4)}

(12)34) | {(12)(34),(14)(23)} | {id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}

(1234) | {(1234),1432)} | {id,(1234),(13)(24),(1432)}
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Hier ist Z(G) = {id, (1 3)(2 4)}
Es gilt:

Bahngleichung: 8 = 1+14+2+4+2+2
Klassengleichung: 8 = 2 +2+242
=12(G)

1.2.13 Korollar:
Sei G eine Gruppe der Ordnung p*, p Primzahl, k& > 0, dann wird |Z(G)| von p geteilt.

Beweis:

ré Z(Q) Jg mit r # grg~*
9¢ Za(r)
Zg(T) _g_ G

|G|
|Za(r)|

Da % wie | Zg(r)| ein Teiler von |G| = p* ist, folgt p | %

¢t ¢ ¢

>1

Damit wird auch

iz =lc - ¥ A

re R\Z(G) |Za(r)]
= p* — durch p teilbare Zahlen
durch p geteilt.
(Klassengleichung R ist eine Menge, die aus jeder Konjugationsklasse genau ein Element enthélt.) O
Bemerkung;:

Daraus folgt, dass die Symmetriegruppe des Quadrats der Ordnung 8 = 23 mindestens ein weiteres Element neben id
im Zentrum besitzt.

Wir haben im Beispiel gesehen, dass dies die Drehung um 180° ist.

1.2.14 Korollar:

Sei G eine Gruppe der Ordnung p?, p prim. Dann ist G abelsch.
Beweis:

Wegenwird |Z(G)| von p geteilt, ist also p oder p?.

Falls | Z(G)| = p* = G = Z(G) und G ist abelsch.

|G|
Falls |[Z(G)|=p=> ———=p
1Z(G)] Z06)]

= |%ga)| =r

Da Z(G) Normalteiler, ist G/ Z(G) eine Gruppe.

Eine Gruppe von Primzahlordnungen ist zyklisch:
=39: Yy = (92(0)

Seien g1, g» € G, schreibe g; = g% « z; mit 2 € Z(G).
Dann gilt:
G192 = 9" 29" 2

="tz

=g" ey

=g ng"n

= 9291
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da die z; mit jedem Element vertauschen.

Damit ist G abelsch und G = Z(G), |Z(G)| = p?

22



1.3 Isomorphiesitze

1.3.1 Definition: Normalisieren

Sei G eine Gruppe und H, N Untergruppen. Wenn Yh € H : hNh~! C N so wird N von H normalisiert.
Beispiel:

Falls N Normalteiler ist, so wird N von jeder Untergruppe normalisiert.

1.3.2 Lemma:

Sei G eine Gruppe, H, N Untergruppen, N werde von H normalisiert. Dann gilt:
1) H N N ist Normalteiler in H
2) HN ={hn | h € H,n € N} ist Untergruppe von G und N ist Normalteiler von HN.

Ein Teil des Untergruppenverbandes ist also:

G
HN
N
H N
w /
HNN

Beweis:
1) Sei h € Hyn € HN N, dann gilt hnh~! € N, da H N normalisiert und hnh~! € H, da alle in H sind.
= hmh~* € HNN

2) HN # @. Sei hn € HN, dann ist (hn) ™' =n " *h ' =h hn 'h™' € HN (da N von H normalisiert wird)
——
eN
Seien h1 ny, hg’l’Lz € HN. Dann ist h1n1h2n2 = hlhg h;lnth Nng € HN
——

eN
= HN ist Untergruppe. (Untergruppenkriterium)

Sei hny € HN, ny € N, dann gilt hynyng(hng) ™! = hnlngnl_l hteN
———

EN
~—_——
EN

= N ist Normalteiler
Beispiel:
1) G=S;3, H={id,(12)}, N={id,(123),(132)} = A;.
Dann ist G = HN, da (1 2) und (1 2 3) G erzeugen. N ist Normalteiler in HN = G.

2) G =S4, H=1{id,(14)}, N ={id, (12 3),(1 3 2)}

Dann wird N nicht von H normalisiert, denn z.B ist
(14)(123)(14)7'=(14)(123)(14)=(234¢N
Die Menge HN = NU{(14),(1 23 4),(1 32 4)} ist keine Untergruppe, da z.B.

(1234)%2=((14)(123))*=(13)(24) ¢ HN.
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1.3.3 Satz: 1. Isomorphiesatz

Sei G eine Gruppe und H, N Untergruppen, so dass N von H normalisiert wird. Dann gilt HN/ N = H/ HAN

G

HN
H N
HNN
Beweis:
Wegen ist N in HN und H N N in H Normalteiler. Setze ¢ : H — HN — HN/N

¢ ist surjektiv, denn fiir [hn] = hnN € HN/N ist hnN = hN = @(h).

Ker(p) ={h € H|[h] = hN =[e] = N}
={he€e H|heN}
=HNN

Aus dem Homomorphiesatz folgt

H/Ker(go) = H/H NN =Im(p) = HN/N

Beispiel:
G=%Z,H=aZ, N =bZ

HN = H+ N = dZ mit d = ggT(a, b)
HNN =mZ mit m =kgV(a,b)
H+N/N:dZ/ngZ/EZ

d

H W, ~T
VHAN ="V g = ™,
a

Der 1. Isomorphiesatz besagt hier % =& %b =m

a
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1.3.4 Lemma:
Seien Hy C H; Untergruppen von G. Dann gilt

| = ||
Beweis:
Wiihle einen Vertreter ; fiir jede Aquivalenzklasse [z;] = z;H; in G/ H,
Wiihle einen Vertreter y; fiir jede Aquivalenzklasse [y;] = y;H> in Hl/H2

- Behauptung: [z;y;] # [zxy] in G/H2 v (i,7) # (K, 1).

Angenommen:

[xiyj] = [:vkyﬂ
= iy Hy = mpy Ho
= 'zl € yH

Da y; € Hy und H>, C H; folgt xk_lzz;iyj € H; und da y; € H;

xk_lmi € H
= [z = 2 Hy = [2x] = o Hy

> [E=n]

nach Wahl der z,,. Aus
[w:y] = miy; Ha = [zy] = 2y Ho
folgt dann durch Kiirzen y;H; = y;H> und nach Wahl der y,, damit .

- Behauptung: Fir g € G 3 (4,]) : [g] = gHa = z;y;H2 = [xy5]-
Ja: [g) =gH =l = z;'ge H
Fir xi_lg Fy;: 337;_19H2 =y = gHy = z;y;H>

Aus den beiden Behauptungen folgt

|| = 1Y = Y- WY = | S |- | Py
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1.3.5 Satz: 2. Isomorphiesatz
Seien Hy, H> Normalteiler von G, Hy C H;. Dann ist Hl/H2 Normalteiler in G/H2 und

G
/HZ/Hl/H2 =~ G/H1

Beweis:

P G/H2 - G/H1
aHy — aH;y

- ¢ ist wohldefiniert

aH2 = bH2
= b lac HyCH
= bH; = aH;

- (o ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
K =l e G Ho=ld=[=H'={it,ecC ml=H
er(p) = (a2 € U/, | aly = [a] = [e] = Hy ally € ¥/, | a€ Hy VH,

Erinnerung:

Hl/H2 ist damit Normalteiler, da Kerne von Homomorphismen Normalteiler sind. (Lina 2).

Aus dem Homomorphiesatz folgt

G G
/HQA(er(go) = /HQ/IIG/H2 = G/H1 = Im(p) = G/H1

Beispiel:
Seien G = 7Z, Hy = abZ, Hy = aZ also

G, =Yz by =2 7220y

Man erhalt:

Z
iy, =Gy ==,
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1.3.6 Beispiel:

Sei G = Symmetriegruppe des Quadrats C Sy

G={ id . (1234 , (1324 , (1432
1 4 4 3 3 2 2 1
2 3 1 2 4 1 3 4
(13) ; (2 4) ;o (12)B4) , (14923 }
3 4 1 2 2 3 4 1
2 1 4 3 1 4 3 2

Sei H; die Untergruppe der Drehungen. Da ‘G/Hll = 2 ist H; Normalteiler. Sei Hy = {id, (1 3)(2 4)} = Z(G) also auch
Normalteiler.

G/ H, hat 4 Elemente:

e = H, = {id, (1 3)(2 4)} =  Drehung um 0°, 180°
a = (1234)H, = {(1234),(1432)} = Drehung um 90°, 270°
b = (1 3)Hs = {(13),(24)} = Diagonalspiegelungen
c = (12)34)H, = {(12)(34),(14)(32)} = Seitenmittelspiegelungen

Wir analysieren die Gruppenstruktur von G/ Hy Die moglichen Ordnungen der Elemente sind 1,2,4. Falls ein Element
der Ordnung 4 existiere, wiirde folgen G/ H, ist zyklisch, also Z/4Z. Weil G/ H, =274 = Z/4Z
Aber a, b, ¢ haben Ordnung 2. Wir erstellen die Gruppenverknipfungstabelle:

e a b ¢
ele a b c
ala e
b|b e
c|c e

Es gilt ab # a, denn b # e und ab # b, denn a # e = ab = c.

Genauso: ac = b, ba = ¢, ca = b, bc = a, cb = a. Also:

o T o

o T ® o|o
o0 o M|
® o o T|T
o T oo

Vergleiche dazu die Verkniipfungstabelle der zyklischen Gruppe der Ordnung 4 mit Erzeuger a, b = a2, ¢ = a?, (e = a*):

o 0 T |
®» o o oT|T

o T ® 0
o T o oo
T Y o alo

An der Verkniipfungstabelle erkennen wir:

g, = {id, (1 2),(34),(12)(34)} €Sy

Die kleinsche Vierergruppe Kj.
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Oder:

Zyx Ty =Lop x Loy
= {(07 0)7 (1’0)v (07 1)7 (1’ 1)}

G
/H2 /Hl/H 2

1

G/H1 _{e a0, C}/{e, 2}

= {{67 a}> b- {ea a}}
o~ (ZQ X ZQ)/ZQ
= 7o

o~ G/H1

Hierbei ist ein direktes Produkt von Gruppen aufgetaucht, dies wollen wir im Folgenden weiter untersuchen.
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1.4 Direktes und Semidirektes Produkt von Gruppen
1.4.1 Definition: Direktes Produkt
Seien (Hi,-), (Hs,*) Gruppen. Das direkte Produkt (H; x Ha, o) ist eine Gruppe mit

(h1,h2) o (91,92) = (h1 - g1, h2 * g2)
1.4.2 Lemma
Seien Hi, Hy Gruppen.
1) ffl = {(hl, 62) | hy € Hl} C H; x Hy und
fig = {(el,hz) | hy € HQ} C Hy x Hy

sind Normalteiler in Hy x Hy mit Hy N Hy = {(e1,e2)}.

Je zwei Elemente von H; und Hs vertauschen:
Blilg = Bgill V?Ll S Hl, iLQ € ffg
2) H1 X H2 = Ij]lftlg

3) Hl x H2/}7{1 = HQ
H; x H2/H2 ~ ﬁfl

Beweis:

1) Sei (g1, 92) € Hi x Hy und (hy, e2) € H,, dann gilt

(91,92) - (i, e2) - (g1,92) 7" = (91, 92) - (b1, e2) - (g1 95 )
= (gihgy " g2e205 ")
= (gihgi ', e2) € Hy

= f[l ist Normalteiler. ffg ebenso.

,C “Sei (hl7 h2) € Hy x Hy

= (h1,hp) = (b1, €2) 0 (€1, hp) € Hy o Hy
3) Aus dem 1. Isomorphiesatz folgt
HixH, . _ M, ~H, _ _I _z
Y = ' 2/H1_ Q/HlﬁHz_ 2/{6}_H2

Diese Eigenschaften sind charakteristisch fiir das direkte Produkt:
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1.4.3 Proposition:

Sei G eine Gruppe mit Untergruppen Hy, Hy. Es gilt
1) Hy N Hy ={e}
2) je zwei Elemente von Hy, Hs vertauschen
3) HHH, = G

Dann ist

p: Hy x Hy =
(h1, ha) — hiho

und H;, H, sind Normalteiler mit G/ H, = Hs und G/ H, =~ H;. (Es kann also jedes Element von G eindeutig aus zwei
Elementen von Hy und H, geschrieben werden.)
Beweis:
 ist Homomorphismus, denn
@((h1, ha) - (91, 92)) = ((h1g1, haga))
= h1g1hago
2
:) hiha g1 g2
= ¢((h, h2)) - p((g1, 92))
Wegen 3) ist ¢ surjektiv.
Sei (h1, ha) € Ker(yp)
h1 h2 = e
hy = hy 't mit by € Hy, hy' € Hy
hl,hg S H1 ﬂHQ 1:) {6}
Ker(p) = {(e, ¢)}

 ist Isomorphismus

A

Unter ¢ gehen Hy, H, aus auf Hy, Hs, daher folgt der Rest aus m O

Wir betrachten jetzt eine allgemeinere Konstruktion, bei der 2) weggelassen wird.

1.4.4 Beispiel:

Sei G=S,, N=A,. N ist Normalteiler in G, da ‘G/N’ =2, bzw. da N = Ker(sgn). H = ((1 2)) = Z,.

Es gilt S,, = NH, denn jede Permutation o ist entweder gerade (und damit in A, = N = Ne) oder ungerade, aber
dann ist o o (1 2) gerade und in Ne, und damit

c=coid=(c0(12))o(12)e N(12)

Aber es gilt nicht S,, 2 N x H, denn die Tupel vertauschen nicht:
Im direkten Produkt NH &£ N x H wiirde gelten

nihy - nghgy = (nq, ha)(ng, ho) = (ning, hihe) = ninghyhy
aber hier gilt z.B. fir by = hy = (1 2), ny = ng = (1 2 3):

(123)(12)(123)(12)=(13)(13)=id aber
(12)(12)(123)(123)=(132)#1id

Wir versuchen, njh; - nphe anders umzuformen:

ny hl ) hg =Ny h1 ) hl_l hl h2 da N Normalteiler
——
eEN
= nyip, (n2)hihy

Dies motiviert die folgende Definition:
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1.4.5 Definition und Satz: Semidirektes Produkt

Seien H, N Gruppen und
v: H — Aut(N)
ein Homomorphismus. Dann ist die Menge N x H mit der Verkniipfung
(n1, h1) - (n2; h2) := (nap(ha)(n2), hahe)

eine Gruppe, das semidirekte Produkt N x, H von N und H beziiglich ¢.
Man schreibt oft N x H.

N=Nx{ey} CNxH
ist Normalteiler in N x H und es gilt:
N x H/N ~ H
Beweis:

- Assoziativitat

(

( @(h1hg)(ng), hihahs)

( )(n2) - p(h1) 0 p(h2)(n3), b hahs)
= (m - p(h1)(n2) - p(h1)(p(h2)(n3)), hihahs)

( )(n2p(h2)(n3)), hihahs)

( nap(h2)(n3), hahs)

( (n2, ha) - (n3, h3))

- Neutrales

(en,em) - (n,h) = (en - p(en)(n), en - h)
= (ex -id(n), h)
= (n’ h)

- Inverse
¢(h) € Aut(N), ¢(h)~! bezeichne sein Inverses. Damit gilt:

(e~ )" h7t) - () = ((e(h) ™ ()

e (). h)

~o(h)"Y(n), eH) da ¢ Homomorphismus

Damit ist N x H eine Gruppe
zZ. N ist Normalteiler: Seien (n,h) € N x H und (m, eg) € N es gilt:

(m h)(m, err) - (m, )~ = (mh)(m, exr) - ((p(h) ™ (m) ™" 17"
=(--- ,hehhfl)
(. . eH) c N
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Die Abbildung
U: {e)x Hs NxH—NXH

ist surjektiv, denn jede Klasse (n,h) - N x {eg} kann man schreiben als (e, h) - N x {eg}, indem man den Vertreter
mit (¢(h) "' (n™'), ex) € N x {ey} multipliziert.

(n7 h) ) (w(h)_l(n_l>7 eH) =

3
S
—

=

~— ~—
S
—~
>
~
L
—~
3|
—
~—
~—
=

D
=
~—

Der Kern von W ist:

Ker(V) = {(en, 1) | [(en,h)] = (en,h) - N x {en}}
= (en,en) - N x {eg}
= [(en, en)]
={(en,h) | (en,h) € N x {en}}
= {(en, en)}

Aus dem Homomorphiesatz folgt:

Hg{eN}XH:{EN}XH/Ker(\P)gIm(W):N><1H/N

1.4.6 Beispiel:
1) Fir

v: H— Aut(N)
h — idN

ist das semidirekte Produkt gleich dem direkten Produkt.
2) Beispiel zeigt
Sp =Ap Xy, Zs
mit
©: Ly — Aut(A,)

0+—id
1+ i 2), Konjugation mit (1 2)

denn ((1 2)) 2 Z,
3) Sei N =Z3, H = Z5 und die Abbildung

p: H— Aut(N)
0 id

(N — N)
1+

T —
Setze

v Zg X Lo E) 83
(a,0) — (12 3)°
(a,1) — (123)%(12)
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Behauptung: ¥ ist ein Isomorphismus

Beweis:
- ¥ ist Homomorphismus

Fallunterscheidung nach dem 2. Eintrag:

1) ¥((a,0) + (b,0)) = ¥(a+ b,0)
= (12 3)at
=(123)%0(123)"
= U(a,0) o U(b,0)

2) U((a,0)+ (b,1)) = ¥((a+ b, 1))
= (123)*"%(12)
=(123)%0(123)"12)
= W(a,0)0U(h,1)

~

(12))((12)(123)(1 2))---((1 2)(1 23)(12))(12)

)
(123
( (12)(12))"

123

~

Il
—~
[a—y
[\
w
)
|
o>
—~
—_
[N}
~—
—~
—_
[\
~

wie in 3)

—~
—_
[\
w

— — —
Sl
—_
[\

~—

—~
—_
[N}
w

~

[S3

—~
—_
[\)

~

- W ist surjektiv, denn
(123)=¥(1,0) und (1 2) = (0, 1)
sind im Bild und diese erzeugen S3.
- WU ist injektiv
U(a,0) = T(d,0)
= (123)*=(123)"
= a=d mod3
= a=a inZ/3Z2Z3
U(a,1) = ¥(a’,1) genauso
U(a,0) =V(d,1)
= (123)°=(123)“(12) 4

Denn links ist eine gerade Permutation und rechts eine ungerade.
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1.5 Sylowsatze
Es gilt mit Lagrange , dass die Ordnung einer Untergruppe die Gruppenordnung teilt.
Es stellt sich die Frage, ob es fiir jeden Teiler der Gruppenordnung eine Untergruppe gibt?

Dies ist im Allgemeinen unklar, wir werden mittels der Sylowsétze Ergebnisse fiir Primzahlpotenzen erhalten.

1.5.1 Beispiel
Sei Sy = die Symmetriegruppe des Tetraeders. Fiir diese gilt:
Syl =24=2%-3
Wir wissen Untergruppen der Ordnung 3 sind zyklisch und werden von einem 3—Zykel erzeugt.
Es gibt also 8 = 4'% 3—Zykel, von denen jeweils zwei zueinander invers sind.

Damit gibt es dann 4 Untergruppen der Ordnung 3:

o {id,(123),(132)}

—
w

o {id,(124),(142)}

_
w

e {id,(134),(143)}

—_
w

o [id,(234),(243)

—
w

L e e Vg

® wobei -------- Drehachse ist

Diese werden jeweils von einer Drehung um 120° um eine Ecke erzeugt.
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Fiir die Kantendiagonalen: z.B. 12 nach 34:

Dazu betrachtet man den Stabilisator der Kantenmittendiagonalen.
Die Kante 12 muss festgehalten werden (1,2 fest) oder (1,2 vertauscht). Analog fiir die Kante 34.
Oder die Kante 12 geht auf die Kante 34:

{id, (1 2),(34),(12)(34),(1324),(1423),(13)(24),(14)(23)} = Symmetriegruppe des Quadrats

Geometrisch sieht man das, indem man den Tetraeder auf die Ebene senkrecht zur Kantenmittendiagonalen durch den
Mittelpunkt der Kantenmittendiagonalen projeziert: Der gesuchte Stabilisator hélt die Kantenmittendiagonale fest und
wirkt nur auf der Projektion des Tetraeders auf die senkrechte Ebene, dies ist ein Quadrat:

Es gibt 3 Kantenmittendiagonalen und 3 zugehorige Stabilisatoren, damit also 3 Untergruppen der Ordnung 8:
o {id,(12),(34),(12)(34),(1324),(1423),(13)(24),(14)(23)}
o {id,(13),(24),(13)(24),(1234),(1423),(12)(34),(14)(23)}
o {id,(14),(23),(14)(23),(1324),(1243),(13)(24),(12)(34)}
Die Untergruppen der Ordnung 4 werden alle drei von Drehspiegelungen erzeugt:
o {id,(1234),(13)(24),(1432)}
o {id,(1243),(14)(23),(1324)}
o {id,(1324),(12)(34),(1423)}
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Es gibt auch Vier Klein’sche Vierergruppen:

o {id,(12),(34),(12)(34)}
o {id, (1 3),(24),(13)(24)}
o {id, (1 4),(23),(14)(23)}
o {id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

Von den Spiegelungen werden 6 Untergruppen der Ordnung 2 erzeugt:
(12)), {1 3)), (1), (2 3)), (2 D), (3 4)
Die 4 Untergruppen der Ordnung 6 gleich der Stabilisatoren von den Ecken und isomorph zur Ss:
S(1,2,3),S(1,3,4),S(1,2,4),S(2, 3,4)

Die einzige Untergruppe der Ordnung 12 ist die A4.
24 hat die Teiler :

24, 12, 8, 6, 4, 3, 2, 1

und zu jedem dieser Teiler haben wir Untergruppen gefunden.

1.5.2 Beispiel:
Wir nehmen die Gruppe Ay4.
Es gilt |A4] = 12 und 6 | 12 aber die A4 hat keine Untergruppe der Ordnung 6.

Angenommen, sie hiatte, N (Normalteiler), denn ‘A‘l/ N’ = 2. Sei H eine Untergruppe der Ordnung 3, die von einer

Drehung erzeugt wird. z.B.:

(123)) =
Mit dem 1. Isomorphiesatz folgt:
HN, ~ H HN _|H
/N = /HmN:“ /N’ ‘ /HﬂN’

[HN| _|H]|
|N| |HN N

\H|-|[N| 3.6 18

= 2= 2 N = T = AN T TEA

= |HNN| 2 {id}

Damit existiert dann ein 3—Zykel in H N N. Da H N N eine Untergruppe ist, liegt auch sein Inverses in H N N.

= |HNN|=3
=HCHNN
= HCN

Da dieses Argument fir jede Wahl von H greift, folgt:
{3 —Zykel} C N

Es gibt 8 3-Zykel 4
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1.5.3 Definition
Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl.
1. G heiBt p—Gruppe, falls |G| = p” fiir ein r € N.

2. Ist |G| = p* - m mit p{ m so heiBt eine Untergruppe H C G mit |H| = p* eine p—Sylow(-Unter-)Gruppe von G.

Beispiel
Es gilt (siehe
Stab(Kantenmittendiagonalen) = Sym(Quadrat)
sind 2—Sylowgruppen, der S;. Denn [Sy| = 24 = 23 - 3 und 2/ 3 und die Michtigkeit ist 8 = 23.
Die Erzeugnisse von Drehungen (z.B.: ((1 2 3))) sind 3—Sylowgruppen der Sj.

1.5.4 Satz
Sei G endlich, p eine Primzahl, mit p | |G|, |G| = p* - m und p{m.
Dann gibt es zu jedem 7 mit 1 < 7 < k eine Untergruppe H von G mit |H| = p".

Insbesondere hat G fiir jedes p eine p-Sylowuntergruppe.

1.5.5 Definition: Exponent
Sei G eine Gruppe, der Exponent von G ist:
BErp(G):=min{keNso | g* =eV ge G}
Beispiel
o Fuzp(Zs x Zs) = 2 da jedes Element zu sich selbst invers ist.
o Eup(Zy) =
o FExp(S3) =6 da kgV(2,3) =6
o Eap(Sym(D)) = 4
1.5.6 Lemma
Sei |G| =n
1. Der Exponent m von G ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnung der Elemente von G.
2. Falls g* =eVge G=m|k
3. m|n
Beweis:
1. Es gilt:
g" = e ord(g) | k
m wird also von allen ord(g) geteilt und das es nach Definition das Kleinste ist, folgt :

m = kleinste gemeinsame Vielfache (ord(g) | g € G)

2. folgt aus 1)

3. folgt, da n ein Vielfaches von ord(g) ist und es fiir alle g € G gilt. O
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1.5.7 Lemma
Sei G endlich und abelsch, m := Ezp(G). Dann gilt:

JkeN>0: |G| mF

Beweis: Per Induktion nach |G/|.

Induktionsanfang: |G| = 1 ist klar.

Induktionsvorraussetzung: Die Behauptung gelte fiir alle abelschen G’ mit |G'| < |G|
Induktionsschluss: Sei e # g € G, H = (g), |H| = ord(g) | m.

Da G abelsch, ist H Normalteiler und G/ 7 eine Gruppe.
Sei ¢'H € G/H, dann ist

(H)"=¢"H=eH=H
Also teilt der Exponent von G/ 77 ™ nach Lemma m 2).

Da |G/ Tl < |G| greift die Induktionsvorraussetzung und wir erhalten &’ mit

il 22 (S) =[] |
Setze k = k' + 1, dann gilt:
161 = 1| | = ord(9) - | S| | momt = b =t
1.5.8 Lemma
Sei G endlich und abelsch, p Primzahl, p ’ |G|, dann hat G eine Untergruppe der Ordnung p.

Beweis:

Es gilt: p | |G| und |G| | m*, wobei m = Exp(G)

=p|mP
= p | m da p prim

Da m = kgV(ord(g) | g € G)
=3dyg: p]ord(g).

Sei ord(g) = r - p.
Dann hat ¢g" Ordnung p und (g") ist eine (notwendigerweise zyklische) Untergruppe der Ordnung p.

38



Beweis von Satz Induktion nach n = |G|.

Induktionsanfang: n = 1,n = 2 klar

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir alle G’ mit |G'| < n.

Induktionsschluss:

Hat G eine echte Untergruppe U < G mit p* | |G|, so wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf U an und die
Behauptung folgt, da Untergruppen von U auch Untergruppen von G sind.

Hat G keine solche Untergruppe, so folgt aus
Gl =1ul-|Sy| = »1|%y]

V echten Untergruppen U.
Betrachte die Konjugation von G
Sei R C G eine Teilmenge, die aus jeder Konjugationsklasse genau ein Element enthalt.

Nach der Klassengleichung |1.2.12f gilt:

Gl =12(G)+ > ‘G/Zc(r)’
)

reR\Z(G

wobei fiir 7 € R\ Z(G) der Zentralisator Z¢g(r) eine echte Untergruppe ist, daher gilt:
|| | 12(6)|
p Zo(r)| = 112G

Da Z(G) abelsch ist, folgt mit Lemma [1.5.8] dass Z(G) eine Untergruppe N der Ordnung p hat.

Als Untergruppe des Zentrums, das Normalteiler in G und abelsch ist, ist N Normalteiler in G und wir kénnen G/ N
betrachten.

Es gilt:
k
G/‘_H_M_k—l
‘N N[~ p

Nach Induktionsvoraussetzung hat G/ v fiir jedes " mit 1 < 7" <k — 1 eine Untergruppe A’ der Ordnung "

G/ v hat auch die Untergruppe {e} der Ordnung 1 = p°. Sei

m: G — G/ N
Setze:
H=n"'(H)
Dann ist H eine Untergruppe von G der Ordnung p” 1, und mit r = 7/ + 1 haben wir solche V 1 < 7/ < k. O

1.5.9 Korollar
Fiir jede Primzahl p | |G| existiert ein Element der Ordnung p
Beweis:

Aus Satz folgt, dass es fiir jedes p | |G| eine Untergruppe der Ordnung p gibt, diese ist notwendigerweise zyklisch
und daher erzeugt von einem Element der Ordnung p.
O
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1.5.10 Satz (Sylowsche Sitze)

Sei G endlich, p ‘ |G|, p prim.

1) Jede p-Untergruppe H ist in einer p-Sylowgruppe enthalten.

2) Alle p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert.

3) Die Anzahl n, der p-Sylowgruppen von G ist ein Teiler von |G| mit n, =1 mod p.
Beispiel:
Sei G =S, mit |G| =24 = 23 - 3. Die 2-Sylowgruppen haben Ordnung 8.

np|24und np =1 mod2 = ne |3
Wir kennen 3 2—Sylowgruppen (Beispiel: , die drei Sym([J), also np = 3.
Die 3-Sylowgruppen haben Ordnung 3.
ng|24und ng =1 mod 3 = nsz € {1,4}
Wir kennen schon 4 Untergruppen der Ordnung 3 — die 4 Sym(A) der Seiten, erzeugt von einer Drehung:
(123)), (12 4), (13 4),((2 3 4)) = ny = 4
1.5.11 Korollar:
Sei |G| = p*-m, ptm, so gilt:
n, | m

Beweis:

n, =1 mod p

= p1{ ny, aber n, | |G| =pF-m

Satz:
p—Sylowgruppe ist Normalteiler < n, =1

Beweis:
»= “ Sei p—Sylowgruppe Normalteiler
= gSg~ =25

= {Konjugationen von S} = S
2)
ny, =1
= Sei my=1

= Es gibt nur eine p—Sylowgruppe S

L3292) Es ist gSg~! eine p-Sylowgruppe
=gSg1=28

= S ist Normalteiler.
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1.5.12 Definition Normalisator
Sei G eine Gruppe, S eine Untergruppe.

Der Normalisator von S ist

Ng(S)={ge G| gSg~" =5}

1.5.13 Lemma

Sei H C G eine p-Gruppe, S eine p-Sylowgruppe von G.

Ist H im Normalisator Ng(S) enthalten, so gilt schon H C S.
Beweis:

Sei |G| =p*-m, ptm.

Da H C Ng(S) wird S schon von H normalisiert.

Mit dem 1. Isomorphiesatz [I.3.3] erhalten wir

B g iyng

Damit ist ’HS/ S‘ ein Teiler von |H| und daher eine p-Potenz.

Also ist auch

18| = |HSg] 18]

eine p-Potenz, grofer gleich |S| = p*.
Wegen 2) (Vorbereitung zum 1. Isomorphiesatz) ist HS eine Untergruppe von G

= |HS| ’ |G
= |HS| |pk-m
= |HS| =pF
= ’Hs/s‘ =1
= HS=2S8

= h,eSYVheH,seS
=h=(hs)s '€ SVYheHmithscSund st €S
=HCS
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1.5.14 Definition: transitiv

Eine Gruppenoperation mit nur einer Bahn heifit transitiv.

1.5.15 Proposition

Sei U C G eine p-Sylowgruppe, H C G eine p-Gruppe,
dann

Jge G:HcCqgUgt

L ist auch p-Sylowgruppe.

und gUg™
Beweis:
Sei

U¢ = {Menge der Konjugationsklassen von U}

={gUs™" | g€ G}
Betrachte die Konjugationsoperation von G auf U%:
GxUY—UC°
(9,5) > gSg~"
Sie ist per Definition transitiv.
Aus Korollar [[.1.27] folgt
|G| = Bahnldnge - |Stabl

|UC]- [Stab(U)|
= U] [Na(U)],

da der Normalisator Ng(U) per Definition der Stabilisator dieser Operation ist.
Sei |G| = p* - m, ptm, dann ist
Ul =p"*
Da U C Ng(U) Untergruppe gilt
p" | INa(U)| = pt|UC|
Wir schrénken die Operation jetzt auf H ein:
HxU%—U°
(h,S) +— hSh™*
Dann zerfillt U in eine disjunkte Vereinigung von Bahnen.

Sei R C U% eine Menge, die aus jeder Bahn genau ein Element enthélt.
Dann gilt mit der Bahnengleichung [I.1.23]

|H| j
g% |Stabr(S)] g%

fir geeignete js > 0, da H eine p-Gruppe ist und daher die Ordnungen von Untergruppen und Faktorgruppen auch
p-Potenzen sind.

Dapt|U% 3s:5,=0

Wir schreiben dieses s € R C U als gUg™! fiir ein g € U.

Fiir dieses s gilt:

S L
|Stab g (s)]

= H = Staby(s) = {h € H| hSh™ = S} C Stabg(s) = Ng(s)
CLL3 g cS=gUg!
S ist das Bild von U unter eine Konjugation und damit isomorph zu U, insbesondere ist S eine p—Sylowgruppe.

O
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Beweis der Sylowschen Sitze [1.5.10
1) Wegen Satz existiert eine p-Sylowgruppe U C G.
Wegen Prop. [1.5.15| existiert ¢ mit H C gUg~"' und dies ist eine p-Sylowgruppe.
2) Sei H eine (weitere) p-Sylowgruppe, dann ist H eine p-Gruppe und wir kénnen Prop. [1.5.15| auf H anwenden.
Wir erhalten g mit H C gUg™!, und
p* = H| =|gUs"|
= H = gUg_1
Damit ist H zu U konjugiert.
3) Sei U p-Sylowgruppe, jede zu U konjugierte Untergruppe ist auch p-Sylowgruppe, aus 2) folgt
U% = {p — Sylowgruppe von G}
=n,=|U 4.
Wie in [1.5.15] sehen wir
|G| = |U%| - |Stab(u)| = n, - [Stab(u)|
=>n,| G
Wir schrénken die Konjugation auf U ein:
UxU%—U“
(u,S) > uSu™!

Sei R C UY eine Teilmenge, die aus jeder Bahn genau ein Element enthlt.

Die Bahn von U ist
{ulv™'|ue U} ={U}.

Angenommen, es gibe eine weitere Bahn mit nur einem Element, also S € U mit uSu=' =SV u e U.
Dann wire U C Ng(S) und mit [1.5.13|folgte U C 5.

= U = §, da beides p-Sylowgruppen sind.

Mit der Bahngleichung gilt also

Ul |
n, = UG _ | _ p]s
» = U7 ;{ [Staby(s)] s;%

mit geeigneten js > 0, da Up—Gruppe.

Weiter gilt U € R und jy = 0 sowie js >0V S #£ U,
denn

U]

——————— = DBahnla
Staby (5)] ahnléange(s)

nach [LT.27] und damit

np =1+ Z =1 mod p.
sER\{U}
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Die Sylowsétze sind wichtig bei der Klassifikation der endlichen Gruppen.

Der folgende Satz liefert eine Anwendung:

1.5.16 Satz
Seien p, ¢ prim, p < ¢, pf ¢— 1.
Dann ist jede Gruppe G der Ordnung pq zyklisch, es gilt
G =Ly
Beweis
np = 14 k- p wegen der Sylowsétze 3) und n, | ¢ wegen Korollar
= np € {1, ¢}
Wire n, = ¢
=n,=¢q
=>q=1+kp
=q—1=kp
=plg—14
=mn,=1
Sei P die einzige p-Sylowgruppe.
Mit ny = 1+ lg, ng | p folgt ny € {1, p}.

Wiére ng = p, dann wiirde folgen p = 1 + lg. Dies steht aber im Widerspruch zu p < g.
=ng =1

Sei @ die einzige ¢—Sylowgruppe.
P und @ haben Primzahlordnung p bzw. ¢, sind also zyklisch:
P=7, Q=1Z,
Betrachte die Bahnen von P und @ unter Konjugation.
Nach 2) sind es jeweils alle p- bzw. ¢— Sylowgruppen, also einelementig,.
= gPg ' =P, gQy ' =QVged
= P, ) Normalteiler

Da P und @ teilerfremde Ordnungen haben gilt P N Q = {e}. (Erinnerung: Der Schnitt von zwei Untergruppen ist
wieder eine Untergruppe)

Mit 2) und dem 1. Isomorphiesatz folgt:
PQ ist Untergruppe von G und

PQ/Pg Q/(PQQ)% Q
= ‘PQ|/|p|= Q|
= [PQl=p-q
= PQ =G

Sei ge P,h € Q.

= ghg~!' € Q da Q Normalteiler.
= ghg 'h t € Q

Andererseits ist hg~'h~! € P da P Normalteiler.

= ghg th™teP

= ghg th ™t e PN Q= {e}

= gh = hg

= ¢ und h vertauschen.

M c_pPxQ=2,x2,

aufgrund der Charakterisierung des direkten Produkts. O
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Behauptung: Z,, = Z, X Z,
Dies folgt direkt aus dem chinesischen Restsatz.
Betrachte:
QL — Ly X Ly
a— (a+ pZ,a+ qZ)
o ist Homomorphismus.
 ist surjektiv wegen des chinesischen Restsatzes:
Fir (a1, a2) € Z, X Z4 suchen wir ¢ mit
a=a; modpund a=ay mod g

dies existiert nach dem chinesischen Restsatz und ist eindeutig mod pgq.
Ker(p) = pqZ

P = 7pgl= Ker(p) 7 S
= G = Zp, ist zyklisch.

* = Homomorphiesatz

1.5.17 Korollar
Jede Gruppe der Ordnung 15 ist zyklisch.

Anders gesagt: Bis auf Isomorphie existiert genau eine Gruppe der Ordnung 15, Z5.
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1.6 Auflosbare Gruppen
1.6.1 Definition: Einfache Gruppe

Eine Gruppe G heiit einfach, wenn sie nur die Normalteiler {e} und G besitzt.

1.6.2 Lemma:

Sei G D {e} eine abelsche Gruppe. Dann gilt:
G ist einfach < G zyklisch von Primzahlordnung

Beweis:
»<=* Eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung hat nur {e} und G als Untergruppen.

»= Ist | G| keine Primzahl, so existiert eine primzahl p mit p | |G|.

Nach Satz 3 Untergruppe U mit |U| = p, da G abelsch, ist U Normalteiler. O

1.6.3 Proposition:
Die alternierende Gruppe Aj ist einfach.

Beweis:

As hat 3 = 24 5-Zykel und 242 = 20 3-Zykel.

|As| =60=12%-3-5
= Die 5-Sylowgruppen haben Ordnung 5, sind zyklisch von einem 5-Zykel erzeugt und enthalten je 4 5-Zykel.

= 3 6 5-Sylowgruppen.
Genauso die 3-Sylowgruppen haben Ordnung 3, sind zyklisch und enthalten je 2 3-Zykel

= 310 3-Sylowgruppen

Sei {e} € N C Aj ein Normalteiler.
- Angenommen 5 | |N|.

Dann enthélt N eine 5-Sylowuntergruppe, die auch 5-Sylowgruppe von Aj ist.
Da alle 5-Sylowgruppen konjugiert sind, und gNg~* C N, da N Normalteiler folgt, alle 5-Sylowgruppen der Aj;
sind in N
= |N|>1+4+24=25
= |N| € {30,60}
= 3| |N|

Damit enthélt N auch eine (und damit alle) 3-Sylowgruppen, also folgt
= [N|>1424+20=145

= |N| =60
= N:A5 é

- Angenommen 3 ‘ |N|.

= N enthilt eine (und damit alle) 3-Sylowgruppen
= [N|>1+20=21

= |N| € {30,60}

= 5||N|

= N=A;5 4
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- Angenommen |N| = 4.
Dann ist N 2-Sylowgruppe.
Da die 2-Sylowgruppen konjugiert sind, und N Normalteiler ist, ist N die einzige 2-Sylowgruppe.
Aber alle (2,2)-Zykel haben Ordnung 2, also

5.4 3.2
2o =15
2

2

N |

Elemente, und jeweils 3 davon liegen in einer kleinschen Vierergruppe
= 3 5 4-Sylowgruppen 4
- Angenommen |N| = 2.
Dann ist N = (n) fiir ein Element n der Ordnung 2, also einen (2, 2)-Zykel.
Da N Normalteiler gilt

gng ' =nVge As
aber fiir n = (a b)(c¢ d) und g = (a b e) gilt
gng™' = (abe)ab)(cd)aeb)=(be)cd) #n 4
Also gibt es keinen solchen Normalteiler N und Aj ist einfach. O
1.6.4 Definition: Auflésbar
Eine Gruppe G heifit auflésbar, wenn es eine Kette
{e} =G, CGy1C---CG =G
gibt, so dass G; C G;_1 Normalteiler und Gi—l/Gi abelsch Vi =1, ..., k.
Eine solche Kette heiit Subnormalteilerkette mit abelschen Faktoren.
Beispiel:
1) Abelsche Gruppen G sind auflosbar mit {e} C G.
2) Sy ist auflosbar mit Subnormalteilerkette:
{id}c K4, C A, CSy
wobei K die kleinsche Vierergruppe
Ky = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3))

ist. Da ‘54/ A4‘ =2, ist A4 in S4 Normalteiler. Dass K, in A4 Normalteiler ist ldsst sich nachrechnen. (Es gilt

sogar K4 C Sy ist Normalteiler, man kann dies geometrisch begriinden da S, = Sym(Tetraeder), und K4 = Ker(p)
fiir

¢ : S4 — S3 = S(Kantenmittendiagonalen)
Es gilt:
S4/p, = Zy ist abelsch Ad/pe =7 ist abelsch
K, ist auch abelsch.

3) Aj ist einfach, nicht abelsch, also auch nicht auflosbar.
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1.6.5 Proposition:
Sei G endlich, U C G Untergruppe, N Normalteiler.
1) G auflésbar = U auflosbar.

2) G auflosbar < N, G/ v auflosbar.
Beweis:

1) Sei G auflésbar mit Subnormalteilerkette
{e} =G, CG1C---CG =G
Setze U; := G; N U. Dann ist
{e}=U,C U1 C---CU=U
eine Kette von Untergruppen in U. Dabei gilt:
Ui=GNU=GNG_1NU=G;NU;_

Wegen 1) (H N N Normalteiler in H) folgt U; = G; N U;—; ist Normalteiler in U;_;

(denn G; ist Normalteiler in G;_1).
HN
H N

HNN
Auflerdem gilt:
U;,— _Ui— ~ G U Gi_
YU = TGN UL T e e
ist Untergruppe, denn G;U;—y C G;_1 ist Untergruppe wegen [1.3.2}
Aber Gi_l/Gi ist abelsch, damit auch Ui—l/Ui.

2)” = 7 N ist auflosbar wegen 1).
Sei

{G}ZGkCkalc-"CG():G

Subnormalteilerkette von G. Durch Multiplikation mit N erhalten wir wegen [1.3.2] eine Kette von Unter-
gruppen

N=GNCG,_1NC---CGyN=G
Behauptung: G;N C G;_1 N ist Normalteiler.
Sei g1n1 € G;N und gong € G;_1 N. Dann gilt
g2m2(g1m1)(g2ma) ™" = gampgrmany 'gy !
Da N Normalteiler in G gilt
gimg P €N
= Iz € N:gimgy ' =ng

= g1 = n3g1

-1 -1 -1 -1
= 92201 Ny Gy = = G2M2M3G1 My ~ g

Genauso dng € N :

-1
92(n2n3)92 =Ny
= gaNang = N4 go

~1 -1 ~1 -1
= §2M2N3G1My " Go ~ = N4 g2g1Ms ~Ga
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Da G; C G;_1 Normalteiler, g; € G;, go € G;_1, g3 € G; :

920197 " = g3
= G201 = §3G2

-1 -1 -1 —1
= M4Gg201My Gy = = N4aG3gaNy g

Weiterhin 3 n5 € N :

95 "nags = ns
= N4g3 = g3Ns
= n4g3ggn2_192_1 = g3ns ggnglggl € G;N da N Normalteiler ist
—_—

EN

Mit dem 1. und 2. Isomorphiesatz (1.3.3|1.3.5) folgt:

. G e % Gel
Gl on =N N2 Y6 e E G (i GiN)/

= Gi—lN/ G:N ist isomorph zu einer Faktorgruppe der abelschen Gruppe Gi—l/Gi und damit selbst abelsch.

= N =GyN C Gy_1N C --- C GoN = G ist Subnormalteilerreihe

= {eG/N} = N/N = GkN/N Cc---C GON/N C G/N ist Subnormalteilerkette mit abelschen Faktoren:

N .
Cialy N, %Gy

= G/ v ist auflésbar

Seien N und G/ v auflésbar mit
{e} =N, CNy_1C---CNy=N
und
{GG/N} =Gy Gyyc o cGyy=C0y
Dann ist
{e}=N,C---CNy=N=G CG_1C---CG=G

eine Subnormalteilerkette mit abelschen Faktoren, denn

. Gi—
Gi—1 2& ! 1/N
/Gi = /GVN

O
1.6.6 Korollar:
Fir n > 5 sind S,,, A,, nicht auflosbar.
Beweis:
Da As ¢ A, C S,, Untergruppe ist und Ay nicht auflosbar ist. O
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1.6.7 Korollar:

Sei G eine p-Gruppe, dann ist G auflésbar.
Beweis:

Sei |G| = p™, p Primzahl. Induktion nach n
n = 0 nichts zu zeigen

n =1 G ist zyklisch und auflésbar

Sei n > 0. Nachg11tp||Z ). = {e} € Z(G) C G.
Falls Z(G) = G = G ist abelsch = G auflosbar.

Falls Z(G) € G, so sind Z(G) und G/ 7(G) selbst p-Gruppen, die nach Induktionsvorraussetzung auflésbar sind

= (@ ist auflosbar. O

1.6.8 Definition: Kompositionsreihe

Sei G eine endliche Gruppe. Eine Kette
{e}C G CG1C---CG =G

von Untergruppen, so dass G; C G;_1 Normalteiler ist und Gi—l/Gi zyklisch von Primzahlordnung, heifit Kompositionsreihe.

1.6.9 Satz:
Sei G endliche Gruppe.

G auflésbar < @ besitzt eine Kompositionsreihe

Beweis:
»<=" Kklar.

»= ¢ Wir miissen eine Subnormalteilerkette zu einer Kompositionsreihe verfeinern.

Falls Gi- 1/G nicht Primzahlordnung hat, so ist Gi- 1/G nach Lemma nicht einfach, besitzt also einen

echten Normalteller mit dem wir verfeinern konnen.

Die Ordnungen der Faktorgruppen werden dabei echt kleiner, nach endlich vielen Schritten erhalten wir also
Faktorgruppen von Primzahlordnung.

O
Beispiel:

1) S4 hat die Kompositionsreihe
{id} C((12)(34)) CK4 C A, CSy
2) Gruppen der Ordnung pg mit p, ¢ prim sind auflosbar:
Wie in Satz folgt fiir ¢ < p, dass es nur eine g-Sylowgruppe gibt, diese ist somit Normalteiler, und
{e}CcQcC@G

ipq

ist Kompositionsreihe, da || = ¢ und ’G/Q‘ =p-
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2 Ringe

Nullteilerfreie Ringe
23], KRy )

U
Noethersche Ringe Faktorielle Ringe
Ky, ..., T,] Z[z], Klz1, ..., Tp]

J v

Hauptidealringe
Z[ 1+v/-19 ]
2

U

Euklidische Ringe
Z, 7[i], K[z

Als bekannt vorausgesetzt werden:
e Polynomringe

e k-Algebra

Notation: R bezeichnet im Folgenden einen kommutativen Ring mit 1.
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Euklidischer Ring:
Ein nullteilerfreier Ring heiflt euklidisch wenn:
Jv: R\{0} = N, Va,be R\{0} mit v(a) >v(b) 3 ¢,7 € R
mit
1) a=qgb+r
2) r=0 oder v(r) < v(b)

1) heifit dann Division mit Rest, v heifit euklidische Norm.

Hauptideal Ring:
Ein nullteilerfreier Ring, in dem alle Ideale Hauptideale sind, heifit Hauptidealring.
Hauptideal:

Ein Ideal I das von einem Element erzeugt wird
(a) = I

heifit Hauptideal.

Faktorieller Ring:

Ein nullteilerfreier Ring, in dem jedes 0 # a € R\R* eine bis auf Vertauschung und Einheiten eindeutige
Darstellung

a=mp1: - *Pr

mit p; prim besitzt, heifit faktoriell.

Nullteilerfreier Ring:

Ein kommutativer Ring mit 1 ohne nicht-triviale Nullteiler heifit nullteilerfrei.
Nullteiler:

a € R heifit Nullteiler, falls

30#0, beR: ab=0

Noetherscher Ring:

Ein kommutativer Ring mit 1, welcher eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften erfiillt, heifit noethersch:
1) Jedes Ideal I C R ist endlich erzeugt.

2) Jede aufsteigende Kette
LchLhCclcC---
von Idealen wird stationér, d.h. 9 m mit
Iy=I, =TI, 5=":--

3) Jede nicht-leere Menge von Idealen besitzt beziiglich der Inklusion ein maximales Element.
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Einheit:
Sei R ein Ring. a € R heifit Einheit, falls 3b € R: ab = 1.

Einheitengruppe:
(R*,-) ist die Einheitengruppe bestehend aus allen Einheiten in R.

Sei R nullteilerfrei. Sei 0 # a € R\{0}

Irreduzibel:

a heifit irreduzibel falls a = bc = b & R* oder c € R*
Prim:

a heiit prim falls a | bc fiir b,c € R = a| boder a| c
Satz:

a € R ist prim = a ist irreduzibel

Quotientenkdrper: Quot(R)

Sei R nullteilerfrei. Wir definieren auf R x R\{0} eine Aquivalenzrelation:
(a,b) ~ (¢c,d) & ad=cb

Wir schreiben ¢ fiir die Aquivalenzklasse [(a, b)Jund definieren auf der Menge der Aquivalenzklassen die Addition
und Multiplikation

a ¢ ad—+bc
5TdT T w
@ c_ac
b d bd
Damit erhalten wir den Quotientenkérper Quot(R). Es ist der kleinste Korper in den R eingebettet werden

kann: (z.B. Z C Q.)

Ideal:

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal I C R ist eine nicht leere Teilmenge wenn V a,b € I, r € R
1) a+bel
2) reael

Erzeugnis:

Sei A C R dann definiert man das Erzeugnis von A als:

N I

ACICR
I Ideal

{Znai ‘ r, € R, a; € A, neN}

i=1

(4)

Maximales Ideal:
Ein Ideal m C R heifit maximales Ideal, wenn fiir Ideale I mit m C I C Rgilt I = R
Primideal:

Ein Ideal P C R heiflt Primideal, wenn gilt: Va, 0 € R: a-b€ P = a€ Poder be P
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Summe von Idealen:
L+L={a+b|lach, be L}
Produkt von Idealen:
IL-L=(a-blach, bel)

Koprime Ideale:

Zwei Ideale I, I heiflen koprim genau dann wenn [, + I = (1)

Chinesischer Restsatz: Fiir Ringe

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Und seien I, ..., I, paarweise koprime Ideale. Dann ist

P R—)R/le-an/]

T

a (la),....[a])) = (a+ L,...,a+ I)
surjektiv und mit
Ker(p)=hLNn---NL. =L - -1,

Wenn man den Kern rausteilt wird die Abbildung also bijektiv das heifit

R/jlm...m]TgR/jlx“'xR/[

T

Satz: Quotientenring/Faktoring

Sei R ein Ring, I ein Ideal.
Dann ist R/ 7 mit den reprisentantenweise definierten Operationen ein Ring mit [1] = 1 + I als Neutralem bzgl.
-, der Quotientenring/Faktorring

Primfaktorzerlegung bzw. Fundamentalsatz der Arithmetik:

Jede ganze Zahl n € Z \ {0,1,—1} hat eine eindeutige Darstellung
n = j:l . p;l ..... pg‘

mit Primzahlen p; < -+ < ps und r; € N. Die p; heiflen Primfaktoren von n und die Darstellung bezeichnen
wir als die Primfaktorzerlegung von n.

ggT und kgV:

Sind aq,...,a; € Z, dann heiit d € N grofiter gemeinsamer Teiler von aq, ..., a;

d=geT(ay,...,a),
wenn
(1) d|a;Vj=1,...,t also d ist Teiler von allen a; und
(2) ist d € Z Teiler aller aj, dann gilt d | d

Weiter heifit m € N ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von aq, ..., a;

m= kgV(al, EERE) a’t)7
wenn
(1) aj | mV j=1,...,t, also m ist Vielfaches aller a; und

(2) ist m € Z Vielfaches aller a;, dann gilt m | m
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Hier noch ein paar wichtige Séatze aus dem Algebraische Strukturen Skript

Satz:
Sei I C R ein Ideal. Dann gilt:

1) I Primideal & £/ nullteilerfrei
2) I maximal & R/ 7 Korper

Korollar:
I maximal = I prim
Korollar:
(0) C R ist Primideal < R nullteilerfrei
Lemma:

Sei R nullteilerfrei, 0 # a € R\ R*. Dann gilt:

(a) ist Primideal < a prim

Lemma: Sei R nullteilerfrei, 0 # a € R\ R*. Dann gilt:

(a) maximal = a irreduzibel

Lemma: Sei R Hauptidealring, a € R\ (R* U {0}). Dann ist

(a) maximal < a irreduzibel
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Der Satz von Gauf} und allgemeine Polynomringe

2.1 Satz von Gaufl
2.1.1 Satz von Gauf

R faktoriell = R[z] faktoriell

2.1.2 Definition: Primitiv
Sei R nullteilerfrei
0#f= Zaixi € R[z]
i=0

ein Polynom. f heifit primitiv, falls 1 = ggT(ag, ..., a,).

2.1.3 Lemma:
Sei R faktoriell.
1) Ist f € R[z] primitiv und ¢ € Quot(R) mit c¢- f € R[z], so ist ¢ € R.
2) Fiir f € Quot(R)[z] 0 # ¢ € Quot(R) und g € R[z| primitiv mit f =c¢- ¢
Beweis:
1) Sei f = Zn: a;z’, ¢ = ¢ mit a,b € R teilerfremd. Da ¢f € R[z] = 4% € RVi=0,..,n.
Sei p € }Z:(i)rim mit p|b. Da p{ a folgt aus %% € R pla; Vi =0, ..., n.
p | ggT(ao, ..., an)
geT(ag, ..., an) # 1
f nicht primitiv
A solches p
be R*

a
C—EER

I I

2) Sei f =3 - x; mit a; € R, b; € R\{0}
i=0
= by by f € R[z] und fir d = ggT(Koeffizienten von by - - - b, f) gilt g := bo%db"'f € R[z] ist primitiv und
c-g=[fmit c= _ ¢ Quot(R)

0"'bn

O
Beispiel:

Sei f =% — 3z + 1 € Q[z] dann ist g = 42® — 122 + 1 € Z[z] primitiv und fir ¢ = 1 € Quot(Z) =Q gilt c- g = f.

2.1.4 Lemma:

Sei R nullteilerfrei, p € R prim = p ist prim in R[z]
Beweis:

n R m .
Seien f = Y a;z" und g = ) a;27 € R[z] mit
i=0 =0

J

m+n k
plf 9= e’ mit =Y wbi = p| ek (*)
k=0 1=0
Angenommen p ¢t f und p{g. Dann Jip, jo : p1 ay, und pt b;. Wihle 7o, jo minimal. Dann gilt:
ip—1 io+jo
A4, bjo = Cig+jo — Z ap bio+jo—l - Z ap bio+jo—l
1=0 I=io+1

und p teilt jeden Summanden auf der rechten Seite:
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- Cigtj, Wegen (x)

- abig4jo—1 fir I < g — 1, da dann a; von p geteilt wird, da % minimal mit p { a;,

- apbig4jo—1 fur 1> 4y + 1, da dann b;,j,—; von p geteilt wird da j, minimal mit p{ b;,
Es folgt:

prim

p | [ bjo p | [ oder p | bjo é

zu Wahl von ay,, bj,

2.1.5 Lemma:
Sei R faktoriell f, g € R[z] primitiv, dann ist auch f - g primitiv.
Beweis:
Angenommen f - ¢ ist nicht primitiv
= 3 Primelement p € R, das jeden Koeffizienten von f - g teilt

= plf-yg
= p| foderp|g, da pauchin R[z] prim ist

zu f, g primitiv.

2.1.6 Lemma:

Sei R faktoriell, f € R[z]| primitiv, f prim in Quot(R)[z]. Dann ist f prim in R[z].

Beweis:

Da f primitiv ist, ist f # 0. Da f € Quot(R)[z] prim ist, ist f ¢ R* = (R[z])*, also keine Einheit in R[z].
Seien g, h € R[z] mit f | g- h in R[z].

Dann gilt auch f | g- h in Quot(R)[z], und da f dort prim ist, folgt ohne Einschrankung f | g in Quot(R)[z]
= 3 g€ Quot(R)[z]: f-g=g.

Wie in schreiben wir g als g = ¢+ § mit § € R[z] primitiv und ¢ € Quot(R).

Danngilt g=f-9g=c-f- 3.

Wegen f, § primitiv in R[z] folgt mit f - g primitiv in R[z].

Damit folgt ausR.1.3} c€ R = ¢ € R[z] = [ | g in R[z]
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Beweis von Satz von Gauf: 2.1.1]

Sei 0 # f € R[a], f ¢ (R[z])" U {0}

Zu zeigen: f besitzt eine Darstellung als Produkt von Primelementen.

Ist f € R, so folgt dies aus der tatsache, dass R faktoriell ist, und Lemma [2.1.4]

Sei deg(f) > 1. Da Quot(R) ein Lorper ist, ist Quot(R)[z] euklidisch, daher Hauptidealring, daher faktoriell.

In Quot(R)[z] kénnen wir f also schreiben als
f=a - q mit ¢; € Quot(R)[z] prim
Wie in 2) schreiben wir
gi = ¢; - p; mit ¢; € Quot(R) und p; € R[z] primitiv

p; und ¢; sind assoziiert in Quot(R)[z] (da ¢; € Quot(R) Einheit, da ¢; # 0 und Quot(R) Korper), also ist mit ¢; auch
p; prim in Quot(R)[z].
Wegen ist p; prim in R[z]. Wegen ist
p:=pi-pi € R[z]
primitiv. Da f = ¢- p € R[z] mit ¢ := ¢; -+ ¢x € Quot(R) und p primitiv folgt aus 1) c€ R.
Da R faktoriell, kbnnen wir ¢ = by - - - b; in Primfaktoren b; zerlegen, die wegen prim in R[z] sind.
Damit ist f = by -+ b; - p1 - - - pg eine Zerlegung in Primfaktoren in R[z].

Die Eindeutigkeit der Zerlegung bis auf Anordnung und Einheiten folgt per Induktion iiber die Anzahl der Faktoren
und der definierenden Eigenschaft der Primelemente. O

Beispiel:
1) Z|z] ist faktoriell.

2) Ist K ein Korper, so ist K[y, ..., 2, faktoriell.
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2.1.7 Definition:

Sei I eine beliebige Menge.
Rlz; | iel]= {Z aoxy " - wpt ’ keN, {#,...4%} CI, ay € R, nur endlich viele a, # 0}

ist der Polynomring in den Variablen x; mit ¢ € I.

Fiir |I] < oo, ohne Einschriankung I = {1,...,n} ist es Rz, ..., Zp].
Multiindexnotation:

Fiir (i, ..., i) fest und o € N¥ schreiben wir

=zt

ay,
i1 Z

ik
Fir f € R[z; | 7 € I] ist die Menge der vorkommenden Variablen (d.h. 4 : Ja: aq # 0, a; # 0) {41, ..., %} der Support
von f, supp(f).

Durch Hinzufligen von Nullen als Exponenten kénnen wir ein Polynom immer beziiglich einer grofieren Variablenmenge
darstellen. Durch Hinzufiigen von Nullen als Koeffizienten kénnen wir auch die Exponentenmenge erweitern.

Fiir f,g € R[z; | i € I] schreiben wir f und g beziiglich derselben Variablenmenge supp(f) U supp(g) sowie derselben
Exponentenmenge

F=Sat =3 bt
(6% (03
und definieren

f+g= Z(aa + ba)xa

o
S DO
B \ato'=p
wobei die zweite Summe iiber alle 8 geht, die als Summen von Exponenten in f und ¢ vorkommen.

Durch diese Verkniipfungen wird R[z; | ¢ € I] ein kommutativer Ring mit 1.

7

Beispiel zur Multiindexnotation:

Betrachte: f = 2;101:5235?? + 43:12363 + 319
Die Variablenmengen supp(f) = {1, 22, 23} und

o =(1,1,2) aq, =2

ag = (2,0,1) an, =4
013:(0,1,0) Ga3:3

2.1.8 Lemma:

Sei R nullteilerfrei, I eine Menge, J C I eine endliche Teilmenge.
1) (R[z; | i € I])* = R*
2) Seip#0,p€ R[z; | je J\R*

pprimin R[z; | j€ J] < pprimin Rz | 7 € I]

Beweis:
1) Sei f € (Rlz; | i € I])*
=3JgeR[z|icl]l: f-g=1
In f und ¢ kommen nur endlich viele Variablen z; mit j € J vor, daher gilt f- g=1in R[z; | j € J]
= f e R*
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2)
»= ¢ Sei p prim in R[z; | j € J]. Seien f,g € Rlz; | i€ IJmit p| f-g.
Es gibt eine endliche Menge J' O J, die alle Variablen von p, f und g enthélt.
(J' = J U supp(f) U supp(g))

= pl|f-ginR[z|je ]

Durch Induktion folgt mit dass p prim in R[z; | j € J'] ist
= Ohne Einschrankung: p|f
= pprimin Rlz; | i € ]

Sei p prim in R[z; | ¢ € I| mit p|f - g

= p|lf-gin R[z; | i€ ]
= Ohne Einschrankung p | f € R[z; | ¢ € I] (da p prim ist)
= JdgeR[z;|i€l]l: ¢g-p=Ff
Da p,f € R[z; | j € J] kann ¢ keine Variable z; mit ¢ ¢ J enthalten, also folgt ¢ € R[z; | j € J]
= pprimin Rlz; | j € J]

2.1.9 Proposition:

Sei I eine Menge, R faktoriell.
Dann ist R[z; | ¢ € I] ist faktoriell.
Beweis:

Sei 0 # f € Rlz; | ¢ € I|\R*.

Dann ist J = supp(f) endlich und f € R[z; | j € J]. In diesem Ring hat f durch Induktion und den Satz von Gauf} eine
eindeutige Primfaktorzerlegung, die wegen [2.1.8| eine Primfaktorzerlegung in R[z; | 7 € I ist. O

2.1.10 Satz: Universelle Eigenschaft von Polynomringen
Sei I eine Menge, A eine R-Algebra, a; € A Vi € I.
Dann 3! R-Algebrenhomomorphismus
¢: Rlz;|iel]— A
T; > a;
der Einsetzehomomorphismus.

Das Bild von ¢ heiit die von den a; erzeugte Unteralgebra (a; | ¢ € I) C A.

Beweis:
Durch
© (Z Dozt x;fk) = Z baal™ -+ - agt
« «
ist der eindeutige Homomorphismus gegeben. O

60



3 Moduln und der Elementarteilersatz

3.1 Matrizen iiber Ringen und die Smith-Normalform

In Lineare Algebra 1 haben wir fiir A € Mat(m x n, K) wobei K ein Korper, mit Hilfe des Gauf-Algorithmus eine

Normalform
1,10
sar = (219

erzielt, wobei S € Gl(m, K), T € Gl(n, K), r = rang(A).
Definition: Adjunkte

A# = (a?f)ij, af

= (—1)"det(A)
wobei 4;; = A" die Streichungsmatrix von A ist, bei der die j-te Zeile und die i-te Spalte gestrichen wird.
3.1.1 Satz:
Sei R ein kommutativer Ring mit 1, A € Mat(n, R).
A* A=A A% =det(A) -1,

Beweis: Wie in Lineare Algebra 1, mit Verallgemeinerung. O
3.1.2 Korollar:
Es gilt:

A € Mat(n, R) invertierbar < det(A) € R*
Beweis:
<= det(4) € R* = #(A) - A% ist die Inverse von A.

= AT A=1, = det(A)™! - det(A) =1 = det(4) € R*

Bemerkung;:
Uber Ringen gilt nicht: voller Rang = invertierbar.
z.B. (2) € Mat(1,Z) hat vollen Rang, aber det(2) = 2 ¢ Z*. = (2) ist nicht invertierbar.

(Uber Q wiire (3) die inverse Matrix).

3.1.3 Satz: Smith-Normalform

Sei R ein euklidischer Ring, A € Mat(m x n, R). Dann 35 € Gl(m, R), T € Gl(n, R), r < min{m, n} mit
di

SAT = D = 0

mit dz | di+1 Vi= 1, ey T — 1.
Die d; sind (bis auf Einheiten) durch A eindeutig bestimmt und heiflen Elementarteiler von A.

D heifit Smith-Normalform von A.

Bemerkung;:
Der Satz gilt allgemein fir Hauptidealringe R, wir werden ihn jedoch nur fir euklidische Ringe beweisen.

Der Beweis ist konstruktiv:
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3.1.4 Algorithmus: Smith-Normalform
Sei R mit v: R — N euklidischer Ring, A € Mat(m x n, R), A # 0.
1. Schritt: Zeile und Spaltenvertauschungen, so dass a1; # 0 und v(a11) < v(ay;) Va; # 0 V(4,5) # (1,1)

2. Schritt: Schreibe jedes ai; und aj1, das nicht durch a;; teilbar ist, als a1; = ¢ - a11 + 7 mit v(r) < v(a;1) und
reduziere entsprechend mit der 1. Zeile bzw. Spalte.

Zurick nach Schritt 1

Da v(ay1) in jedem Schritt echt kleiner wird, terminiert der Prozess und wir enden mit einer Matrix, in der alle
Eintrage der 1. Zeile und Spalte durch a;; teilbar sind.

3. Schritt: Addiere Vielfache der 1. Zeile bzw. Spalte und erhalte

au‘O e 0
0

: A’

0

Sind nicht alle Eintrége von A" durch a1 teilbar, z.B. a;; nicht teilbar, so addiere die i-te zur 1. Zeile und gehe
wieder nach Schritt 2.

Der nicht teilbare Eintrag ist jetzt in der 1. Zeile, wir verwenden wieder Division mit Rest und gehen zuriick nach
Schritt 1 usw. Da min{v(a;;)} bei jedem Durchlaufen von Schritt 2 echt kleiner wird, terminiert dieser Prozess
und wir enden mit einem A’, in dem alle Eintrége durch a;; teilbar sind.

Sind alle Eintage von A’ durch a;; teilbar, beginne mit A’ bei Schritt 1.
Beweis:

Terminierung siehe Zwischenkommentare. Korrektheit: Rekursiv erhalten wir

a1 ] 0 - o0
0 as2 0 0
pP= ; 0 | ass
0 0

Da alle Eintriage von A’ durch ay; teilbar sind, sind auch alle Eintrage, die wiahrend des Prozesses auftauchen, durch a;;
teilbar, insbesondere agy. Die Korrektheit folgt per Induktion. Fiir den Induktionsanfang beachte, dass fiir n = 1 oder
m = 1 der Algorithmus einfach Division mit Rest ist und den ggT der Eintrdge der Zeile bzw. Spalte produziert. [

Bemerkung;:

Die Matrizen S, T erhélt man durch Mitprotokollieren der Zeilen bzw. Spaltenoperationen.

62



Beispiel:

6 9 6
A= (6 6 7) € Mat(2 x 3,Z)
Die euklidische Norm ist

v: Z —N
a+— |al

1. Schritt: 6 hat schon kleinste Norm, weiter nach Schritt 2.

2. Schritt: 9 =6 - 1 + 3, reduziere mit 1. Spalte

1 0|6 9 6 1 0|6 3 6
0 116 6 7 Spalte 0116 0 7
1 0 0 InH—I1-1 1 -1 0
01 0 _— 0 1 0
0 0 1 0 0 1

Zuriick nach Schritt 1, Spalten vertauschen:

1 0] 3 6 6

Spalte 0O 110 6 7

I 1 -1 1 0
S 1 00
0 01

Jetzt sind alle in der 1. Zeile und Spalte durch 3 teilbar, reduziere mit Schritt 3:

Spalte (1) (1) g g (;

I II —21 3 5
I — IIT — 21 1 9 o9
0 0 1

A" =(67), 7 ist nicht durch 3 teilbar, addiere 2. Zeile zu 1. und weiter mit Schritt 1

1 1] 3 6 7

Zeile 0 1|10 6 7
I—I1+1 -1 3 2
e 1 -2 -2
0 0 1

3 ist das kleinste, Schritt 2: 7 =3 - 2 + 1 reduziere mit Spalte 1:

1 1|3 6 1

Spalte 0 1] 0 6 7
I~ 1T — 21 -1 3 4
_— 1 -2 -4
0 0 1

Schritt 1: vertausche 1] und I Spalte, damit 1 als kleinstes nach vorne kommt

1 1|1 6 3
Spalte 0 1| 7 6 0
1l 1 4 3 -1
_ —4 -2 1
10 0
alle in 1. Zeile & Spalte teilbar durch 1. Also Schritt 3, reduziere:
1 1] 1 0 0
Spalte
II— II — 61 01 Z :g? :i},)
I~ 11 — 31 4 99 13
1 -6 -3
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1 1]1 0 0
Zeile 7 6|0 -36 —21
I~ I 71 4 21 13
—_— 4 22 13
1 -6 -3

A" = (=36 —21) alle Eintrdge durch 1 teilbar weiter mit A’ nach Schritt 1. v(—21) = 21 ist das kleinste.
Tausche Spalten:

1 1 1 0 0
Spalte -7 —6| 0 =21 -36
II + IIT 4 —-13 =21
_— -4 13 22
1 -3 -6
Schritt 2: Division mit Rest —36 = —21 — 15
1 1 1 0 0
Spalte -7 -6 0 =21 -15
I — r—1I 4 —-13 -8
_ -4 13 9
1 -3 -3
Schritt 1: Tausche Spalten
1 1 1 0 0
Spalte -7 -6 0 —-15 =21
II + II1 4 -8 -—13
_ -4 9 13
1 -3 -3
Schritt 2: Division mit Rest —21 = —15 — 6 reduziere
1 1 1 0 0
Spalte -7 6| 0 —-15 —6
I — IIT — 11 4 -8 =5
_ -4 9 4
1 -3 0
Schritt 1: Tausche Spalten
1 1 1 0 0
Spalte -7 —6| 0 -6 -15
I < 11 4 -5 -8
_— -4 4 9
1 0o -3

Schritt 2: Division mit Rest —15=2-(—6) — 3

1 1 1 0 0
Spalte -7 -6/ 0 -6 -3

I — IIT — 211 4 -5 2
_ -4 4 1
1 0 -3
Schritt 1: Spalten tauschen
1 1 1 0 o0
Spalte -7 6| 0 -3 -6
II « IIT 4 2 =5
_ -4 1 4
1 -3 0

alle Eintrage durch —3 teilbar, reduzieren mit Schritt 3:

1 1 1 0 0
Spalte -7 -6/ 0 -3 0

I — 11T — 21T 4 2 -9
_— -4 1 2
1 -3 6

Die Elementarteiler sind 1, 3 (bis auf Einheiten in Z, also bis auf Vorzeichen).
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Es gilt:

(1 1>_(696). 41 _29 _(1 0 0)
-7 —6 6 6 7 1 -3 6 0 -3 0
Zur Eindeutigkeit der Elementarteiler:

3.1.5 Satz:
Sei A € Mat(m x n,R). Fur I C {1,...,m}, J C {1,...,n}. Sei A ; die Streichungsmatrix mit den Zeilen in I und
Spalten in J.
Die Menge
{det (Az) | ] =|J] =i}

ist die Menge aller 7 x i-Minoren von A. Seien dy, ..., d, die Elementarteiler von A. Dann gilt:

dl”'di :ggT(det(AI’J) ‘ |]| = |J| = ’L) =: Di
Insbesondere sind die Elementarteiler bis auf Einheiten eindeutig, und

dy = Dy, = ggt(aller Eintrage von A)

Beweisidee: (benotigt duflere Algebra, LA2)

Die Eintrdge der i-ten dufleren Potenz /\z A sind genau die 7 x i-Minoren von A (bei geeigneter Basiswahl).
Es gilt

Ns-Na=Ns-a

Behauptung:
ggT (Eintrége von /\I(S . A)) =ggT (Eintréige /\z(A)) fiir S invertierbar
Jeder Eintrag von \'(S-A) = N\'S - \' A ist eine Linearkombination von Eintréigen von

/\iA = ggT (/\ZA) | ggT (/\Z(SA)>

Da S invertierbar ist, gilt 4 = S~1(S - A) und wir kénnen mit demselben Argument folgen, dass

ggT (/\i(S : A)) | ggT (/\ A)
Analog gilt
geT (/\ A) = ggT (/\i(A : T))

d1
fir T invertierbar. Damit folgt fiir SAT = D = mit d; ‘ diy1,1=1,..,r—1:
dr

ggT (/\iA) =ggT (/\i(SAT)) =ggT(/\iD) =geT(dy - dj |[1<h < <ji<r)=did

denn d; | dy, fur j < k. O
Beispiel:

A= (6 9 g) , dy = ggT(aller Eintrage) =1
Die 2 x 2-Minoren sind:

6 9 6 6 9 6
det <6 6) = —18, det (6 7) =06, det (6 7) =27, ggT(-18,6,27) =dy - dp =3 = dp =3

65



3.2 Moduln
3.2.1 Definition: R-Modul
Sei R ein Ring. Ein R-Modul (M, +, ) ist eine Menge M mit zwei Verkniipfungen

+: MxM-—-M
: RxM—>M

sodass
1) (M, +) ist abelsche Gruppe

2) r-(my+ mg) =1 -m + 1 my (Distributivitét)
(m+mr)-m=rn-m+nr-m

3) (rp-m2)-m=r-(ra-m) (Assoziativitét)

4) 1-m=m

3.2.2 Beispiel:
1) Sei R = K ein Korper, dann ist jeder K-Vektorraum ein K-Modul.

2) {abelsche Gruppen} & {Z — Moduln}
Sei (G, +) abelsche Gruppe. Setze

ZxG— G
(nyg)—g+---+g flrn>0
—_——
n—mal
(=1)-g——g
Dann gilt die Distributivitét:
n(gr+g)=g+g+ - +g+g

=¢g+--+g+g+ -+ g2 daabelsch
= ng1 + ngo

und

(m+m)g=g+---+g
—_—
n1+na
:g+...g+g+...g
—_—
ny ng
=mg+ nag

Assoziativitat:

(m-mg)-g=g+---+g

—
niy-n2
N—— ——
ng n2
ny
=m - (n2-g)

und 1-g=g = G ist ein Z—Modul
3) Sei R ein Ring, I C R ist ein Ideal < I ist R—Modul

7= 7 (I,+) ist abelsche Gruppe, Distributivitit, Assoziativitiat und 1-m = m gelten, da dies Rechnungen in R
sind.

7 < 7 Die Abgeschlossenheit beziiglich der R—Skalarmultiplikation folgt aus der Definition.

Insbesondere ist R selbst ein R—Modul.
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4)
5)

6)

Sei I ein Ideal, dann ist R/ 7 ein R—Modul.

Seien M, My R—Moduln, dann ist M; x Ms mit komponentenweise definierter Addition und Skalarmultiplikation
ein Modul. Insbesondere ist R = R X --- X R ein R—Modul.

Sei p: R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist S mit der Addition und mit der Skalarmultiplikation definiert
durch r - s := p(r) - s ein R—Modul, denn (S, +) ist abelsche Gruppe. Distributivitét:
e (514 82) = @(r) - (514 52)
=@(r)-s1+0(r) - 52
und
(ri+mr)-s=p(r+mr)-s
= (p(r) +o(r2)) - s
=@(r1) - s+p(r2) - s
Assoziativitét:
(r1-m)-s=w(r-m)-s
=p(r-p(r2) s
=r-(ra-s)
und 1-s=¢(1)-s=1-s=s. Insbesondere sind Q und R Z—Moduln.
Sei R = Klz], V ein K—Vektorraum und ¢ : V — V ein Endomorphismus. Wir definieren:
z-vi=pw) eV firveV
und erhalten einen K[z]—Modul V: (V,+) ist abelsche Gruppe. Distributivitét:
F@) - (01 + 1) = (ana™ + -+ ag) - (0 + )
= (anx...x+...+ao).(v1+vz)
=an-(x--x) (v +v2)+ -+ a(vy + v2)
= app" (01 + v2) + -+ ao(v1 + 1)
an (©"(v1) + " (v2)) + - + ao(v1 + v2)
an®"(v1) + anp™(v2) + - + agvr + a2
an®"(vi) + -+ aovr + anp™ (v2) + - agva
f(z) -1+ f(@) - v

und

(f(2) +9(z)) - v=f(z) - v+g(z) v
Assoziativitét:

(f(z) - g(2)) - v=f(z) (g9(z) - v)
analog wie oben, 1-v = v.

Umgekehrt: Gegeben ein K[z]—Modul V| so erhalten wir durch die Einschrinkung der Skalarmultiplikation auf
K einen K—Vektorraum V, und durch

p: V=V
VT v
einen Endomorphismus, denn
olv+w) =z (v+ w)

=x-Vv+T-W

= ¢(v) + o(w)
und
po(A-v)=z-A-v
=Xz
=X o(v)
Man erhélt:

{Tupel (V, ) mit V K-Vektorraum, ¢ : V — V Endomorphismus} Y {K[z]-Moduln V}
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3.2.3 Lemma:

Sei M ein R-Modul, m € M. Es gilt:

Beweis:
0-m=(04+0)-m=0-m+0-m = 0-m=0
und

0=0-m=(1-1)m=1-m+(-1)-m=m+(-1)-m =-m=(-1)-m

3.2.4 Definition: Untermodul

FEin Untermodul U C M ist eine Teilmenge, die selbst wieder ein Modul ist.

3.2.5 Lemma: Untermodulkriterium
Sei U C M eine Teilmenge. Es gilt:
U ist Untermodul < — U # @
— mi+mg € UVmy,mg € U
—r-meUVreR, meU
Beweis:
»= Da

+: UxU—=U
-t RxU—->U

»<=* Aus dem Untergruppenkriterium folgt, dass (U, +) eine Untergruppe beziiglich + ist, denn my + my € U und
-m=(-1)-meU.

Distributivitit, Assoziativitdt und 1-m = m Vm € U gelten, da sie in M gelten. O

3.2.6 Lemma:
Sei U C M Untermodul, dann ist M/U mit r - [m] = [r- m] ein R-Modul.
Beweis:

(M/U, +) ist abelsche Gruppe. Die Skalarmultiplikation ist wohldefiniert, denn falls

[ml] = [mg} = mp — Mg € U
= r-(m—mg)eU
= rm;—rmg € U
= [rmy] = [rma]
Die Rechenregeln werden vererbt. O

3.2.7 Definition:

Ein R-Modul-Homomorphismus f : M — N ist ein R-linearer Gruppenhomomorphismus, d.h.

flmy 4+ mg) = f(my) + f(ma) Ymy, mg € M
flr-m)=r-f(lm)Vre R, me M
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3.2.8 Satz: Homomorphiesatz

Sei f: M — N ein R-Modulhomomorphismus. Ker(f), Im(f) sind Untermoduln von M bzw. N und es gilt

' M/Ker(f) = Im(f)

Beweis:

Folgt aus dem Homomorphiesatz fiir Gruppen, nur die Vertraglichkeit mit der Skalarmultiplikation ist zu priifen:

3.2.9 Definition: Endlich erzeugt

M heifit endlich erzeugt < I f: R™ — M (surjektiver Modulhomomorphismus)

3.2.10 Bemerkung:
Seien ey, ..., e, die Standard-Einheits-Vektoren von R", setze m; := f(e;).
f surjektiv. < Jedes Element von M lisst sich in der Form:

f(r)=f(ries + -+ rnen) =rif(er) + -+ raflen) =rmmy + -+ rymy,

schreiben, also als R-Linearkombination der m;

< Die m; erzeugen M als R-Modul: M = (mq,...,my)r

Die m; missen keine Basis bilden, die Darstellung als R-Linearkombination der m; muss nicht eindeutig sein:
Beispiel:
Zs ist ein Z-Modul, und endlich erzeugt, denn Z — Z/SZ = Zg ist ein surjektiver Z-Modulhomomorphismus.
Aber [0] = 3 - [1] = 0 - [1] hat keine eindeutige Darstellung als Z-Linearkombination des Erzeugers [1].

3.2.11 Definition: Freier Modul
Ein endlich erzeugter R-Modul M heifit frei < 3 Isomorphismus M = R"

Insbesondere bilden die Bilder m; der e; dann eine Basis von M, d.h. jedes Element von M lésst sich eindeutig als
R-Linearkombination der m; darstellen.

Beispiel:
1) Q als Z-Modul ist nicht endlich erzeugt: Angenommen, Q wére von ry, ..., 1, erzeugt. Wéhle d teilerfremd zu den

Nennern der r;. Sei a € (ry,...1,)z = a=ajr1 + -+ a,r, mit a; € Z. Sei

) 1
ri:& = a:alﬁ—l---'-i-anpl

= #
4 « an keV(g, ., qn) " d

1
= i ZA{r1,y .oy Th)z,

2) Ein K-Vektorraum ist ein freier K-Modul.

3) Sei R = K|x; | i € N] der Polynomring in abzéhlbar vielen Variablen. R als R-Modul ist endlich erzeugt, sogar
frei mit Basis 1.

Betrachte U = {f € R | f(0) = 0} die Polynome ohne konstanten Koeffizienten. Da 0 € U ist U # @.
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Es gilt:

f9eU = (f+9)0)=f(0)+g(0)=0+0=0
= f+geU

und

feUundreR = r-f(0)=r-0=0

= r-felU

Nach dem Untermodulkriterium B.2.5 ist U ein Untermodul.
Behauptung:
U ist nicht endlich erzeugt (U = (%;]i € N)g).

Angenommen, U = (fi, ..., f) r. In jedem f; gibt es nur endlich viele Variablen, seien ohne Einschrankung ;, ...

die Variablen, die in allen f; vorkommen. Betrachte eine R-Linearkombination r1f; + - -- rxfx mit r; € R.

Die f; haben keinen konstanten Anteil, d.h. jeder Term eines f; enthélt ein z;, j =1, ..., n.

Aber 2,41 € U und x,41 lésst sich nicht als Summe von Termen darstellen, von denen jeder ein z;, j =1, ...

enthélt.
= U # (fi,...,fu)r- U ist also nicht endlich erzeugt.

Insbesondere kénnen Untermoduln von endlich erzeugten Moduln selbst nicht endlich erzeugt sein.

3.2.12 Definition: Exakte Sequenzen
Eine Sequenz von R-Moduln und R-Modulhomomorphismen:
C My B MBS M, B

heifit exakt bei M; < Ker(y;) = Im(p;—1)
Eine Sequenz heifit exakt, wenn sie exakt bei jedem inneren Eintrag ist.

Beispiel:
1) N % M — 0 ist exakt < Ker(Nullabbildung) = M = Im(p) < ¢ surjektiv

2) 0 — N -2 M ist exakt < Bild(Inklusion der 0) = {0} = Ker(p) < ¢ injektiv
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3.3 Endlich prasentierte Moduln
3.3.1 Definiton: Endlich prasentiert

M heifit endlich prasentiert wenn M durch ¢ erzeugt wird, also ¢ : R™ — M surjektiv ist, und Kern(p) selbst wieder
endlich erzeugt wird.

3.3.2 Lemma:

M endlich prisentiert < 3 exakte Sequenz R" ToRrm M —0

Beweis:

»2= ¢ M ist endlich erzeugt durch ¢ : R™ — M

@ ist surjektiv. = R™ —£5 M — 0 ist exakt
= 0 — Ker(¢) - R™ — M — 0 ist exakt

Da Kern(y) endlich erzeugt, 3 R™ — Kern(y)

0 —— Kern(p) R™ M 0

Damit existiert

und ist exakt.

L= Sei R* L5 R™ £5 M — 0 exakt.
=  ist surjektiv
= M ist endlich erzeugt.
Auflerdem gilt Kern(f) = Im(f)

= R" N Im(f) zeigt, dass Kern(y) selbst endlich erzeugt ist.

= M ist endlich préisentiert. O

3.3.3 Definition: Prisentationsmatrix
Die Abbildung
R L5 R
ist ein Morphismus freier Moduln und daher durch die Bilder f(e1),...,f(e,) festgelegt. Diese Bilder schreiben wir

in der Basis ey, ..., ¢, (dhnlich wie bei der darstellenden Matrix aus Lina 1) und erhalten so eine m x n Matrix
A € Mat(m x n, R) die Prisentationsmatrix von M.

Es gilt:
M =1m(e) = ¥ em(e) = () = V()

das heiit, M ist durch A vollstdndig beschrieben. Im(A) liefert alle Relationen zwischen Erzeugern ¢(e;) von M, d.h.
fiir alle Gleichungen r1p(e1) + - -+ + rimp(en) = 0, die die Erzeuger ¢(e;) erfiillen, gilt

1

€ Im(4)
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3.3.4 Satz:
M sei ein R-Modul. Aquivalent sind:

1) Jede ansteigende Kette von Untermoduln wird stationar
2) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt
3) Jede Teilmenge von Untermoduln enthélt ein maximales Element

Beweis wie bei Ringen.

3.3.5 Definition: Noetherscher Modul
Ein Modul, der die Eigenschaften aus [3.3.4] erfiillt, heiBt noethersch.

3.3.6 Proposition:
Sei
0— M M M —0
eine exakte Sequenz von R-Moduln.
M noethersch < M’, M" noethersch

Beweis:

- Behauptung:

]\]17 Ny ¢ M Untermoduln mit Ny C N27 Tl'(Nl) = 7T(N2), Z(M/) NNy = Z(M/) NNy = Ny =Ny

Beweis:

z € Ny = w(z) € m(Ny) = 7(Ny)
= 31’ € Ny : 7(z) =n(z))
= n(z—12')=0
= z— 1’ € Kern(r) = Im(4) = i(M")
Daz' € Nt C Ny, 2 € Ny

= z—2 €Ny

= x—a2 € NoNi(M") =N ni(M)
= z—2€eN,daz’emM

= reM

,& “ Seien M’, M" noethersch.

= MyCMyC--- ist eine Kette von Untermoduln in M
= w(My) Cn(My) C--- ist eine Kette in M"
= i(M)YNM Ci(M)NMyC---  ist eine Kette in M’

Da beide noethersch, stabilisieren beide Ketten.

Waiéhle n grofl genug, dass beide stabil sind

= 7(My) =n(M,) VN > n

i(M)YN My =i(M)YNM, VN >n
B My = M, YN >n
= Die Kette wird stationéar

= M ist noethersch

? = ” Sei M noethersch.

Jede Kette in M’ oder M" induziert eine Kette in M via ¢ bzw. 7!, die stationér wird, die urspriingliche deshalb

auch.

72

O



3.3.7 Lemma:
R noethersch = R"™ noethersch
Beweis: Induktion iiber n

n = 1 klar. Sei R"~! noethersch. Betrachte:

Rn—l ? R™ ™ R
U1
X
€1 ! .
: e — Uy
Tp—1 :
Tn—1 0 '
Un

1 ist injektiv, m ist surjektiv
Kern(r) =Im(i) = 0— R"' = R" — R — 0 ist exakt

da R™ !, R noethersch folgt mit Proposition R™ noethersch.

3.3.8 Satz:
Endlich erzeugte Moduln iiber noetherschen Ringen sind schon endlich présentiert.

Beweis:
M endlich erzeugt = IR™ M
Dann ist
0 — Kern(¢) = R™ = M — 0
exakt, R™ ist noethersch wegen [3.3.7]

E38 Kern(y) noethersch

£31 Kern(y) endlich erzeugt
= M endlich prasentiert

3.3.9 Korollar:
Endlich erzeugte Moduln iiber noetherschen Ringen sind noethersch.
Beweis:

Mit derselben exakten Sequenz
0 — Kern(¢) = R™ - M — 0

folgt auch M ist noethersch.

73



3.4 Der Elementarteilersatz
3.4.1 Beispiel:

Eine endlich erzeugte abelsche Gruppe (d.h. ein endlich erzeugter Z-Modul, siehe Beispiel 2) ) lasst sich durch
eine Prisentationsmatrix beschreiben (Satz|3.3.8)), z.B.:

0—78 L7t 25 G0

Sei die Matrix:

1 1 1
-3 1 1 . ~ 72 A
A= 1 3 1 dann ist G = /Kern(gp) = /Im(A)
11 -3

1 00 1 0 0 01
01 0 Zeilen 3 1 0 010
0 0 1 II—II+3I |—-1 0 1 010
0 0O mr—imnr—-1 (-1 0 0 1]0 0
VeIV -1 1 0 0
_ 0 1 0
0 0 1
1 0 0 01 O 0
3 1.0 0|0 4 4
Hsialltlelil -1 01 0|0 0 N
1T s T — T -1 0 0 1|0 Weiter mit A"= -4 0
1 1 -1 0 —4
0 1 0
0 0 1
1 0 0 0|1 O 0
3 1.0 0|0 4 4
Zeile 2 1 1 010 O 4
mr—im+1imI (-1 0 0 10 0 -4
_— 1 -1 -1
0 1 0
0 0 1
1 0 0 0|1 O 0
3 1 0 0|0 4 0
Spalte 2 1 1 0|0 O 4 4
mr—imnr—-imn (-1 0 0 1/0 0 -4 Weiter mit A’ = (4)
s 1 -1 0
0o 1 -1
0 0 1
1 0 0 01
31 0 010
Zeile 2 1 1 0/0
IVe—IV+IHo |1 1 1 1|0
_ 1
0
0
Man erhélt:
1000y /1 1 1\, | 100
31 00 -3 1 1 0 1 —1]- 0 4 0
2 1 10 1 -3 1 0 0 1 0 0 4
1 1 1 1 1 1 -3/ , 0 0 O
T %/_/
s A D

Die Elementarteiler sind 1, 4, 4.
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1%
~
1%
o)
1%

4 4
T o A ) ), =T
0 0 0 VA

das heit, die Erzeuger ey, ..., e4 von G’ gegeben durch die kanonische Basis von Z* erfiillen e; = 0, 4-e; =0, 4- e3 = 0.

4 4 4 4
G= Z/Im(A) = Z/Im(AT) = Z/Im(s—lp) = Z/Im(D) =d

Verwende die Spalten von S~! als Basis

1 0 0 O

1|3 1 0 O

s = 1 -1 1 0

1 0o -1 1

und setze

1 0 0 0
-3 _ 1 0 0
Ul - 1 bl U2 - 71 bl U3 - 1 bl U4 - O
1 0 -1 1

Dann gilt vy, 4 - va, 4 - v3 € Im(A), denn

e1, 4- ez, 4-e3 € Im(D)
= Jwi,wo, w3 €Z3: D-wi =e1, D-wo=4-€, D-w3=4-e3
= SATw, = ey, SATwy = 4ey, SATw3 = 4des
= A(Twy) = S 'ey = v, A(Twy) = 4vy, A(Tws) = 4uv3
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3.4.2 Bemerkung:
Allgemein: Sei R euklidischer Ring (bzw. allgemeiner: Hauptidealring), M endlich erzeugter R-Modul.
Wegen Satz [3.3.8ist M dann schon endlich prisentiert

L - S 0  mit A€ Mat(m x n,R)

Der Satz iiber die Smith-Normalform liefert S € Gl(m, R), T € Gl(n, R) mit

A

R" R™ M 0 d

:T T :ls ~ mit D =

R" D R™ M’ 0 dr
Dann sind die v; = 7(S~! - ¢;) Erzeuger von M mit Relationen dyv; =0, -+ , d.v, = 0.

Ist d; eine Einheit, so folgt aus d;v; = 0 schon v; = 0 und wir kénnen den Erzeuger v; streichen.

3.4.3 Definition:

1) Sei M ein Modul, U; C M Untermoduln, wir schreiben M = U; & --- @ U, falls sich jedes Element in M als
Summe von Elementen in den U; schreiben ldsst und falls aus Uy + - -- 4+ U, = 0 mit u; € U; folgt uw; = 0 V4.

2) M heifit zyklisch, wenn er von einem Element erzeugt wird.

3) T={meM|3IreR, r#0mit r-m=0} C M heiit Torsionsuntermodul.

3.4.4 Elementarteilersatz

Sei R ein euklidischer Ring (bzw. allgemeiner: Hauptidealring), sei M ein endlich erzeugter Modul.

1) vy, ..., Uy, Erzeuger von M und dy, ..., d, € R (die (nicht Einheiten) Elementarteiler),
r<m, d; ¢ R*, d; ‘ div1 1=1,....,7— 1, so dass M durch die Relationen d; - v; = 0 beschrieben wird.

2) M=U1 ®--- & U, ist direkte Summe zyklischer Untermoduln U; und
R 1>
Anders gesagt
~ R .x R m—r
M= /<d1>>< X /<dr>XR
Der Rang m — r und die Elementarteiler sind durch M eindeutig bestimmt.

Beweis:

Konstruktiv, wie in Bemerkung mit dem Smith-Normalform-Algorithmus ((3.1.3)):

m

M= Rm/Im(A) ~ M = Rm/Im(D) *R /<d1 ety drey)  * wobei Einheiten schon weggelassen werden

Fiir die Basiswechsel S, T mit SAT = D gilt v; = 7(S~1e;) sind Erzeuger von M, die d; - v; = 0 erfiillen, also

M=R o dw)
_ <’l)1> oD <Um>/<d1,vh sy drvr>
<U1>/<d1v1> B P <vT>/<d»,«Ur> D <'Ur+1> DD <'Um>

R/le X oeee X R/drR x Rm—T

1

76



3.4.5 Korollar:

Sei R euklidischer Ring (Hauptidealring), M endlich erzeugter Modul. Sei T der Torsionsmodul von M, dann 3 freier
Untermodul F C M mit M =T @ F.

Beweis:

Mit dem Elementarteilersatz [3.4.4] gilt

=00 U 2 By g By g
und

F=Uun® - &U,=R""

O
Beispiel: (Siehe Beispiel 3.4.1)
1 1 1
-3 1 1 Y/
=11 3 1| 5V
1 1 -3
G wird erzeugt von
0 0 0
1 0 0
Vg = 71 , U3 = 1 ;, U4 = 0
0 -1 1

mit4-v,=0,4-v3=0
= G = () & (v3) ® (v4)

Der Torsionsmodul T ist T = (ve,v3), T = Zy X Z4, (v4) ist frei. Statt vy kann man als freie Erzeuger auch ep oder e3
wahlen z.B. T ist eindeutig.

3.4.6 Definition: Torsionsfrei/Torsionsmodul

M heiBt torsionsfrei, wenn 7' = {0} und Torsionsmodul, wenn M = T.

3.4.7 Korollar:

Sei R euklidischer Ring (Hauptidealring), M endlich erzeugter Modul.
M frei < M torsionsfrei

3.4.8 Korollar:

Sei R euklidischer Ring (Hauptidealring). Jeder Untermodul eines freien R-Moduls ist wieder frei.

Beweis:

M frei = M torsionsfrei
= U C M enthélt auch keine Torsionselemente
= U frei

Wir kénnen die Zerlegung
~ R .o R m—r
M = /<d1>>< X /<dT>XE

aus dem Elementarteilersatz [3.4.4] noch weiter verfeinern mit dem chinesischen Restsatz:

Ist d € Rund d = p;* --- p;" eine Primfaktorzerlegung mit r; > 0, dann folgt mit dem chinesischem Restsatz
R, ~R, . @ w...xR
Ay = )

da die Ideale (p;") coprim sind. Daher folgt folgender Satz direkt aus dem Elementarteilersatz und dem chinesischen
Restsatz:
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3.4.9 Satz:

Sei R euklidisch (bzw. allgemeiner: Hauptidealring), sei M endlich erzeugter R-Modul. Dann 3 ¢ € N> und Primelemente
Pis-s Pk € R, 71, ..., € N>g mit

~R, o xRy t
M=y > iy < B
und diese Darstellung ist eindeutig bis auf Reihenfolge der Faktoren.

Da Z-Moduln abelsche Gruppen sind (Beispiel 2)) folgt insbesondere:

3.4.10 Satz: Klassifikation der endlich erzeugten abelschen Gruppen

Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe
1) G ist direkte Summe von zyklischen Untergruppen
2) 30<r<m,dy,...,dr>2,d; | diz1 Vi=1,...,7 — 1 mit:

GgZdl X~~-><ZdTXZm7T

3) 3 Primzahlen p1, ..., px und 7y, ..., 7% > 0 mit:
G%Zp? X oo prZ_k x Zm "

Dabei sind r, m, d;, p;, r; bis auf Reihenfolge (und Einheiten) eindeutig bestimmt.

Beispiel: Sei G gegeben durch die Présentationsmatrix

€ Mat(4, 2)

ggT(Eintrage) =1 = dy =1
ggT(2 x 2-Minoren) = ggt(6, 8, 36,12, 54, 72)

=2 = dy=2
geT(3 x 3-Minoren) = ggT(24, 108, 144, 216)
=12 = d3=6

det=2-3-4-18 = dy=2-18=236
Man erhélt:
1
= D=
36

:>G%ZQXZ§><Z36

6=2-3, 36=2%.32
= G X 7o X Lo X Lz X Ly X ZLg
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3.5 Die Jordannormalform
Beispiel
{Tupel (V, ) mit V K-Vektorraum, ¢ : V — V Endomorphismus} Y {K[z]-Moduln V}
wobei die Modulstruktur durch z - v = ¢(v) gegeben ist. Sei V = K™ und ¢ durch die Matrix A gegeben. Fiir f € K[z]
gilt dann f- v = f(A) - v.

3.5.1 Lemma:
Sei K™ mittels A € Mat(n, K) ein K[z]-Modul. Ein Unterraum U C K" ist K[z]-Untermodul
& A-UcCU

Beweis:
? < 7 Summen sind in U, da es ein Unterraum ist.
Klz]-Vielfache f - v=f(A)-vsindin U,da A- U C U.
"=z uelUVueU=A uelUVueU=A-UCU O

3.5.2 Lemma:

Sei K™ ein K|[z]-Modul mittels A. Dann ist:

eine endliche Prasentation von K™.
Beweis:

€1, ..., en € K™ erzeugen K™ als K[z]-Modul, denn Vv € K™ IX\; € K C K[z]: v=XAe1 + -+ A\peq

K[z]" & K"
h(z)
D2 h@) et () en = filA) e+ fu(A) - en
fo()
Behauptung:
Kern(m) wird von z; - e; — A - e; erzeugt. Dies folgt, da wir jeden Vektor (fl(;l)) durch ersetzen in einen Vektor (1) K"
iiberfithren kénnen. Damit: " ’
c fi(z) fi(z)
=0 & € Kern(r) < :ZAj(x-ej—A-ej)
Cn Jn(2) Jn(2)
Damit gilt Im(z - A,, — A) = Kern(r), die Sequenz ist also exakt und liefert eine endliche Présentation. O
Beispiel:
Sei n =3, A = (ay;). Betrachte den Vektor
72
2z +1| € K[z)?
2

Wir wollen ihn durch Ersetzungen ze; = Ae; in einen Vektor in K? iiberfithren. Dazu:
22 e+ (204+1) ea4+2-es=x-(z-e1)+2-(x-e) +ea+2-e3
=z (a11e1 + agr1ex + agres) + 2(arzer + axzex + aspes) + ez + 2e3
=a11- (- e1) + az1(wex) + asi(zes) + 2a12e1 + (2a92 + 1)ea + (2a32 + 2) e
ap1(airer + ag1e2 + azie3) + agi(a1zer + agzex + agies) + azi(aizer + aszez + azzes)
+ 2a12e1 + (2a22 + 1)ea + (2a32 + 2)e3

= (afy + a21a12 + azg1a13 + 2a12) e + (a11a21 + az1a22 + az1a23 + 2a22 + 1)eo
+ (a11a31 + 21032 + az1as3 + 2a32 + 2)es3

2
ai; + ag1a12 + azra13 + 2a12

a11a21 + ag1a22 + az1azz + 2a22 + 1 | € K3

ai1a31 + aziags + agragz + 2azz + 2
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3.5.3 Lemma:
Das K[z]-Modul K™ (mittels A) ist ein Torsionsmodul.
Beweis:
Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt x 4(A) = 0 fiir das charakteristische Polynom x4 = det(z - 1,, — A).
=xa-v=xa(4d)- v=0-v=0YveV
= v ist Torsionselement Vv € V
Bemerkung;:
Der Kern des Einsetzhomomorphismus
va: Klz] = Mat(n, K)
fr=f(4)
ist ein Hauptideal, erzeugt vom Minimalpolynom pg4.

Es gilt auch pg -v=0Vv € V, pa | xa folgt aus dem Satz von Cayley-Hamilton.

3.5.4 Lemma:
x4 zerfalle in Linearfaktoren. Dann ist K™ als K[z]-Modul mittels A eine direkte Summe.
K"=U; @ ---&® U zyklischer Untermoduln U; mit
~ K|z
U= Ko - am)
wobei x4 = [[(z — A\;)"™.
Beweis:

Bestimme die Smith-Normalform von z - 1,, — A[3.1.4]

d
D=
dn

wobel d; # 0 gelten muss, da K™ Torsionsmodul ist (Elementarteilersatz 3.4.5)
Wir zerlegen weiter mit dem chinesischen Restsatz (3.4.9) und erhalten

mit U; = K[z]/<pn> mit Primelementen p; € K|[z].

7

Es gilt:
HP: =dy---d, = det(D) = det(zl,, — A) = xa

Da x 4 zerfillt, miissen die p; von der Form p; = x — \; sein.
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3.5.5 Satz: Jordannormalform

Sei A € Mat(n, K), xa zerfalle in Linearfaktoren iiber K. Dann 3 Basis B beziiglich der A die Form

J(A1,m1)
J(Agy 18)
hat, wobei die J(Aq, r;) Jordankéstchen der Grofie r; sind,
i
J( i, ) = 1
U

die A; nicht notwendiger verschieben. Bis auf Reihenfolge ist die Darstellung eindeutig.

Beweis:

%)
Wir betrachten die Zerlegung K™ = Uy @ - - - Uy, aus Lemma [3.5.4| mit U = Kz] ((z — \g)™)

Betrachte K[m]/«x — )™ als K-Vektorraum eine Basis ist 1,7 — A, (z — \;)?, ..., (z — X)L,
Die Bilder dieser Basis unter dem Isomorphismus ¢; nennen wir vy € Uy, j =0,...,r; — 1.

(A= Xilp) - v = (2= X) - pil(z = X))
= o((z - )\z’)jH) (4 ist K[z]-linear)

_ vi(j+1) j: 1,...77’2'—2
0 j=r=r—1

Man erhalt

A — Aivg+vgrr §=0,..,1m—2
! sonst

Beziiglich der Basis {v;;} hat A

v, also die Form

i
1

und insgesamt hat A die gewiinschte Form.
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4 Korper und Konstruierbarkeit

Als bekannt vorausgesetzt:

e Definition Korper

Charakteristik
Die Charakteristik eines Korpers K, geschrieben char(K), ist die kleinste Zahl n € N5 sodass

1+1+---4+1=0
—_——

n—mal

Falls keine solche Zahl existiert setze char(K) = 0.

4.1 Konstruierbarkeit
4.1.1 Definition: Korpererweiterung / Grad

Sei L ein Korper und K C L mit den Verkniipfungen von L ein Korper, so ist K Unterkérper und K C L eine
Korpererweiterung, L ein Oberkorper.

L ist ein K-Vektorraum mit Skalarmultiplikation
KxL—1L
(k, 1) — Kkl
Man nennt
[L: K] :=dimgL
den Grad der Korpererweiterung.

Man schreibt L/ K-

4.1.2 Beispiel:
1) RCC,[C:R]=2
2) QCR, [R:Q) = oo
3) Q[vE) = {a+ 3| ab e Q}
Q [ﬁ] ist das Bild des Einsetzhomomorphismus:

p: Qz] - R
z V2

Behauptung:
Kern(y) = (22 — 2)
Angenommen z2 — 2 wére zerlegbar iiber Q, dann existieren a, b, ¢, d € Q mit
(2% = 2) = (az + b)(cz + d)
= aca® + (ad + be)z + bd
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Es folgt:

= 24 = b?

b
= 1% — 2 ist irreduzibel
= (2 — 2) ist maximal
Es gilt 22 — 2 € Kern(y)
= (2 — 2) C Kern(yp)
= (2% — 2) = Kern(yp)

= Qm/(xQ —9) ~Q [\@} ist ein Korper

[Q : Q[V2]] = 2 denn eine Q-Basis von Q["E]/<‘,][/,2 _ gy ist 1, & —2. Die Tatsache, dass Q [v/2] ein Korper ist,

kann man auch direkt sehen: Die Ringstruktur wird von Q[z] geerbt, zu zeigen ist die Existenz von Inversen.

1 a—b\/ﬁ_ a b

a+bV2 a2 —202 a2 —202 a2 — 202

V2eQ [\/ﬂ
denn a? — 2b% # 0, da /2 irrational.

4.1.3 Turmsatz
Seien K C L C M Korpererweiterungen (L ist Zwischenkérper). Dann gilt:

[M:K|=[M:L]-[L:K]
Beweis:
Sei {v;} eine L-Vektorraumbasis von M, {w;} ein K-Vektorraumbasis von L.
SeimeM = m=> lLv, l; € L
Fur [, € L gllt l; = Z kijwj mit kij ceK = m= Z kijwjvi

i3

= Die {wjv;} erzeugen M als K-Vektorraum.

Z kijwjvi =0 = Z <Z kijwj> v; =0
i J

= Y kyw;=0Vi
j
= ky=0VYi,j
= {wjv;} linear unabhéngig

{wjv;} ist also eine Basis.

Hwjoi}| = Hoid - Hwi}| = [M: K] =[M:L]-[L: K]

4.1.4 Korollar:
Ist [L : K] eine Primzahl, so hat K C L keine echten Zwischenkorper.

Beweis: Turmsatz.
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Bemerkung;:

- K CL = char(K) =char(L), denn 1x = 1p,

Ist |[K| < o0 = char(K) prim.

- Ist char(K) =0 = |K|=00

Es gibt unendlich viele Korper der Charakteristik p, z.B. Quot (Z,[z]).

4.1.5 Definition: Primkorper
K heifit Primkorper < K besitzt keine echten Unterkdrper
Sei K ein Korper
PK)= () U

UCK
U Unterkorper

ist Primkorper von K

4.1.6 Satz:
char(K) =0 & P(K)=Q
char(K) =p & P(K)=1Z,
Beweis:
Q ist ein Primkérper, Z, auch. Die charakte ristische Abbildung:
7 — K
n—n-1g
liefert uns diese als Unterkdrper von K. O

4.1.7 Lemma:
Sei K C L, ay, .., ap, € L, der Einsetzhomomorphismus:

v: Klzy,..,xn] = L

T — O

mit Im () =: K[ag, ..., ). Kaq, ..., o] ist der Durchschnitt aller Unterringe von L, die K und die «; enthalten.
Beweis:
Klai,...,ay] ist in jedem Unterring von L, der K und «; enthilt, enthalten, auflerdem ist er selbst ein solcher
Unterring. O]
4.1.8 Definition:
Sei KCL, ay,...,a, €L

K (o1, ...,0p) == m U

UCL Unterkorper
KcU
a1y €U

der kleinste Korper, der K und «; enthélt.

4.1.9 Lemma:
K(ay,...,a,) = Quot (K[ag, ..., ay))
Beweis:

K |1, ..., a) ist Unterring von L und daher nullteilerfrei. Die Inklusion

Kloq,...,on) = K (aq, ..., a)
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konnen wir auf Quot (K [, ..., a,]) fortsetzen und erhalten

Quot (K [ag,...,an]) C K (a1, ..., ap)
Andererseits ist Quot (K [, ..., ay,]) ein Unterkérper, der K und «; enthilt, also gilt auch

K (aq,...,an) C Quot (K [aq, ..., o))

4.1.10 Satz:

Sei K C L und a € L. Dann sind fquivalent:
1) 3g € K[z]\{0} mit g(e) =0
2) Kern (¢ : K[z] = K[a]: 7+ a) # {0}
3) Klo] = K(a)
4) Kla] ist Kérper

Falls 1) — 4) gilt, folgt dass der normierte Erzeuger von Kern(y,), my, irreduzibel ist.

AuBerdem gilt [K[a] : K] = deg(myg), {1, ...,ad8(m) =11 ist eine K-Vektorraumbasis von K[a].
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4.1.11 Definition:

- my, heiflt das Minimalpolynom von «

- deg(my) der Grad von «

« heiit algebraisch Sk

- Elemente a € L, die nicht algebraiSCh/K sind, heiflen transzendent Sk

Beweis: von |4.1.10

1) = 2): g€ Kern(pa)
2) = 1): g #0, g € Kern(py), mit g(a) =0
Behauptung:

Falls 2) gilt, so ist m,, irreduzibel.

Sei moy =91+ 92 = 0=mu(a) = g1(a) - g2() € L
= Ohne Einschrankung: ¢1(a) =0
= g1 € Kern(p,) = (my)
= Me | 91
=3dh: h-my=q
= Mg =h-My - G
= h-g=1
= g2 ist Einheit

Wir Vervollstdndigen den Beweis:

2) = 4) K[a] = Im(pa) & K[w]/Ker(%) - K[w}/<ma>
und (m) ist maximal, da m,, irreduzibel
= K[f]/<ma> ist Korper
= K|a] ist Kérper
4) = 2) Sei Ker(p,) = {0}
= Kla] = Im(pa) = K124 ) = K110y

ist kein Korper
4) = 3) nach Definiton

3) = 4) klar
In K[I]/<ma> bilden die Klassen von 1, z, 22, ..., z¢8(me) =1 gine K-Vektorraumbasis, also entsprechend 1, o, ..., ades(@)—1
in K[a]. O

4.1.12 Beispiel:
1) V2 € R ist algebraisch
) g 0
2) i eCist zadgebmisch/R7 deg(i) =2
3) m ist transzendent iiber Q. (ohne Beweis)
4.1.13 Definition:
K C L heifit algebraisch & Va e L: aist algebraisch/K

Falls K C L nicht algebraisch, so heiffit K C L transzendent.
Beispiel:

K C K(z) = Quot (K|z]) ist transzendent, denn die Potenzen von z erfiillen keine K-lineare Relation.
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4.1.14 Satz:
Sei K C L. Dann sind dquivalent:
1) [L: K] < o0
2) K C L ist algebraisch und 3 a1, ..,a, € L: K(aq,...,ap) =L

3) 3 aq,...,a, € L algebraisch mit L = K(ay, ..., ay)

4.1.15 Definition:
Eine Korpererweiterung, die|4.1.14] 1) — 3) erfiillt, heifft endlich.

Insbesondere gilt: Endliche Korpererweiterungen sind algebraisch.

Beweis: von [L.1.14]
1) = 2)Sei[L:K]=mn, a€L
= 1,aq,...,a" sind linear abhanglg/K

= IN€EK: Z)\iai:O
=0

n
Setze g = Z)\ixi, dann gilt g(a) =0 = « ist algebraisch
=0
Sei i, ..., ay, eine K-Vektorraumbasis von L, dann ist K(aq,...,a,) C L

und per Definition: L C K(«;,...,a,) da [ € L sich schreiben lasst als Z Ao =1l mit \; € K

= L=K(ag,...,a)

2) = 3) klar
EL3
3) = 1) [L:K]=[K(a1,...,0n) : K] =" [K(a1,...,n) : K(oq,.coyan_1)] - -+ - [K(aq) : K]
und jeder Faktor ist < oo, da jedes «; algebraisch/K ist. O

4.1.16 Lemma:

Ist K ¢ L, N C L eine Teilmenge von Elementen, die algebraisch iiber K sind, so ist K(N) = K[N] und die
Korpererweiterung K(N )/K ist algebraisch.

(Der Fall: |N| < oo folgt aus |4.1.10| per Induktion)
Beweis:
Wr zeigen, dass K[N] ein Korper ist. Dazu miissen wir ein Inverses fiir jedes g € K[N], g # 0 finden.

g ist ein Polynom in endlich vielen aq, ..., a,, € N mit Koeffizienten in K, und die «; sind algebraisch/K.

= g€ Koy, ...,on] = K(ag,...,an)
= 3g7' € K[, ...,an] C K[N]

Da K(aj, ..., ) algebraisch ist, ist g algebraisch/K und damit K[N] algebraisch/K. O
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4.2 Zerfallungskorper und algebraischer Abschlufl
4.2.1 Satz: Kronecker
Sei K ein Korper, f € K|z], f = g+ h, g irreduzibel, L = K[a:]/<g>

Dann hat f in L eine Nullstelle « (es existiert also ein « € L sodass f(a) = 0), mit

a=z]l=2+(g) € L,L = K[o]

Beweis:

f(@) = f(ia)) = [f(@)) € =Kl 7
F@) =g~k =1lg)- [} =0 (dag=0)

Das Minimalpolynom von « teilt g, da beide irreduzibel sind, sind sie bis auf konstanten Faktor gleich und damit

L= K|a].

4.2.2 Korollar:

Sei K ein Korper, f € K[z], d = deg(f) >0
1) 3 K C L, so dass f/L in Linearfaktoren zerfallt. (Das bedeutet 3¢, a1,...,a, € L: f=c(x —a1) -+ (x — ay)).
2) Sind ay, ..., aq € L Nullstellen von f, dann ist K[, ..., ag4] der kleinste solche Korper.

3) K [Nullstellen] ist bis auf Isomorphie eindeutig und heifit Zerfillungskorper von f.

Beweis:
1) Satz von Kronecker und Induktion.
2) Seien aj, ..., aq € L Nullstellen
=>f=clx—ar) - (z—aq) € Klag, ..., aq][7]

Nach Definition ist K (a1, ..., ) der kleinste Kérper, der K und die «; enthélt.

Wegen [4.1.10| (mit Induktion) gilt K[aq,...,an] = K(aq, ..., a,) da jedes a; als Nullstelle eines Polynoms in K|z

per Definition algebraisch ist.
3) f zerfalle iber L' D K, das heifit, in L' hat f d Nullstellen o, ..., /.
Dann ist wegen 2) K[af,...,a/;] ein Kérper (der kleinste in L', iiber dem f zerfallt).

Zu zeigen: Ko, ..., o] = Klag, ..., aq).

Sei f =g-h, g,h € K[z], g irreduzibel und normiert, dann hat wegen des Satzes von Kronecker f eine

Nullstelle c; in K[x]/<g> > Kloq].

Als Faktor von f zerféllt auch g iiber L’ in Linearfaktoren und die Nullstellen von ¢ in L’ sind auch Nullstellen

von f in L.

= Ohne Einschriankung o} ist eine Nullstelle von ¢ in L'.

Das Minimalpolynom von «} tiber K ist, da g(a}) = 0, ein Faktor von g und da g irreduzibel und normiert,

gleich g.
= Kloj] = Kltl = Kfay]
f hat in K[ay][z] und K[}][z] den Linearfaktor (z — ay) bzw. (z — o), f=(z — 1) - fi, f = (z — ) - f{.
Der Isomorphismus Ka;] & K[af] induziert einen Ringhomomorphismus
Klou]lz] = K[od][s]
der f festhilt (da der Isomorphismus K[ap] = K[a)] K festhélt).

Da auerdem z — ay — = — o muss auch f; auf f/ iberfiihrt werden.

Wir fiihren Induktion {iber den Grad von f und kénnen daher per Induktionsvorraussetzung annehmen, dass der
Zerfallungskorper von fi € K[az][z] (bzw. f{ € K[a4][z]) eindeutig ist, damit ist auch der Zerfallungskérper von f
eindeutig. O
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4.2.3 Korollar:
Sei f € K|[z], degxf = d, der Zerfallungskérper L von f hat hochstens Grad

L:K]<d
iber K.
Beweis:
Folgt durch sukzessives Adjungieren von Nullstellen aus [£.1.10 und [£:21] O
Beispiel:

1) Der Zerfillungskorper von z2 + 1 € R[z] ist C
2) Sei f = 2¢ — 1 € Q[z]. Uber C zerfillt f, die Nullstellen sind

2mi
d

ii=0,..,d—1

Olj:t?

die d-ten Einheitswurzeln. Die {a;} C C* sind eine zyklische Untergruppe, erzeugt von beliebigen «; mit
geT(j,d) =1, z.B. von ay.

Daher ist der Zerfallungskorper von f gleich
Qlat, ...yag—1] =Qloy] Vj
mit ggT(4,d) = 1.
3) Sei f =2 —2 € Q[z]. Q[V2] ist nicht der Zerfallungskdrper von f, denn die Nullstellen von f in C sind
a1 =2, ap =72 %, 043:\3/§~e%
Der Zerfallungskorper ist Q[ay, a2, 3] (# Q[ay] fiir jedes i).

Bemerkung;:

2

Fiir ein Polynom z? — n sind die Nullstellen von der Form ¢/n - e 77 mit j=0,1,...,d—1

4.2.4 Lemma:

Sei K ein Korper. Dann sind dquivalent:
1) V f € K[z], deg(f) > 1 gilt: f hat eine Nullstelle in K.
2) f € K[z] ist irreduzibel < deg(f) =1
3) V K C L algebraisch = K =L

4.2.5 Definition: Algebraisch abgeschlossen
Ein K, dass 1)-3) erfiillt, heiit algebraisch abgeschlossen.
Beweis: von [£2.4]

1) = 2),=¢
Sei deg(f) > 1, wegen 1) hat f eine Nullstelle « in K, der Linearfaktor (z — «v) spaltet ab
= f ist nicht irreduzibel
we
Seideg(f)=1, f=9g-h
= Ohne Einschrinkung deg(g) = 1, deg(h) =0 = h Einheit = f irreduzibel
2) = 3) Sei K C L algebraisch, « € L.
Das Minimalpolynom m,, ist irreduzibel = deg(my)=1 = my=z—«
Da m, € Klz] folgt a € K = LCK = K=1

3) = 1) Wegen des Satzes von Kronecker gibt es fiir jedes f € K|[z] mit deg(f) > 1 eine Nullstelle in
L= Ko = Kle

(wobei g ein irreduzibler Faktor von f ist), und K C L ist algebraisch
= K=L = a€ K = f hat eine Nullstelle in K. O
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Beispiel:
Q, R sind nicht algebraisch abgeschlossen, da z2? + 1 keine Nullstelle hat.

4.2.6 Fundamentalsatz der Algebra
C ist algebraisch abgeschlossen.
Beweis: in Funktionentheorie, bzw. spéater

Fiir K wollen wir die Existenz des algebraischen Abschluss K zeigen. Zur Vorbereitung:

4.2.7 Lemma: Zornsches Lemma

Sei (M,<), M # @, partiell geordnet. Besitzt jede Kette in M eine obere Schranke, so besitzt M ein maximales
Element.

Das Zornsche Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom und zum Wohlordnungssatz (Lineare Algebra).

4.2.8 Proposition:
Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann 3 maximales Ideal m mit I C m C R
Beweis:

Sei M ={J C Rldeal, I C J}, M # @,da I € M. M ist beziiglich C partiell geordnet. Sei K eine nicht-leere Kette in
M, setze S= |J J
JEK

Behauptung: S € M

Da die Kette nicht-leer ist, gibt es J € K und I C J C S. Seien z,2' € S, r € R. Dann 3J,J' € K mit z € J, 2/ € J',
ohne Einschrankung J C J’, da K total geordnet.

= z+2 €J CS. Auflerdemr-zeJCS

= S ist ein Ideal.

Wire S = R, so gébeesein J € K mit 1 € J 4

= SCR = ScM.

Damit besitzt K eine obere Schranke. S € M = M besitzt ein maximales Element m.

Es gilt I C m, da m € M. Wére m kein maximales Ideal, so gébe es ein Element in M echt gréfler m 4 zur Maximalitat
von m in M

= m ist ein maximales Ideal, das I enthalt. O

4.2.9 Proposition: Artin

Sei K ein Korper. Dann 3 algebraische Korpererweiterung L O K, so dass jedes nicht-konstante Polynom f € K[z] eine
Nullstelle in L hat.

Beweis:

Sei A = K [I]/K die Menge aller nicht-konstanten Polynome. Betrachte
R= Kz | f € Al
den Polynomring mit Variablen fiir jedes f € A. Betrachte:
I={f() | f€A) C R
f(zr) entsteht aus f(z) € A, indem wir die Variable umbenennen als z;.
Die Erzeuger von I héngen also von verschiedenen Variablen ab. Angenommen, I = R. Dann 3 fi,....,fx € A,
Gls-s g € R:

k
A= Z gifilaz) (%)

Im Zerfallungskorper L' von f = fi - - f € K|[z] wihlen wir fiir jedes f; eine Nullstelle ;.
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Wir wenden den Einsetzhomomorphismus

p: R— I
Xfy =
=0 f#[;
auf (*) an und erhalten

k k k

A= wlgfilelas)) =Y wlgilfilad) =D plg)-0=0 ¢

i=1 i=1 i=1
= I C R. Wegen m 3 ein maximales Ideal I C m C R. Setze L = R/m7 dann ist L ein Korper mit K C L.
Fir f € K[I]/K J eine Nullstelle in L, da f(zy) € I Cm = [f(z)] =[0] = f([zf]) =0 = [zf] ist Nullstelle.

Noch zu zeigen: L ist algebraisch.

Da f([z¢]) = 0 ist [zf] algebraisch. Aus [4.1.16| folgt dann, dass L = K[‘Tf]/m = K[[zf]] algebraisch ist. O

4.2.10 Satz:
Jeder Korper besitzt einen algebraischen Abschluss K.

Beweis:

Setze Ky = K und konstruiere mit 4.2.9| Ky C K3, so dass jedes Polynom in Ko[ﬂ?]/KO in Ki eine Nullstelle hat.

Konstruiere rekursiv:

K()CKlCKQC"‘
und setze K := |J K;.
=0

Behauptung: K ist der algebraische Abschluss von K.

Sei o, 3,7 € K, dann 3 K; mit o, 3,7 € K;, da die K; eine Kette bilden.

Die Korperaxiome fiir «, 8,7 ((a 4+ 8)y = ay + S usw.) gelten also, da sie in K; gelten.
= K ist ein Kérper, es gilt K C K.

stac K3K;: acK; = « algebraisch/K = K algebraisch/K

: Klz] .
Sei f € [ ]/K'
f hat endlich viele Koeffizienten = 3 K; : f € K M/KZ Dann hat f nach Konstruktion eine Nullstelle in K;,; C K.

= K ist algebraisch abgeschlossen. O
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4.3 Konstruktion mit Zirkel und Lineal
4.3.1 Definition:
Wir identifizieren R2 = C.

k(a, r) bezeichne den Kreis um a mit Radius r. a € C, r € R

9(p, q) bezeichne die Gerade durch p und ¢ € C

4.3.2 Definition: Konstruierbare Punkte
Sei M cC,0,1€ M.

G(M) := Menge aller Geraden durch 2 Punkte von M
K(M) := Menge der Kreise mit Mittelpunkt aus M und Radius := Entfernung zweier Punkte von M
A(M) := Menge der Schnittpunkte zweier Geraden

={z€C[3 g, € GIM), g1 # g2, 2 € 1 N g2}

B(M) := Menge der Schnittpunkte einer Geraden mit einem Kreis
={2e€C|3ge GM), ke K(M), z€ gNk}

C(M) := Menge der Schnittpunkte zweier Kreise
={z2€C |3k, ko€ K(M), ki # ko, z€ k1 Nky}

Wir definieren weiter:
M = AM)JUB(M)U C(M)
und rekursiv:

M()::M, Mle/, M2:M117---

Wobei
MyC M, C...
Man definiert
M= M,
n>0

M ist die Menge der aus M konstruierbaren Punkte.

4.3.3 Satz:

M ist ein Unterkérper von C.

Beweis:

Behauptung: (M, +) ist eine Untergruppe von (C, +).

M # @. Seien 2,2/ € M. Falls z=2' = z+ 2 € k(z|2))Ng(0,2) c M

22 =2+ 2

0

Falls z # 2 = 242 €k(z |Z|)Nk(Z,|2]) € M
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—z € k(0,]2]) N g(0,2) C M

Behauptung: (M\{0},-) ist Untergruppe von (C\{0},-)
Dazu:
1) 2,2 € M\{0} NRsy = z' € M\{0}
2) z€ M\{0}NRso = e i\{0}
3) z€ M\{0}NRsy = i-z€ M\{0}
4) z€ M\{0} = |2|,Z,Re(2),Im(z) € M
5) A€ Rsg, z€ M\{0} = X\ze M\{0}
Dann folgt:
- M\{0}
Gilt, da 1 € M\{0}
- z-2 € M\{0}
Sei 2,2/ € M\{0} beliebig:
z- 2 =Re(z) - Re(') — Im(2) - Tm(2') + i
(Im(2) - Re(z) + Re(2) - Im(z)

Da Produkte aus |Re(2)], |[Re(2')|, [Im(2)|, |Im(2")| wegen 1) in M\{0} sind und Negative da (M,+) Untergruppe

von (C, +) ist, und ein Produkt von o mit einer Zahl aus M\{0} in M\{0} ist wegen 3) folgt z - 2’ € M\{0}.

- 1 € M\{0}
% _ # 7€ I\{0)
denn \%I € M\{0} wegen 2)
I%I - ﬁ wegen 1)
Z € M\{0} wegen 4)
und reelles Vielfaches einer Zahl in M\{0} wegen 5). O
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3)

- Lot fillen auf 1, 2/ abtragen liefert P
« Lot féllen auf z
« Schnittpunkt von ¢(0, P) mit Lot auf z sei Q

Dann gilt |2Q| = 22’ wegen Strahlensatz.

+ Lot féllen auf z, 1 abtragen liefert P
+ Lot fallen auf 1
+ Schnittpunkt von ¢(0, P) mit Lot auf 1 liefert .

Dann gilt [1Q| = g wegen Strahlensatz.

Falls z > 1

Falls z < 1

< i-z€g(0,9) Nk0,|z]) € M\{0}
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4) - |2l € k(0,]2) N g(0,1) € M\{0}
« Re(z) = Lot von z auf ¢(0,1)
« Im(z) = Lot von z auf ¢(0, 7)
(i € M\{0} wegen 3))
« Z = Spiegelung von z an ¢(0, 1)

5) « [X-z| =X |z] € M\{0} wegen 1), 4)
c A-z€k(0,X-]2]) Ng(0,2)
Bemerkung: Q C M, da man iiber die Strahlensitze jedes bekommt.

4.3.4 Definition:

1) Eine Korpererweiterung K C L heifit quadratisch abgeschlossen in L

= VacLmtao?eKgiltac K

2) K C L heifit Quadratwurzelerweiterung

& Jag, .o, € Lmit L= K(ay,...,a), a2 € K(ag,...,a; 1), a; € K(ag, ..., 1)

Bemerkung;:

Der Grad einer Quadratwurzelerweiterung ist eine Zweierpotenz.
Beispiel:

R C C ist nicht quadratisch abgeschlossen, denn 2 = —1 € R, i € R.
R C C, Q C Q(v/2) sind Quadratwurzelerweiterung.

4.3.5 Satz:

M ist quadratisch abgeschlossen in C.
Beweis:

Sei z€ MNRw, 2z > 1:

Konstruiere mit dem Kathetensatz a mit 1-z = a?> = /z=a € M:

FARNY

SeizeMmR>0,z<1:>§>1:>\/geMéﬂ:ﬁeM



Sei z=r-e"Y € M = +\/r-¢e'% € M, denn /7-¢'% € k(0,/7) N g(0,2+|2]) C M

z+ |2

4.3.6 Satz:

€M & IQMUM)C LCCmitze Lund K =Q(MUM) C L ist Quadratwurzelerweiterung

Wobei M = Menge der komplex konjugierten Elemente von M.

Insbesondere:

z€M = [Q(z): Q] =2" ist Zweierpotenz

Beweis:

= “SeiQMMUM)CLCCmitze€ Lund K=Q(MUM) C L sei Quadratwurzelerweiterung.

= L= K(O{l, ...,Oén), 047,2 S K(al,...,ai_l).
Induktion tiber n:

n=>0 c L=KcCcM
n—1— n: Nach Induktionsvorraussetzung gilt: K(aq, ..., 1) C M

ai € K(ag, ...,ap—1)
= aleM

= a, € M, da M quadratisch abgeschlossen
= LCM

= zeM

Wir verfolgen die Konstruktionsschritte, um z zu erreichen und adjungieren die neuen Elemente schrittweise zu
K:Q(MUM) dazu, K =Ky C Ky C ---

Schneiden wir zwei Geraden, so erhalten wir die Koordinaten (Re(z), Im(z)) des Schnittpunkt z durch ein lineares
Gleichungssystem iiber K.

Dies lasst sich iiber K schon losen und wir miissen nichts dazu adjungieren.

Schneiden wir eine Gerade mit der Gleichung y = ma+b mit einem Kreis mit der Gleichung (z—ay )%+ (y—a2)? = r2,

so erfiillt « die quadratische Gleichung;:
f=@—a)’+(mz+b—a)?—r*=0

Falls f irreduzibel Ve adjungieren wir eine Nullstelle dazu und erhalten :

KiJrl = KZ[I]/<f> mit [Ki+1 : Kz] =2
Falls f reduzibel JK ist, ist K;11 = K. Schneiden wir zwei Kreise mit den Gleichungen:

(z—a)’ +(y = b1)* = rf

(z—a)’+ (y—b)* =13
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ersetzen wir zunédchst die zweite Gleichung durch die Differenz beider:
2(a; — ag)z 4+ 2(by — bp)y = —r2 + 13 + a® + b2 — a3 — b3

Dies ist eine Geradengleichung. Wir haben also wie vorher jetzt eine Kreis und eine Geradengleichung und
verfahren wie im Fall vorher.

Wir erhalten schliefilich L im letzten Konstruktionsschritt als Quadratwurzelerweiterung von K mit z € L. O
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4.3.7 Korollar:

Wiirfelverdopplung (also die Konstruktion eines Wiirfels mit Volumen 2 ist durch Konstruktion nicht maéglich.
Beweis:

Um einen Wiirfel des Volumens 2 zu konstruieren, miissen wir die Kantenléinge o = /2 konstruieren.
Behauptung: m, = 7> — 2 € Q[z] ist Minimalpolynom

Wire m,, reduzibel, m, = g - h mit deg(g) > 0, deg(h) > 0, dann folgt, da deg(g) + deg(h) = deg(m,,) = 3.
Ohne Einschrankung sei deg(g) =1

= g ist ein Linearfaktor

= Die Nullstelle von ¢ (die auch Nullstelle von m,, ist) muss in Q sein.

Aber die Nullstellen von m,, sind:

\3/57 \3/5 82;”., \3/5 e4§i
und keine davon ist in Q.
Damit gilt Q(4/2) & Q[I]/@c:z —9) und [Q(¥/2) : Q] = 3.

Wiire o konstuierbar, also o € M, so giibe es nach eine Quadratwurzelerweiterung Q C L mit Q € Q(¥/2) C L,
aber [L: Q] =2". 4 da 312. O

4.3.8 Bemerkung:

m ist transzendent/K (Beispiel |4.1.12[3)). damit auch /7.

= Ein Quadrat der Fliche m = Kreisflache eines Kreises von Radius 1 ist nicht konstruierbar
= Die Quadratur des Kreises ist nicht moglich.

In Korollar war es wichtig die Irreduzibilitit von z3 — 2 zeigen zu kénnen. Fiir weitere Aussagen dieser Art:

4.3.9 Satz: Eisenstein-Kriterium

Sei R faktoriell, f € R[z] \ R primitiv.

3 p € R prim mit p | ag, ..., an—1 p*t ap = f irreduzibel in R[z].
Beweis:

Sei f=g-h,

k 1
g:Zbixi, h:chxj
i=0 §=0

Falls k=0,soist g € R, g | a; Vi.
= g € R*, da f primitiv.
Genauso folgt h € R* falls [ = 0.
Sei k,1>0.Da f=g-h gilt
ay = Z bicj fir k=0,...,n
iti=k
p | ap = boco, da p prim folgt ohne Einschrinkung p | by. Da p? { ag folgt p 1 co.
Behauptung: p | b; Vi =0, ...,k
Per Induktion, p | by gilt. Es gelte p | by, ..., b;—1. Da
a; =boci + bici—1+ -+ bico

= biCO = a; — boci— s — bi_lcl
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und alle Summanden rechts werden von p geteilt.

= p | bico, da p prim und p{ ¢o folgt p | b;.

Damit folgt p | a,, = bicy.

= p| ag,...,an § zu f primitiv. O
Beispiel:

f=2a°—4x+2 € Z[z] \ Z ist primitiv, 2 | ag, ..., an_1, 221 ap = f ist irreduzibel.

4.3.10 Satz:
Sei R faktoriell, f € R[z]\R.

f ist irreduzibel in R[z] < f primitiv in R[z] und irreduzibel in Quot(R)[x]

Beweis:

Wegen des Satzes von Gau$ (2.1.1)) ist R[z] faktoriell, Quot(R)[x] ist auch faktoriell, daher sind irreduzibel und prim
dquivalent.

Sei f primitiv in R[z] und irreduzibel in Quot(R)[z]

= f irreduzibel in R[z].

Sei f irreduzibel in R[z], f = ¢ - h mit g, h € Quot(R)[z]. Wie in Lemma 2) schreiben wir g und h als
g=c-p, h=d-p

mit p, ¢ € R[z] primitiv und ¢, d € Quot(R).

Wegen Lemma [2.1.5]ist p - ¢ primitiv.

éfz(c-d)-p-qm:;ﬂ(c-d)ER

Diese Gleichung ist also in R[z], und f ist irreduzibel in R[z]

= Zwei der drei Faktoren (cd), p, ¢ sind Einheiten.

Dann folgt ohne Einschriankung g = ¢ - p ist Einheit in Quot(R)][z].

= f ist irreduzibel.

f muss primitiv sein, da fiir einen Teiler e € R\ R* aller Koeffizienten f = e - { sonst eine Zerlegung in Nichteinheiten
ware. O
Beispiel:

1° — 4z + 2 € Qlz] ist irreduzibel .

4.3.11 Satz:

Sei e transzendent /Q’ dann ist die 3-Teilung des Winkels ¢ nicht mdglich.

Beweis:
Sei z = €. Das Bild des Einsetzehomomorphismus

v Q] = Q

Tz

ist isomorph zu Q[z], da n.V. z transzendent, also keine algebraische Gleichung erfiillt, also Ker(yp) = {0}.
= Ql7] ist faktoriell und z € Q[2] ist prim.
Betrachte f = 2° — 2 € Q[z][z] f ist primitiv, z teilt alle Koeffizienten aufier a,,, 22 { ag
@f ist irreduzibel in Q[z][z]
@f ist irreduzibel in Qout(Q[z])[z] = Quot(z)[z]

= 2% — z ist Minimalpolynom von e¥ und [Q(z) (e%’) : Q(z)] = 3. 4 zul4.3.6| (Quadratwurzelerweiterung). O
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4.3.12 Beispiel:

Das regelméfige 5-Eck ist konstruierbar.

2mi

Zunéchst: Flir z = €5 und f =

x

;:11 =zt + 23+ 2% + 2+ 1 gilt f(2) = 0. Fiir

v Z]z] = Z|x)

r—=x+1
gilt
5. e
PP ES IS S Al
U= T ooz 4+1-1 T
145z + 1022 + 102% + 5z +2° — 1

X
=54 10z + 1022 + 52° + 2*

Da ¢ Isomorphismus gilt f irreduzibel < ¢(f) irreduzibel.

Da 5 | alle Koeffizienten auler a,,, 5% { ay folgt mit Eisenstein (4.3.9) (f) irreduzibel.
= f irreduzibel

= Das Minimalpolynom von z ist f und hat Grad 4.

Wir kénnen also keinen Widerspruch zu Satz erzeugen. Um die Konstruierbarkeit zu zeigen, missen wir ein
Konstruktionsverfahren angeben:

e Zwei aufeinander senkrechte Geraden durch den Mittelpunkt eines Kreises.
e Halbiere Radius erhalte @
e Viertele Radius erhalte P

2R
N

e Kreis mit Mittelpunkt P durch @ schneidet Gerade [ in Punkt R

®

e Die Strecke durch R orthogonal zu [ ist die Diagonale eines regelméfligen 5-Ecks, trage ihre Lange 5 mal ab

e
A

l l
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Behauptung: Die Konstruktion funktioniert

Wir konstruieren die Léngen:

Man erhalt

In einem regelméfBigen 5-Eck gilt:
Innenwinkel = @ = 72°, Aulenwinkel = 180° — 72° = 108°.

Sei a die Seitenldnge, d die Diagonalenlédnge.

S

Wir erhalten fir die Winkel:

180° — 108°
a=——(F—= 36°

8 =108 —2-36° = 36°

= AABD, ACDF, AAEF sind dhnlich.

CF—q d— 4D _4E _ a
= CF =0 =45~ % — T

Durch Losen dieser quadratischen Gleichung fiir d in a erhalten wir
a=3 (1+v5)

Fiir die Hohe h = DU gilt dann

2 2 2

2_ 52 @ @
W=d 4 4 4
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Weiter gilt MU = h — 1 und in AAUM:

a2 a2
1:— — 2:— 2—
(1= 2]
a2 0/2
a2

Z(6+2\/5)—a 5425+ 1

Daraus folgt:

= %2(6+2\/5)—a\/5+2\/5:0

3+V5

= 4 - 54+2V5=0
= a-3+2‘/5: 5+2V5

25426 2v5+4253-46) 1 1 _\/10—2\/5_\/5—\/5
> === 7 —5\/(5+2\/5)(14—6\/5)—5\/10—2\/5— TR 5

Fiir k£ gilt damit:

2 2 10 — 2
k2:a2_d7:a2_ai(6+2\/g):a2 <O\/5>

4 16 16
_5—V5 10-2V5
T2 16
60205
- 2-16
30105
16
25—-10v5+5
B 16

2

_ (545
B 4
also haben wir fiir £ die richtige Lange konstruiert.

4.3.13 Satz:

Das regelméafige 9-Eck ist nicht konstruierbar.
Beweis:

Angenommen ¢35 € M (fir M = {0,1}).

—27i 27i

= a:e%JreT:?oRe(eT)EM

ﬁ&

\/

Man erhélt:

3 27 27 —27i —2mi 27 —27i
a>=e€e3 +3¢9 +3e79 +e 3 =3a+e3 +e 3 =3a—1
—_——
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Sei f=2%—-3z+1€Zz] = f(a)=0
Behauptung: f irreduzibel
Wire f = g-h = (c12 + co)(do® + dyz + dp)
= cdyp=1= ¢y € 2" ={£1}
und cidp =1= ¢y € 2" ={£1}
= Die moglichen Linearfaktoren sind + (z 4+ 1), aber =+ 1 sind nicht Nullstellen von f 4

Mit [4.3.10| folgt f € Qlz] ist irreduzibel.

= f ist Minimalpolynom von a
= [Q(a) : Q] =3 ¢
wegen Satz [4.3.6]
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4.4 Die Galoisgruppe
4.4.1 Definition:

Sei K C L eine Korpererweiterung. Ein K-Automorphismus ist ¢ : L — L mit ¢|x = idk.

Beispiel:

Sei R C C, dann ist die komplexe Konjugation ein R-Automorphismus von C.

4.4.2 Bemerkung:
Jeder Automorphismus von K ist ein P(K)-Automorphismus fiir den Primkérper P(K), denn
o(l)=1 = p(a-1)=a-1=aVa€eZ

falls P(K) = Q auerdem

4.4.3 Lemma:

Sei K C L, ¢ ein K-Automorphismus. Dann ist ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus.

Falls [L : K] < o0, ist ¢ K-Vektorraumisomorphismus.

Beweis:

o(lh + k) =o(ly) + p(k) fur l; € L, da ¢ Kérperautomorphismus. Sei A € K, [ € L, dann gilt
(M) = p(A\)p(l) = A- o)

(* Da ¢ Korperautomorphismus). Da ¢|x = idg. Als Kérperautomorphismus ist ¢ injektiv.

Falls [L: K] < o0 = dimg(L) < oo folgt damit, dass ¢ Isomorphimus ist.

4.4.4 Definition: Galoisgruppe
Sei K C L eine Kérpererweiterung.

Autg(L) ={p € Aut(L) | ¢|x =idk}
heilt die Gruppe der K-Automorphismen von L oder die Galoisgruppe von K C L.
Beispiel:
Fiir R C C gilt

Autg(C) = {id, konj} = Z,
denn fiir ¢ € Autg(C) gilt

—1=p(=1) = p(i*) = p(i) - (i) = p(d)
= (i) € {£1}

4.4.5 Definition: Fixkorper und Fixgruppe
Sei K C L eine Korpererweiterung und U C Autk (L) eine Untergruppe. Dann ist
Fix(U):={a€L|yla)=aV ¢ U}
der Fixkorper von U, K C Fix(U) C L.
Fiir einen Zwischenkorper M, K C M C L ist
Autp (L) C Autg (L)

die Fixgruppe von M.
Beispiel: R ¢ C
U ={id} C Zy, Fix(U) =C, Fix(Z;) =R
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4.4.6 Proposition:

Sei K C L, f € Klz], ¢ € Autg(L).

Dann bildet ¢ die Nullstellen von f auf die Nullstellen von f ab.
Beweis:

Sei f = apz™ + -+ a9 € K|z, seien ay, ..., a,, die Nullstellen von f. Es folgt:

0=0(0) = ¢(f(e)) = planai + -+ a0) = anp(i)" + -+ + ao = fp(e))

4.4.7 Lemma:

Sei K C K[aq, ..., ay] algebraisch. ¢ € Autg (Ko, ..., o)) ist eindeutig durch die Bilder ¢(a1), ..., p(a,) festgelegt.
Beweis:

Fir r = 0 ist ¢ = idg. Induktion nach 7.

Sei | € K|ay, ..., ], dann ldsst sich [ schreiben als
l:cdaf—i—---—i-clar—&-co
mit ¢; € Klag, ..., a1

= o(l) = plea)plar)? + -+ p(c)p(ar) + p(co)
ist eindeutig bestimmt durch die ¢(«;), da die ¢(¢;) durch ¢(ay), ..., p(a,—1) nach Induktionsvorraussetzung eindeutig
bestimmt sind. 0
4.4.8 Proposition:

Sei f € K[z] mit Zerfallungskorper L. Seien aj, ..., ay, die Nullstellen von f. Dann ist Autg (L) C S, = S({aa, ..., an}).
Die Operation:

e Autg (L) X {aq, ..., an} = {a1, ...,an}
@i = (p, ) = (o)
ist treu.
Beweis:
Nach gilt ¢(a;) = o, wir kénnen ¢ also mit einer Permutation der «; identifizieren.
Nach [£:4.7)ist ¢ durch die Permutation eindeutig.
Gibt es ein «; so dass Vi gilt
p(ai) = a
so folgt ¢ = id. Also ist die Gruppenbildung treu. O
Beispiel:
Sei f = 2® — 2 € Q[z], L = Qlo, ay, az] mit aj = /2 %5 7.
Es gilt [L: Q] =6, denn Q C Q (¥/2) C L, [Q(\s/i) Q] =3,Q(V2) # L,
f/z _ A€ Q (V/2) [2] ist Minimalpolynom von as € L.
Autg(L) = S3, da f keine mehrfache Nullstellen hat.
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4.4.9 Proposition:
Ist K C L endlich, so gilt

|Autx(L)| < [L : K]

Beweis:

Sei L = Ko, ..., o), sei f; das Minimalpolynom von «; iiber Klay, ..., aj_1].

Die Inklusion ¢g : K — L ist der einzige Kérperhomomorphismus K — L, der K festhalt.
Sei ¢j—1: Klon,...,aj—1] — L ein Kérperhomomorphismus, der K festhélt.

Behauptung:

3 hochstens deg(f;) Kérperhomomorphismen

mit
‘Pj|K[a1,...,aj,1] = ¥i-1
Wie in ist ¢; durch das Bild ¢;(«a;) festgelegt, und ¢;(e;) muss eine Nullstelle von ¢;_;(f;) sein, denn fiir
fi=ca"+ 4o
mit ¢; € Koy, ..., a5-1] gilt:

pi—1(f)(pilay) = pi—1(er)pi(ag)” + -+ pj-1(co)
= Sﬁj—l(cra; + .4 CO)

= pj-1(fi(ay))
~0

Wir bekommen damit insgesamt hochstens

Moglichkeiten fiir Elemente in Autyx(L). Es gilt:

[L: K] =[K(a1,...,a0) : K]
=[K(a1,..,an) : K(ag,.yan_1)]- -+ - [K(a1) : K]
= [Taes(s)
also folgt die Aussage. O

4.4.10 Korollar:
Sei f € K|[z], L Zerfallungskérper. Dann gilt

|Autx(L)| < [L: K]

und Gleichheit, wenn jeder irreduzible Faktor von f keine mehrfachen Nullstellen hat.
Beweis:
Wie im vorherigen Beweis durch Adjunktion der Nullstellen von f.

Jedes Minimalpolynom f; ist ein Teiler des Minimalpolynoms m,,; von «; iiber K. Da

f:c.mal...ma

n

iiber K die Zerlegung in irreduzible Faktoren ist, und die m,,; nach Voraussetzung keine mehrfachen Nullstellen haben,
haben auch die f; keine mehrfachen Nullstellen und wir haben in jedem Schritt zur Konstruktion der Elemente von
Autk (L) die volle Auswahl. O
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4.5 Normale und separable Korpererweiterung
4.5.1 Definition: Normale Korpererweiterung

Eine algebraische Korpererweiterung K C L heifft normal, wenn jedes irreduzible Polynom ¢ € K{z] mit einer Nullstelle
in L schon iiber L in Linearfaktoren zerfallt.

Beispiel:

1) QcQ (\3/5) ist nicht normal, da 23 — 2 € Q[z] irreduzibel ist, aber fiir die weiteren Nullstellen gilt:

\3/562gi, NoTaa ZQ (\3/5)

2) R C C ist normal, da jedes irreduzible Polynom in R[z] tiber C in Linearfaktoren zerfallt.

4.5.2 Lemma:

Sei ¢ : K = K', L Zerfallungskérper von f € K[z, L' Zerfillungskérper von o(f) € K'[z].
Dann 3 U : L — L' mit ¥|g = ¢

Beweis:

Induktion nach d = deg(f).

Fird=1ist L=K, L' =K', ¥ = ¢.

Sei d > 1, sei ay eine Nullstelle von f mit Minimalpolynom ¢ € K[z]. g ist ein irreduzibler Faktor von f, und ¢(g)
damit ein irreduzibler Faktor von ¢(f).

Da L' Zerfallungskorper von ¢(f) 3 of € L' mit ¢(g)(a) = 0.
p1: K] = K[x]/<g> = K’[x]/w(g) = K'[ou]

ist ein Isomorphismus mit ¢ |x = .

Bs gilt f = (z — 1) - fi mit deg(fi) < d und () = 1 () = (& — a4) - 1 (1) € Kad][s].
Damit ist L Zerfallungskérper von fi € K[oy][z] und L’ Zerfallungskorper von o1 (fi) € K'[a)][z].
Per Induktion kénnen wir ¢ zu

U: LI

fortsetzen. 0

4.5.3 Proposition:

Sei L = Zerfallungskorper von f € K[z] dann ist K C L normal.

Beweis:

Sei L = K|ay, ..., a,] mit Nullstellen aq, ..., o, von f.

Sei g € K|[xz] irreduzibel mit Nullstelle 8 € L, und M der Zerfallungskorper von g € L[z].
Sei v € M eine Nullstelle von g. Da g irreduzibel ist gilt:

K18 = Kltl ) = ko)

mit Isomorphismus ¢ : K[3] = K[y] und ¢|x = idg.

L[v] = K[¥][aa, .., ] ist Zerfdllungskorper von f € K[v][z].

Genauso ist L = L[y] = K[S][aa, ..., ] Zerfallungskorper von f € K[3][z].
Wegen [£.5.2] lasst sich ¢ zu einem Isomorphismus

U: L— L[y

erweitern. Da L C L[y] folgt L = L[] und v € L. O
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4.5.4 Proposition:

Eine endliche Erweiterung K C L ist normal

& L ist Zerfallungskorper eines Polynoms f € K|z

” = ” m
7 = 7 Jalgebraische a; € L mit L = Koy, ..., ay)].

Sei g; € K[z] das Minimalpolynom von «;. Da K C L normal und g; die Nullstelle «; € L hat, zerfallt g; iiber L
in Linearfaktoren.

Damit ist L der Zerfillungskorper von f =gy - -+ - gp. O

4.5.5 Korollar:

Ist K C L eine endliche, normale Korpererweiterung und K C M C L ein Zwischenkorper, dann ist auch M C L
normal.

Beweis:

Wegen ist L der Zerfallungskérper von f € K[z] C M|z]. O

4.5.6 Definition:
1) Ein irreduzibles Polynom heifit separabel, wenn es keine mehrfachen Nullstellen im Zerfallungskorper besitzt.
Ein Polynom heifit separabel, wenn seine irreduziblen Faktoren separabel sind.
2) Eine algebraische Korpererweiterung K C L heifit separabel, wenn fiir jedes a € L das Minimalpolynom m,,
separabel ist.
4.5.7 Lemma:
Sei f € K[z], K C L, a € L « ist mehrfache Nullstelle von f < f(a) =0 und f'(a) =0
Beweis:
Sei f=(z—a)™ gmit g(a) 0= f =(z—a)™ 1 (mg+ (z—a)g).
=" m>2= f(a)=0

7 <7 Da g(a) # 0 ist f'(@) =0 nur wenn m —1 > 1. O

4.5.8 Lemma:
Ein irreduzibles f € K[z] hat eine mehrfache Nullstelle
s =0
Beweis:
7 =7 Sei « die mehrfache Nullstelle, dann gilt f'(«) = 0.
Da deg(f’) < deg(f) und f das Minimalpolynom von « ist, folgt f = 0.
7 <7 Wenn f' = 0 gilt insbesondere f/'(«) = 0 fiir jede Nullstelle @ von f und damit hat f eine mehrfache Nullstelle
nach [4.5.7 ]
4.5.9 Lemma:
Ist K C L separabel und K C M C L ein Zwischenkorper, dann sind auch K € M und M C L separabel.
Beweis:
Fir K € M nach Definition.

Das Minimalpolynom von « € L iiber M ist ein Teiler des Minimalpolynoms {iber K, daher auch M C L. O
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4.5.10 Proposition:

Sei char(K) = 0, dann ist jede algebraische Korpererweiterung K C L separabel.

Beweis:

Sei a € L, m, € K[z] das Minimalpolynom, m, = 2" + ap,_12" "1 + -+ + ap.

Da n # 0 gilt m/, = nz" "1 +---#0

= m, hat keine mehrfache Nullstelle wegen [£.5.8] O

4.5.11 Korollar:

Sei char(K) = 0, dann ist jedes Polynom separabel.

Beweis:

Sei f = ¢fy - - - f, die Zerlegung in irreduzible Faktoren. Wie eben gilt f/ # 0.

= f; hat keine mehrfache Nullstelle wegen [4.5.§]

= f ist separabel. O
Beispiel:

Sei K = Z,(t) der Kérper der rationalen Funktionen iiber Z,,.

Dann ist f = 2? — ¢t € K|[z] irreduzibel, denn f ist irreduzibel in Z,[t][z] : Z,[t] ist faktoriell, ¢ € Z,[t] ist prim, t | ao,
2} ag, f ist primitiv, also folgt die Irreduzibilitit mit Eisenstein 4.3.9,

= f ist Minimalpolynom von [z] in K[x}/<f> =L.
(Erinnerung: f([z]) = [an][z]" + -+ + [a0] = [an2" + -+ + ao] = [f(z)] = [0])
K C L ist nicht separabel, denn f ist nicht separabel: f hat eine mehrfache Nullstelle, da f’ = pzP~! = 0 (4.5.8)
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4.6 Endliche Korper
4.6.1 Satz:

Sei F' ein Korper mit endliche vielen Elementen. Dann 3 p Primzahl mit char(F) = p, |F| = p” wobei r = [F : Z)] < o0
und Z, der Primkérper P(F') ist.

Beweis:

P(F) = Z, und char(F) = p wegen Satz F ist endlicher Z,-Vektorraum, also [F : Zy] = r < 00

= F = (Z,)" als Z,-Vektorraum

= |F|=p" O
Beispiel:

2% + 7 + 1 € Zy[z] ist irreduzibel, denn die einzigen Polynome vom Grad 1 in Zy[z] sind 2 4+ 1 und = und 2 + z + 1 ist
kein Produkt mit diesen Faktoren.

= Fy = z [x]/<x2 +z+1) ist ein endlicher Kérper mit 22 = 4 Elementen der Charakteristik 2.
Seine Verkniipfungstabellen sind:

+ ‘ T r+1

0 1

. 1 T r+1
0 0 1 T r+1

1 1 T z+1
1 1 0 r+1 T

T T z+1 1
T T x+1 0 1 o4l | za1 1 .
z+1 | z+1 T 1 0

4.6.2 Definition: Frobeniushomomorphismus
Sei char(L) = p.

Fr: L — L

ar aP

heifit Frobeniushomomorphismus und ist Kérpermonomorphismus, fiir L endlich Automorphismus.

Beweis:

Fiir a,b € L ist
Fr(a-b)=(a-b)? =a?-b? = Fr(a)- Fr(b)

und

Fr(a+b)=(a+b)P=a"+ <11)>ap1b+"'+ (p) pjbj+~~~+< P 1)abp1+bpap+prr(a)+Fr(b)
J p—

Falls a? = 0 ist a = 0 = Fr ist injektiv. O

4.6.3 Satz:

Zu jeder Primzahlpotenz gibt es bis auf Isomorphie genau einen Kérper F' mit p” Elementen, den Zerféllungskorper
von f = 2P — x € Zy|x].

Beweis:
fr=p-a? 7t —1= 1€ 7,1

hat keine Nullstellen, also hat f keine mehrfachen Nullstellen und ist separabel.

Der Zerfillungskorper L von f enthélt die p™ Nullstellen von f und ist der kleinste solche Korper.
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Behauptung: Die Menge der Nullstellen von f ist ein Kérper (damit gleich L, und |L| = p")
Es gilt:

« Nullstelle von f
< fla)=0
& a? —a=0
s d =a = Fri(a) =«
&« ist Fixpunkt von Fr”
Seien a, f Nullstellen von f.

- Fri(a+p8)=Fr"(a)+ Fr(f) =a+

= a + [ ist Nullstelle.
- 0 ist Nullstelle von f
- Fri(—a)=—-Fr"(a) = —«a
= —a ist Nullstelle von f

= {Nullstellen} C (L, +) ist Untergruppe.

- Fri(a-B) = Fri(a) - Frr(p)

- Bt (i) = FrTl(oz)

- Frr(l)=1
= {Nullstellen} C (L\{0},-) ist Untergruppe.
Damit ist

L = Zerfallungskorper von f = {Nullstellen von f}
ein Korper mit |L| = p".
Sei F' ein beliebiger Korper mit |F| = p".
|F*|=p" -1 = YacF: () '=1

da die Ordnung eines Elements in F'* die Gruppenordnung teilt.
= o’ =aVacF*
= o’ =aVacF

= F C {Nullstellen von f}
= F = {Nullstellen von f} =L

Wir schreiben Fj- fiir den Kérper mit p” Elementen.
4.6.4 Definition: Eulersche Phifunktion

Wir nennen

p: N=Z
ni—o(n)=#{reZ|1<r<n, ggl(r,n)=1}

die eulersche Phifunktion.

4.6.5 Korollar:
Sei G = (g) eine zyklische Gruppe. Sei |G| = n, d | n. Dann gibt es ¢(d) Elemente der Ordnung d in G

{97 | 1<r<d, ggT(r,d)=1}

Insbesondere gibt es ¢(n) Elemente der Ordnung n, also Erzeuger.

Folgt aus dem Satz iiber Untergruppen zyklischer Gruppen.
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Beispiel: (Z12,+)

Element [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Ordnung‘l 12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12
- p(12) = 4
Erzeuger von Z15: 1, 5, 7, 11
- ¢(6) =2

Elemente der Ordnung 6:

denn {1,5} = {r | 1 <r <6, ggT(r,6) =1}

- p(2) =1
Element der Ordnung 2:

4.6.6 Korollar:
Sei n € N:
p(d) =n
d|n

Beweis:

Sei G die Zyklische Gruppe der Ordnung n. Jedes Element hat als Ordnung einen Teiler d von n, fiir jeden Teiler gibt

es p(d) Elemente dieser Ordnung. Daher ist Y ¢(d) die Anzahl der Elemente von G. O
d|n

4.6.7 Satz:
Sei K ein Korper, H C K™ endliche Untergruppe
= H zyklisch

Beweis:

Sei |H| =n, d | n, a € H mit Ordnung d.

Dann ist a? = 1, (a?)? = 1,..., (a4 ¥ =1

= 1,a,...,a%! sind Nullstellen von f = 2% — 1 € K[z]. Da deg(f) = d sind dies alle Nullstellen und
{beK|bt=1}={l,a,.,a%"}

ist eine zyklische Untergruppe von H der Ordnung g.

Unter diesen Elementen sind ¢(d) Elemente der Ordnung d.
Setze U(d) = # Elemente der Ordnung d in H. Dann gilt:

¢(d) 3 Element der Ordnung d
p(d) =
0 sonst

=i~ £ U@ < 5 o) =n

= U(d)=p(d)Vd
= 3 Elemente der Ordnung d V d | n, insbesondere 3 Element der Ordnung n und H ist zyklisch. O

112



4.6.8 Definition: Einfache Korpererweiterung
Eine Korpererweiterung der Form K C K(«) heifit einfach.

« heif3t primitives Element.

4.6.9 Satz vom primitiven Element
Jede endliche Erweiterung eines endlichen Korpers ist einfach.
Beweis:

Sei K C L endlich, |K| < oo
= |L| <
BET 1 g zyklisch, also L* = (a) und L = K(«).

4.6.10 Korollar:
In Zy[z] gibt es irreduzible Polynome vom Grad r ¥ r € Nsq.
Beweis:
Sei Fpr der Kérper mit p” Elementen. Z, = P(F,r) C Fpr ist eine einfache Erweiterung wegen
= Fpr = Zp() = Zple, da « algebraisch und
r=[Fpr: Ly = [Zp(@) : Zp] = deg(ma)
fir das Minimalpolynom m, von «

= my ist ein irreduzibles Polynom in Z,[z] vom Grad r.

In [£45 haben wir Fixkorper eingefithrt. Wir untersuchen jetzt Fixkorper von endlichen Korpern.

Beispiel:
F4:FQ[I]/<w2_’_w+1>:{0,1,x,x+1}
mit
Fr: 0—0
1—1

r—=rt=r+1
t+1l(z+1) =2 +2s4+1=2+1+1=2
= Fix(Fr) = Fy
(Beachte, allgemein ist Fr ein Z,-Automorphismus von F,r wegen [4.4.2)
Fr’: 00
1—1
r—=rt=(z+1)? =2
4+l (z+1)=22=z+1
= Fix(Fr?) = F,
4.6.11 Satz:
In Fpr 3 zu s | r genau ein Zwischenkérper
Ly C Fps C Fpr
mit p° Elementen, ndmlich
Fpe = Fix(Fr®) = {a € Fr | a¥ = a}
Beweis:
|Fy| = p" — 1, wegen ist Fy. = (a) zyklisch.

prf].:ps'kf].:(psf].)~(p(k71)5+~“+p5+1>

=p°—1|p -1
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In zyklischen Gruppen 3 zu jedem Teiler der Gruppenordnung genau eine Untergruppe dieser Ordnung

= 3! Untergruppe U der Ordnung p°® — 1 von F},, wobei

pl—1
U= <a1ﬁ7—1>
Fiir jedes 8 € U gilt 42"~ = 1 und jedes Element, dessen Ordnung p® — 1 teilt, liegt in U. Es folgt:

B =8 & B () =5 < BeUU{0}
= U U{0} = Fix(Fr®) ist der eindeutige Unterkérper mit p* Elementen.
Beispiel:

Durch Probieren sieht man, dass z* + z + 1 € Fy[z] irreduzibel ist. Damit gilt:
Fig= {071,x,:v+17ar27332 +:v,a:2 + 1,x2+x+17x3,x3 +x2,m3—|—x2—|—x,x3 +x7m3 + 22 +x+1,
e+, 422+ 1,25 + 1}
Fig = Fix(Fr*) = {a | a'® = a}
Fy = Fix(Fr)
Fiir Fr? gilt:
(22 + )t = o + 2
=zt ot 4ot
=(z+1)(z+1)+z+1
=2 +1+az+1

=z’ +z
und
(P +z+ D=2 +2' +1
=(r+1)*+2+1+1
=22 +1+z

0* =0, 14 = 1, alle anderen werden nicht festgehalten.

= Fix(Fr?) = {0,1,2% + 2,22 + = + 1}

4.6.12 Satz:
' — € F,[z] ist das Produkt aller irreduziblen normierten Polynome vom Grad d mit d | r.
Beweis:
Sei f irreduzibel und normiert vom Grad d.
Wir zeigen: f | z?" —z < d | r
Da z?" — z nur einfache Nullstellen hat folgt dann die Behauptung.
" 47 Sei d | r. Sei a eine Nullstelle von f. Sei K = F,(a). Es gilt [K : F},] = d, also |K| = p?

L& i ~ Fix(Frd) C F,r. Das Polynom

a€ Fyr
hat « als Nullstelle. Damit wird es vom Minimalpolynom f von a geteilt.
"= f|aP —2. In Fyr zerfallt 2" — 2 und damit auch f in Linearfaktoren. Sei o eine Nullstelle von f, dann ist
r=[Fp: Fp| = [Fpr : Fp(a)] - [Fp() : Fy
——
d

also d | r.
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4.6.13 Satz:
Aut(F,r) ist zyklisch der Ordnung r mit Erzeuger Fr.
Beweis:

Fr hat die Ordnung r, denn
Frra)=a’ =a = Fr"=id

aber Fr¥ #£1id fiir k < r, denn Fix(Fr*) C F,r.
Damit ist (Frr) C Aut(F)r) eine zyklische Untergruppe der Ordnung r.
Es gilt F);r = Fp() und das Minimalpolynom m, von « hat Grad

r=[Fp 1 Fy] = [Fp(a) : Fy]

Me € Fylz] und Fpr ist Fp-Automorphismus wegen [4.4.2]

= F,.(my) = mg. Damit ist mit o auch Fr(a) eine Nullstelle von m, und Fri(«), j > 0 auch

= Mg = f[(:v— Fri (o))

j=1

Sei ¢ € Autp, (F)r), dann gilt wegen () ist Nullstelle von my,

= 3j: pla) =Fr(a)

Wegen ist ¢ eindeutig durch p(a) festgelegt, also folgt ¢ = Fri.

= Autp, (Fpr) = (Fr) O

4.6.14 Satz:

Sei K C L eine Erweiterung endlicher Korper, also K = F,, L = Fy» mit ¢ = p” Primzahlpotenz, dann ist X = Fix(Fr,)
mit (Fry = Fr7)

Frg: L— L

ar af
(Frq) = Autg (L), |Autg (L) = n.
Beweis:

Fp C K: Fq - Fpr C L: Fqn - Fpr-n,

Fix(Fr") = K wegen |4.6.11
Pl

Aut(L) ELld (Fr), |Aut(L)| = n - r. Wie inist L*={(a), K*=(f) mit =a7-1 und ord(fB) =p" — 1
= Pl g Autg (L) fiir j < r (denn BPP~1 £ 1 = pBPI = Fri(B) # B) aber Fr™ € Autg (L), also Autx (L) = (Fr"). O

Bemerkung;:

Damit erhalten wir Bijektionen

{Teiler von n} & {Zwischenkérper K C M C L}
s = Fix (Fry) & Fy

denn ¢"™ = p™ und die Zwischenkérper kommen von Teilern von rn, die Vielfache von r sind.

{Teiler von n} ¥ {Untergruppen von Auty (L)}
s = (Fry)

da Autk (L) zyklisch der Ordnung n.

Zusammen ergibt sich damit:
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4.6.15 Hauptsatz der Galoistheorie fiir endliche Korper

Sei K C L eine Erweiterung endlicher Kérper. Dann ist

{Untergruppen von Aut (L)} & {Zwischenkérper K ¢ M C L}
U s Fix(U)
AutM(L) — M
eine Bijektion.

Auflerdem gilt:

AutK(L)/AutM(L) =~ Autg (M)

Beweis:

K =F,, L = Fy», die Bijektion folgt aus der vorangegangenen Bemerkung.
Genauer: Sei M ein Zwischenkorper, K C M C L.
Dag=p'ist F,y CKCMCL

= M ist Zwischenkorper von F, C L

= M ist von der Form (F’f‘;/) 4.6.11)) und hat ps/ Elemente, wobei s’ Teiler von rn ist, denn L hat ¢" = p"™ Elemente.

Da K C M muss M ¢° Elemente haben fiir ein s

= ¢°=p" = ps’
= & ist ein Teiler von rn, der Vielfaches von r ist.
= s ist ein Teiler von n.

Umgekehrt konnen wir fiir jeden Teiler s von n den Teiler s von rn betrachten und erhalten mit einen Korper
M = Fix (Frgs) = Fix (Fr;)

mit F, C M C L, da auBerdem K = Fix (Frg) = Fix(Fry) gilt K C M.

Aus |4.6.14f folgt Autg (L) = (Fr,) ist zyklisch der Ordnung n, die Untergruppen von Autg (L) sind also genau die (Fr;)
mit s | n.

Fiir einen Zwischenkdérper K C M C L gilt dabei:

A () = TV

[12 %

Lnsy 27,2 Autg(M),

denn mit K = Fy, M = F, ist Autg (L) zyklisch der Ordnung s.
Erklirung zu *: Die Untergruppe (Erzeuger®) ist zyklisch der Ordnung Gruppenordnung/s. O
Beispiel:

g=4,n=06:p=2, q=22 ¢° =4° =212

Teiler von 6: 1, 2, 3, 6

Wir zeichnen ein Unterkorper-, Untergruppen- und Teilerdiagramm ( Wir fassen diese wie im obigen Beweis als Teiler
von 12 auf, die Vielfache von 2 sind):

2/6\3
~

116



gestrichelt: weitere Teiler von 12

Autg (L) = Zg, Autg (L) C Autp, (L) = Z12, G = Autp, (L) wird erzeugt von Fry, das heifit

AutF2 i Z12

Fro— 1
H = Autg(L) ist erzeugt von Fr3 = Fry.
= H= AutK(L) C AutF2(L) =G
Zs = (2) C Z1o

Untergruppen der Zis, die auch Untergruppen der Zg = (2) C Z2 sind:

G =72 = (1) = (Fry)

(Fr3) = Z, = (3) = (Fr) = (Fry)
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Das dazugehorige Zwischenkorperdiagramm (gestrichelt: Zwischenkérper von Fs C L, die nicht Zwischenkorper von

K C L sind).
Achtung: Dieses Diagramm ist von oben nach unten zu lesen (d.h. oben steht der kleinste Korper, unten der grofite),

wenn man es analog zum Untergruppendiagramm betrachten will (mit id unten, G oben), denn ,je grofier die Gruppe,

desto kleiner der Fixkorper ¢

F2 = FiX(F’f‘Q)

Fys = Fix(Frd) K = Fy: = Fix(Fr3) = Fix(Fry)
Fys = Fix( F7“2 = Fix(Fr} FPrys = Fix(Fr}) = Fix(Fr)

\

L = Fryi2 = Fix(Fr}?) = Fix(F

Wenn man das Unterkorperdiagramm von unten nach oben (von kleinsten zum gréfiten Korper) sympathischer findet,

dreht man es um:

Fy2 = Fix(Fri?)

/\

Fys = Fix(Fr}? Fys = Fix(F

F22 = le F23 = FIX(FTQ?’)

FQ = FiX(F?"Q)

Dann passt es so nicht mehr zum Untergruppendiagramm, aber das Untergruppendiagramm lésst sich hier auch in
sinnvoller Weise umdrehen, indem wir zu einem Teiler d | n nicht die Untergruppe der Ordnung d listen, sondern die
die von d - 1= (Erzeuger)? erzeugt wird (gestrichelt: alle Untergruppen der Zs ):

)= = (Fr§)
Zg = (2) =

Untergruppe der Ordnung 7,

~

=~ (Fry) = (Fr} (Fr§) = Fr3)

= (Fr2) = (Fry)

73

/\
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oder kurz gefasst:

Fr = Fr}?
/ \
Fr} = Fry FTEZF:TS
\ / \\\\\
Fry = F\rf2 :’ Fr3
\\\ Fry ///
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Damit kann man sich das (umgedrehte) Untergruppendiagramm und das Zwischenkorperdiagramm nebeneinander
halten und sehen, dass es dasselbe ist:

6 _ .12
Fry = Fry
2 _ A 3 _ 6
Fri = Fr Fry = Fry
Fry = Fr3 Fr3

Fry
Fglf Fix(\F\'rg)
Fys = Fix(:F/’r;)’;/ K= F\Q;\;\l‘;lx = Fix(Fry)
Fys = Fix(Fr) = Fix(Frg) FPrys = Fix(Fri) = Fix(Fr?)

\/

L = Fryi2 = Fix(Fr}?) = Fix(Fr$)
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4.7 Die Galoiskorrespondenz
4.7.1 Satz vom primitiven Element
Jede endliche separable Korpererweiterung ist einfach.

Beweis:

Wir wissen bereits, dass fir endliche Korper jede endliche Erweiterung einfach ist (4.6.9)).
Sei nun | K| = o0

Behauptung: Falls K C K [a1, 1], so ist die Erweiterung einfach. Dann folgt die Aussage des Satzes mit Induktion.

Seien f, g die Minimalpolynome von «y, 81 vom Grad d bzw. e. Da f und g separabel sind, gibt es im Zerfallungskorper
(4.6.3) von f - g d verschiedene Nullstellen «j, ..., ag von f und e verschiedene Nullstellen 3y, ..., 5. von g.

Da|K|:ooﬂA€KmitA7éﬁVlgigdﬂgjge.
Setze v = a1 + \G1
Behauptung: K [a1, 51] = K [7]
,C ist klar
52" Sei h=f(y — Az) € K [1][z]
Dann ist h(51) = f(y — A1) = f(aq) = 0.

Das Minimalpolynom von (; iiber K [v] ist also ein Teiler von A und von g. Dabei kénnen h und g, auler f;
keine weitere gemeinsame Nullstelle haben, denn wére h(f;) = 0 fur j > 2, so gilt fiir ein ¢

0= f(ai) = f(v = ABj) = h(B;)
= a;=7—A3j= (a1 +AB1) = ABj = a1 + A(B1 — 3))

o — O
=)\ 4
B1 — P;
Damit hat das Minimalpolynom von 5y tiber K [v] den Grad 1.
= p1 € K[l
= a1 =7- A € K[

=

4.7.2 Lemma

Sei U C Aut(L) eine endliche Untergruppe und « € L. Dann ist « algebraisch iiber Fix(U) mit seperablem Minimalpo-
lynom

f= 1] (z-B) € Fix(V) 2]
Be Uy

Hierbei ist U, die Bahn von « unter der Operation von U ( Insbesondere gilt also ¢(@(a) = (¢ o ¢)(a)) :
Ua = {p() | ¢ € U}

Beweis:

Wegen f(a) =0, fir p € U gilt:

denn ¢ permutiert die Elemente der Bahn.
= f € Fix(U) [z]

Dabei ist f normiert, separabel und wird vom Minimalpolynom m, € Fix(U) [z] geteilt.
Es gilt:

ma(p(a)) = p(ma(a)) = ma(a) =0 Ve e U

Somit sind alle g € U, Nullstellen von m,,.
Daraus folgt dann m, = f. O
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4.7.3 Satz

Sei K C L endlich und U C Autg (L) eine Untergruppe, dann ist Fix(U)C L eine einfache, normale und separable
Erweiterung.

Beweis:

Fiir jedes a € L ist m,, € Fix(U) [z] separabel. Mit folgt dann Fix(U)C L ist separabel.
Wegen ist Fix(U)C L einfach.

=3d~yeL:L=Fix(U)[y]

Sei my € Fix(U) [y] das Minimalpolynom von . Aus folgt:
My = H (z—7)
BeU,

und da gilt 5 = ¢(v) € L folgt m, zerféllt iiber L. Der Zerfillungskorper ist also in L enthalten. (Zerfallungskorper
crL)
Der Zerféllungskorper von m, muss die Nullstellen von «y enthalten, also ist L C Zerféllungskorper.

= L = Zerféllungskorper von m,

@Fix( U) C L ist normal

4.7.4 Proposition
Sei K C L endlich, U C Autk (L) eine Untergruppe. Dann gilt:
Autpi ) (L) = U
und
U] = [L: Fix(U))

Beweis:

Nach gilt es existiert v € L mit L = Fix(U)[y]. Das Minimalpolynom m, von 7 iiber Fix(U) hat den Grad
[L: Fix(U)]

L0 Autpi o | < L Fix(0)]

Es gilt U C Autpix(y)(U), denn die Elemente aus U halten Fix(U) fest.

Mit folgt

[L: Fix(U)] = deg(m,) = |Uy| < U]
= U] < | Autrsoy ()] < [ Fix(0)] < | U]
= Gleichheit und U = Autpiy(y)(L)

4.7.5 Definition: Galoiserweiterung

Eine endliche, normale, separable Korpererweiterung heifit Galoiserweiterung (galoisch).

Beispiel
Sei char(K)= 0, f € K [z], L = Zerfallungskorper von f. Dann ist K C L Galoiserweiterung.

4.7.6 Lemma

Sei K C L normal und endlich, L C F eine Korpererweiterung.

Sei
p:L—F
ein Kérpermonomorphismus mit ¢|x = idk, dann ist ¢ € Autg (L)

Beweis:
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Wegen ist L der Zerfallungskorper eines Polynoms f € K [z] und tiber L gilt:

f=a [[(z—d)
und
L= K(al, ..,an)

Seip: L — F.
Da f € K [z] und ¢|x = idg gilt, folgt:

0 =¢(0) = ¢(f()) = flp(ei))
= p(a;) €{ag,...,an} Vi
=¢:L—1L

und
Oliar, ant {015 an}t = {on, ., an}
da ¢ injektiv ist gilt:
e{ar, ..., an}) ={a1, ..., an}
=Vi:a; € Im(p)

= L C Im(yp)
= pE AutK(L)

4.7.7 Proposition
Sei K C L eine Galoiserweiterung und K C M C L ein Zwischenkéorper.
Dann gilt Fix(Auty (L)) = M
Beweis:
Da alle M-Automorphismen M festhalten, gilt M C Fix(Auty(L)).
Sei a € L\ M und m,, € M [z] das Minimalpolynom, dann ist deg(m,,) > 2.
Wegen [4.5.9]ist M C L separabel, insbesondere ist m,, separabel.
Wegen [£5.5]ist M C L normal, insbesondere ist M C L Galoiserweiterung.
Daher existieren 8 # «, 8 € L mit ( ist die Nullstelle von m,. Es gilt:

p: Mlo] = M[5]

Da M [a] C L wegen separabel ist, existiert mit v mit L =M [o] [7].
Sei my € M [a] [y] das Minimalpolynom. Dann ist

¢ L= Mol = Ml ) = MUl ) = B )

ein Isomorphismus, wobei ' eine Nullstelle von ¢(m,) ist.

Damit ist
v LS MBI [Y) € M[Y]

ein Kérpermonomorphismus mit 1|k = idx und K C L ist normal. Dann folgt mit P € Autp(L).

Wir erhalten so mit einen Automorphismus
Y:L— L
der « nicht festhalt, aber M.

= ¢ FiXAutM(L)(L)
= FiXAutM(L)(L) cM
= FiXAutM(L)(L) =M
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4.7.8 Korollar

K C L Galoiserweiterung < Fix(Autg (L)) = K
Beweis:
”j“

=" (Fix(U)C L ist Galoiserweiterung)

4.7.9 Hauptsatz der Galoistheorie
Sei K C L Galoiserweiterung.
1.

{Untergruppe von Autx (L)} & {Zwischenkérper von K C L}
U — Fix(U)
AutM(L) — M
2. |Auty (L) =[L: M|
3. M C L ist Galoiserweiterung
4.

K C M ist Galoiserweiterung < Autpy (L) C Autg (L) Normalteiler

und dann gilt

Aute(a) = Aty oy

Beweis:
1. Wegen gilt U = Autgix(r) (L), wegen, gilt Fix(Aut(L))= M. Daraus folgt, die beiden Abbildungen,
U — Fix(U)
und
M — AutM(L)
sind invers zueinander und liefern, daher die Bijektion.
2. Folgt aus[1.7.4] da jeder Zwischenkorper ein Fixkorper ist.
3. M C L ist endlich, normal (mit 4.5.5)) und separabel (mit [4.5.9)

4. ,<“ Wegen[£5.9]ist K C M separabel.
K C M ist endlich.

Behauptung: K C M ist normal

Sei g € K [z] irreduzibel mit Nullstelle « € M. Da K C L normal, zerfdllt G tiber L in Linearfaktoren.
Sei 8 € L eine Nullstelle.

Wir zeigen 8 €Fix(Auty (L)) = M.

Sei p € Autp(L).

Wie im Beweis von existiert ¢ : L — L mit ¢|g = idg und ¢(a) = 5. Es gilt:

1/171 oot =¢ € Auty(L)

ist ein Normalteiler, also

p(B) = p(¥(a) = P(¢'(a) =" P(a) = 5
= B € Fix(Aut (L))

Damit ist K C M normal und daher Galoiserweiterung.
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»=“ Sei K C M normal. Betrachte

m: Autg (L) — Autg (M)
o=@ lu
Wohldefiniert, i.e. ¥y : M SM wegen Lemma m
Gruppenhomomorphismus

Kern(m) = {¢ | p|pm =id} = Autp (L)
7 ist surjektiv, da sich jeder Automorphismus von M zu einem von L erweitern lasst, da M C L endlich

= Autys (L) ist Normalteiler also Kern eines Gruppenhomomorphismus und

At (D) (D) = M Ao () 2 () = Aute (L)
O
4.7.10 Korollar:
Sei K C L endlich.
K C L ist Galoiserweiterung < |Autg(L)| = [L : K]
Beweis:
.= Aus dem Hauptsatz der Galoistheorie 2)
»<= Sei F' = Fix(Autg(L)).
Aus M [£.74] folgt:
Autp(L) = Aubpix(aut (L)) (L)
= Autg(L).
und
| Aut i (L)| = [L : Fix(Autg(L))]
~[L: K]
Es gilt:
[L:F]-[F:K]=[L: K]
= |Autk (L)]
= | Autp(L)|
—[L:F]
=[F:K|=1
= K=F
@ K C L ist Galoiserweiterung O
4.7.11 Korollar:
Sei K C L endlich.
K C L ist Galoiserweiterung < L ist Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f € K|z]
Beweis:
»="“ K C L ist normal.
B2 s Zerfallungskorper eines Polynoms f € K|z].
Sei f =c¢- fi -+ f, mit normierten irreduziblen Faktoren f;.
Sei a; € L eine Nullstelle von f;.
Dann ist f; das Minimalpolynom von «;, und da K C L separabel ist, ist jedes f; separabel und damit f.
»<= ¢ Aus folgt K C L normal.
Aus folgt | Autx(L)| = [L : K] und mit daher K C L ist Galoiserweiterung. O
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4.7.12 Beispiel:
Sei f = 2* — 2 € Q[z] und L der Zerfillungskérper.
Q C L ist Galoiserweiterung.
Die Nullstellen von f sind:
= V2
Qg =1 -
az = —
ay=—i-v2
und
L=Q(ay,...,aq)

i, V2].

Q
Q
Man erhélt aus L.7.10¢
| Autg(L)| = [L: Q]
= [z:0[ )] [o[v7] :q
=2.4=28,
da 2* — 2 das Minimalpolynom von v/2 iiber Q ist und z2 + 1 das von i iiber Q[v/2].

Ein Q—Automorphismus muss Nullstellen der Minimalpolynome auf Nullstellen abbilden, somit gibt es folgende
Moglichkeiten:

ioe o d i i —i —i —i —i
V2 = a1 s a3 g o ax az oy
Y1 P2 P3 P4 $P5 Yo PT P8
Es gilt: o1 =id.
Um Autg(L) C Sy darzustellen, bestimmen wir die Operation der ¢, auf der Nullstellenmenge {a, ..., a4}
p1 =id
g02:a1»—>a2:z'\4/§,
agHii%:_%:Qg
a3 — —iv2 = oy
oy — —1- ivV2 = aq
=@y =(1234)

V3] > ag = —v2
o i(—V2) = —ivV2 = ay
s —(—V2)=a;
oy = —(—iV2) = iV2 = ay

= @3 =(13)(24)

P1:oq > ag = —iV2
oy z(—z%) =vV2=0
az = —(—iv/2) = ay
g = —i(—iv2) = —V2 = a3

S
N
Il
—
—
-~
w
[\
—

¥s a1'—>a1=\4/§
oq»—)—i\%:oq
as — —v2 = ag
g iV2 = as
= @5 =(24)
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e Q1 > Qg = iv2
ag = (—i)(iV2) = V2=
a3 —iv2 = oy
ay = —(=i)(iV2) = —V2 =03
=6 = (12)(3 4)
Oria = a3 =—v2
az = (=i)(—V2) = iV2 = as

g — \4/5 = o
an s —(—i)(=V2) = i3 = ay
= o7 =(13)

Qs ay = —ivV2
ag = (—i)(—iV2) = V2 =03
g > —(—i\4/§) =iv2 = as
g —(—i)(=iv2)=V2=a,
= s = (14)(23)

= Autg(L) = {id, (1 3), (2 4), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 (2 3),(1 23 4),(1 43 2)}
= Sym(Quadrat)
1 4 o oy
= Sym = Sym
2 3 Qg Qasg
Wobei die Automorphismen mit
T —1
genau die Spiegelungen sind und die mit
14

genau die Drehungen.
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1 4
Untergruppenverband der Sym( ):
2 3

Sym(O) =
{id, (1 3),(24), (1 2)(3 4), (1 3)(24), (1 4)(2 3),(1 23 4),(1432)}

{id, (1 3)(2 4), (2 4), (1 3)} (123 4)) ={id, (13)(24), (123 4),(1432)} {id, (1 3)(2 4), (1 2)(3 4), (1 4)(3 2)}

AN

((24) ((13)) ((13)(24) ((12)(34) (1 4)(23))

\\//

{id}

Zwischenkorperverband von Q C L:

Q
Qliv2] Q7] Qlv2]
QI(1—4)v2] QI(1+4)V2] Qli,v2| Q[iv2] Q[V2]
//
L
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5 Anwendungen

5.1 Der Fundamentalsatz der Algebra
5.1.1 Lemma:
1) R besitzt keine Korpererweiterung von ungeradem Grad n > 1.

2) C besitzt keine Korpererweiterung vom Grad 2

Beweis

1. Sei R C L eine Korpererweiterung vom Grad n. Wegen ist R C L separabel.
Aus dem Satz vom primitiven Elementen [£.7.1] folgt:
JaeL: L=R(«a), und das Minimalpolynom m, € R[z] ist irreduzibel von ungeradem Grad n.
Dann gilt
lim my(z) = —o0,

T——00

lim my(z) = co.
I— 00

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass m, eine Nullstelle in R hat. Da m, irreduzibel ist, muss damit m, = z — «
Grad 1 haben.

2. Wére C C L vom Grad 2, so wire wie vorher
L =C(a) und m, = 2* + pz + p € C[z].

Dann hat m,, aber die Nullstelle

und zerféllt in Linearfaktoren 4
5.1.2 Lemma:
Sei K C L eine Galoiserweiterung und p* | [L : K] fir eine Primzahl p, dann 3 Zwischenkoérper K C N C L mit
[L:N]=pF

Beweis:

Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gilt
[L: K] =|Autg(L)| also p* | | Autg (L)
Nach Satz 3 Untergruppe H C Autg (L) mit |H| = p*, und nach dem Hauptsatz der Galoistheorie damit
N =Fix(H) mit K CNCL
und

[L: N]=|Autn(L)| = |H| = p*
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5.1.3 Fundamentalsatz der Algebra
Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.
Beweis.

Sei f € C[x] ein nicht konstantes Polynom und L der Zerféllungskoérper von f.
Es gilt RC CC L, und R C L ist endlich und separabel (4.7.1} Satz von primitiven Element).

= L=R(a) fireina € L

Sei m, das Minimalpolynom von « iiber R und M der Zerfallungskorper von my,.

R C M ist endlich, normal (4.5.3) und separabel (4.5.10]), also eine Galoiserweiterung.

RcCcL=R(o)Cc M
=2=[C:R] | [M:R]
= 2 | | Autr(M)|

*Hauptsatz der Galoistheorie

Nach Satz 3 2-Sylowgruppe H C Autg(M) und nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
N =Fix(M) mit Auty(M)=H
und
[M : N] = | Auty (M)| = [H]|
DaR C N C M folgt

[R:N]-[M:N]=[M:R]
= [R: N]-|H| = [M :R] =|Autg(M)]|

Da H 2—Sylowgruppe in Autg(M) folgt [R: N] ist ungerade.
Mit Lemma 2) folgt dann N = R.

= [M:R] = |H|=2F

= (M0 =Ry g =2
Wire also k > 2, so wiare C C M endlich, separabel und normal (4.5.5)), also Galoiserweiterung.
Mit Lemma 3 dann ein Zwischenkorper C C N* C M mit [N‘: C] =2 4 zu Lemma 1).

=k=1
= M=C,daRcCCLCMauch L=C

Damit zerfillt f aber schon iiber C in Linearfaktoren und C ist algebraisch abgeschlossen.
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5.2 Auflosbarkeit polynomischer Gleichungen

Sei f = 2™ + a,_12" 1 + -+ + ag ein Polynom in C[z] .

Wir méchten die Nullstellen von f durch die Koeffizienten ausdriicken.

5.2.1 Beispiel

e n=1:f=uz+ ay, —ay ist Nullstelle.

e n=2: f=1%+ pz + ¢, Nullstellen sind —§ + /£~ — ¢

e n = 3 die Formeln von Cardano:

Setze

2
mit p=a; — 2, ¢=ap —
p 1 3;f] 0

a
g=flz—2)=2"+pr+q

2113
27 ¢

Ist p = 0, so sind die 3. Wurzeln aus ¢ die Nullstellen.

Ist p # 0, setze x = u+ v mit uw # 0 und v = — L

Aus g(z) = 0 wird

=u+1vP+¢=0

p3

27u3
6 3 P’

= _ =
U+ qu 97

= u’+q-

=0

‘ hS|
w0

e
44/
4—|—

N |

3u”

u® 4 03 + 3uv(u+v) + plu+v) +¢=0

Sei u € C eine dritte Wurzel auf der rechten Seite, so gilt mit v = —3, dass u + v eine Lésung von g(x) = 0 ist.

e n = 4 so ahnlich.

5.2.2 Definition: Radikalerweiterung

1) Eine Kérpererweiterung K C L heift Radikalerweiterung, wenn L = K (o, ..., a,) und o € K(ay, ..., a; 1)

fir ein k; > 2.

2) Eine Radikalerweiterung heifit abelsch, wenn K(aq,.

abelscher Galoisgruppe ist Vi = 2,..., n.

.,i-1) C K(aq,...,a;) eine Galoiserweiterung mit

3) f € KJz] heiBt durch Radikale auflésbar {iber K, wenn es eine Radikalerweiterung K C L gibt, so dass f tiber L

in Linearfaktoren zerfillt.

Bemerkung;:

Sei f = apz™+ -+ ap € Clz], K = K(ag, ..., ap).

Genau dann, wenn f € KJz] iiber K durch Radikale auflosbar ist, konnen wir wie in Bsp. die Nullstellen von f
durch Wurzeln von rationalen Funktionen der Koeffizienten ausdriicken.

5.2.3 Satz

Sei f € K|[z], char(K) =0, L der Zerfillungskorper von f. Dann:

Erinnerung an Auflésbarkeit von Gruppen: [1.6.4]
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5.2.4 Lemma:

27i

Sei char(K) =0, ¢, =¢e™n € K

1) Ist L = K(«) mit o™ € K, dann ist L der Zerfillungskorper von z™ — o™, K C L ist Galoiserweiterung und
Autg (L) ist zyklisch mit |Autg(L)| | n

2) Ist K C L Galoiserweiterung mit Autg (L) = Z,, und n prim, dann ist L = K(«) mit o™ € K.
Beweis:

1) Es gilt:

" —a" = (z-(a) - (z—Cua)- - - (2= (T a)
Und es folgt:
S, € K
= (€K
=a(, €K
= L=K(a)= K(Qa,(na, ..., ta) ist der Zerfillungskorper von 2™ — o™, 2™ — o™ ist separabel
= K C L ist Galoiserweiterung

Wir setzen:

m: Autg (L) = Zy,
op— k
wobei dx (o) = CFa.
Da éf 0 §; = dg4y ist m ein Gruppenhomomorphismus. 7 ist auch injektiv.
= Autg (L) ist eine Untergruppe von Z, und damit selbst zyklisch mit einer Ordnung, die n teilt.
2) Autg (L) = (b), ord(d) = n.
Betrachte ¢ als K-Vektorraumendomorphismus 6 : L — L.
Da ™ = id muss das Minimalpolynom pus ™ — 1 teilen.
g™ — 1 zerfillt iiber K in die Linearfaktoren (z — (a) -+ (z — (77 'a)
Da das Minimalpolynom paarweise verschiedene Linearfaktoren hat, ist § diagonalisierbar.
Alle Eigenwerte sind n—te Einheitswurzeln. Wére 1 der einzige Eigenwert = § = id
= n=14 zu n prim
Sei 0 # « € L Eigenvektor zum Eigenwert ¢ € K, also §(a) = (4
= (a™) =0(a)” = ("a™ = a”
= a" € Fix(Autg(L)) = K da K C L Galoiserweiterung siehe [£.7.1}
Behauptung: L = K(«)
7 C ” Kklar
” 5 7 Da mit
(L K(@)] - [K(a) : K] = [L: K] = |Aut ()] = n
und prim folgt [K(«) : K] € {1,n}.
Wire [K(a) : K]=1= a€ K = §(a) =« § zu §(a) = (, mit Eigenwert ¢ # 1
= [K(a:K)|=n=[L:K(a)]=1= L=K(a). O
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5.2.5 Korollar:

Sei L Zwischenkorper einer Radikalerweiterung mit char(L) = 0.

Dann ist L Zwischenkdrper einer abelschen Radikalerweiterung.

Beweis:

Sei KCLC M, M=K(a,...,an), aff’ € K(ag,...,a—1).

Sei K; = K(ay,...,a;), dann ist k; = [K; : K;—1]. Sein = Ky -+ ky, und sei (, = e

2

" eC.
Betrachte
K = Ko C Ko(Cn) € Ki(Gn) C -+ C Ein(Gn) = M(Cn)
Da mit ¢, auch die k;—ten Einheitswurzeln in Ky((,) enthalten sind, gilt mit 1) angewendet auf
Ki—1(Cn)
und
Ki(Gn) = Kim1(Go) (i) mit o € Ki1(Ca)

K;—1(¢n) C Ky(¢,) ist Galoiserweiterung mit zyklischer, damit abelscher, Galoisgruppe.

Auch Ky C Ky(¢p) ist Galoiserweiterung, da Ko((,) Zerfallungskorper von z™ — 1 ist, und die Galoisgruppe ist Z%, da
far 5k(<n) = Cﬁ (wegen 5“ = 5k o 51)

Autg, (Ko(Cn)) — Z5,
(Sk — k

Die Einheitengruppe eines endlichen Kérpers ist wegen [4.6.7] zyklisch, also abelsch.
Da () =11ist K C M((,) = K(aa, ..., aum, () eine abelsche Radikalerweiterung, die L als Zwischenkorper enthélt. [
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5.2.6 Proposition: Translationssatz
Sei K C M eine Erweiterung, N und L Zwischenkorper, K C N Galoiserweiterung.
Dann sind auch LN N C N und L C L(N) Galoiserweiterungen mit

Aut 1oy (N) 2 Autp(L(N))

Beweis:

LN N ist Zwischenkorper der Galoiserweiterung K C N damit ist L N N C N auch Galoiserweiterung wegen des
Hauptsatzes der Galoistheorie [4.7.9

Wegen ist N Zerféllungskorper eines separablen Polynoms f € Klz].

Seien aj, ..., a, die Nullstellen von f

= N=K(ag,...,00)

= L(N) = L(aq, ..., ap) ist der Zerfallungskorper von f iiber L und damit ist L C L(N) Galoiserweiterung

wegen IL7T1]

Sei 0 € Auty(L(N)), dann hélt § insbesondere K fest, und da K C N normal ist folgt mit dly: N — L(N) ist
schon in Autg(N). Es folgt:

7 Auty(L(N)) — Autg(N)
0 5|N

ist wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Da ¢ durch die Bilder der «; festgelegt ist und «; € N V i folgt 7 ist injektiv. Es folgt:
Aut(L(N)) =2 U

ist Untergruppe von Autg(N).

Dann gilt

Fix(U)={a € N | d(a) =a V€ Aut,(L(N))}
=NnN{a € L(N) | §a)=afir 6 € Aut,(L(N))}
= N NFix(Autr(L(N))
=NNL
da L C L(N) Galoiserweiterung ist.
= U = Autyn(N) wegen des Hauptsatzes der Galoistheorie. O
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Beweis: von Satz [5.2.3]

Erinnerung: Satz:
Sei f € K|[z], char(K) = 0, L der Zerfallungskorper von f. Dann:

f sei iiber K durch Radikale auflosbar < Autg (L) ist auflosbar

Beweis:

»,=“ Nach Definition 3 Radikalerweiterung K C M, so dass f iiber M in Linearfaktoren zerfallt.
Da L der Zerfallungskorper von f ist, ist K C L C M Zwischenkoérper.
Da char(L) = char(K) = 0 folgt mit dass L Zwischenkorper einer abelschen Radikalerweiterung

M = K(ay, ..., o)

ist mit af”' € K(ag, ...,a—1).

Setze K; = K(aq, ..., ;).

Wir zeigen per Induktion tiber m, dass Autg (L) auflosbar ist.
Fiir m =0 gilt K = L =M’ und Autg(L) = {e}.

Sei m > 0. L(K) ist der Zerfallungskorper von f € Kj[z] und ist Zwischenkorper der abelschen Radikalerweiterung
Ky € M’. Per Induktion kénnen wir annehmen, dass Autg, (L(K7)) auflosbar ist. Es gilt:

1.2.0l

AutKl(L(Kl)) :AutKI(Kl(L)) = AutKlmL(L)

(da K C L Galoiserweiterung ist, da f separabel wegen char(K) = 0, [4.5.11])
= Autg, (L) ist auflosbar. (x)
Da K C M’ abelsche Radikalerweiterung ist, ist K C K; Galoiserweiterung und Aut g (K7) abelsch.

Da K C LN Ky C Ky Zwischenkorper ist Autpnx, (K1) Untergruppe von Autg (K;), damit Normalteiler, und aus
dem Hauptsatz der Galoistheorie [£.7.9| folgt K C K; C L ist Galoiserweiterung und

AutK(Kl)/AutK .
1N

(Kl) = AutK(K1 N L)
wobei letztere als Faktorgruppe einer abelschen Gruppe auch abelsch ist.

Da K C LN K; C L Zwischenkdrper ist und K C LN K; Galoiserweiterung folgt wieder mit dem Hauptsatz [£.7.9]
Autpng, (L) Normalteiler in Auty (L) und

At (L) gy () Atk (L0 )

und diese Gruppe ist abelsch und damit auflésbar.
= Der Normalteiler Autyng, (L) ist auflosbar (%), die Faktorgruppe

AutK (L>/AuthKl (L)

ist auflosbar.

TE3 Aut k(L) ist auflosbar.
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»<=% Sei Autg (L) auflosbar. Sei n = [L : K].

1. Fall:

2. Fall:

Sei ¢, € K.
Da Autg (L) auflésbar, 3 nach Satz eine Kompositionsreihe, d.h.
{6} =GnCGp1C---CGy= AU.tK(L)
so dass G; C G;—1 Normalteiler und Gifl/Gi zyklisch von Primzahlordnung p;.
Betrachte die Zwischenkorper

K C K;:=Fix(G;) C L

Da K C L Galoiserweiterung (f separabel, [4.5.11| und 4.7.11)) ist auch K; 1 C L Galoiserweiterung mit
Autg,_, (L) = Autpixg,_,)(L) = Gi—1

nach dem Hauptsatz der Galoistheorie

Da G; in G;_1 Normalteiler ist, gilt

szl/Gl _ Autg, , <L)/AutKi(L) = Autg, , (Kl)

und K;_; C K; ist Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe Gi—l/Gi.

Da
K=KycK,c---CcK,=1L
und
[L:K]=[Kn:Kpn]- -+ - [Ki: Ki—1] - [K1 : Ko
und
(K Kima] = [Auti_, (K| = |91/ | = p

folgt p; | n.

Damit ist auch ¢p, = e = e = Ci ek

Damit kénnen wir 2) anwenden und erhalten K; = K;_1(a;) mit o € K;_.

Damit ist L = K (o, ..., ouy,) eine Radikalerweiterung.
Sei ¢, € K.

Verwende den Translationssatz fir K C L(,), Zwischenkorper L, K(¢,) mit K C L Galoiserweiterung,
dann ist LN K(¢,) € Lund K({,) C L(¢,) Galoiserweiterung mit

Aut ¢,y (L(Cn)) = Autpngc,) (L)

Dann ist

k= [L(Cn) : K(Cn)]
= ‘AUtK(Cn)(L<Cn))’
= |AUtLﬂK(C”)(L)|

=[LNK((): L | [L:K]=n

= G = Ch € K(Ga).
Da Autg (L) auflésbar ist auch die Untergruppe Aut g (c,)(L) auflésbar, also Aut g (¢,)(L(¢n)) auflosbar.
Damit erfiillt K(¢,) C L({,) die Voraussetzungen von Fall 1.
Der Zerfallungskoérper L(¢,,) von f tiber K((,)[z] ist wegen Fall 1 eine Radikalerweiterung
L(Cn) = K(Cn)(0r1; ..y )
mit
aif € K(Co)(ans o aimn)
Da ¢ =1 € K ist auch K C L(¢,) Radikalerweiterung, iiber der f zerfallt.
= f ist durch Radikale auflosbar. O
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5.2.7 Korollar:

Sei f € K[z] vom Grad hochstens 4, K ein Teilkorper von C, L der Zerfillungskorper von f.

Wegen ist Autx (L) C Sy Untergruppe und wegen Bsp 2) nach ist f durch Radikale auflosbar.
(Wussten wir schon wegen den Formeln von Cardano 3))

5.2.8 DBeispiel:
Sei f =2+ 2* — 423 — 322 + 32 + 1 € Q[z].
Man kann zeigen, dass f das Minimalpolynom von « = (11 + (1_11 ist.

Dann ist Q C Q(a) C Q(¢11) und Autg(Q(¢11)) = Z5, (siche Beweis von [5.2.5), Z3; = Zo ist zyklisch, daher ist jede
Untergruppe ein Normalteiler und damit Q C Q(«)) Galoiserweiterung,.

Autg(Q(a)) 2 Aute(QG) 4 o o)

ist Faktorgruppe einer zyklischen Gruppe und damit selbst zyklisch.

Da [Q(«) : Q] = 5 folgt Autg(Q(a)) = Zs.
Insbesondere ist Autg(Q(«)) auflésbar, und da f tiber Q(«) schon zerfallt, gilt f ist durch Radikale auflésbar.

Die Radikalausdriicke fiir die Nullstellen von f kennen wir dadurch aber nicht.

5.2.9 Proposition:
Sei p eine Primzahl, 7 € S, eine Transposition und § ein p-Zykel, dann gilt
Sp = <T> 5>

Beweis:

Sei ohne Einschrénkung 7= (1 2). Ist 6 = (123 --- p) so gilt:
(ii+1)=(""11)612)=6"10(12)07 YV e(rd Vi=1,.,p—1

Da S, von Nachbartranspositionen erzeugt wird, folgt die Behauptung.

Ist 0 ein beliebiger p-Zykel, so sind seine Potenzen auch p-Zykel (da p prim) und wir kénnen eine Potenz wéhlen, so
dass

§'=(12az - ap)

Fiir
5 — (1 2 3 4 p)
1 2 a3 a4 ap
gilt
§loslod =1 - p)
und

§lo(12)0d =(12)
so dass fiir U = (7,6) gilt

S, =(r,(1 --- p)ycd& Uy cs,
= 07Uy =S,
~ U=4S,0"" =5,
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5.2.10 Satz: Abel-Ruffini

Sei f € Q[z] irreduzibel von ungeradem Primzahlgrad p mit genau 2 nicht-reellen Nullstellen, sei L der Zerfallungskorper
von f, dann gilt

Ath (L) = Sp

Beweis:

Sei A € C eine Nullstelle von £, so gilt f(X) = f(A\) =0 =0.

= Die komplexe Konjugation j : C — C permutiert die Nullstellen von f
= jl: L — L C Autg(L)

Da f genau p — 2 reelle Nullstellen hat, ist j|Nunstellen €ine Transposition.

Sei « eine Nullstelle von f dann gilt

P =[Q(): Q] | [L: Q] = [Autg(L)]

da Q C L Galoiserweiterung wegen [4.7.11) und [4.5.11] (char(Q) = 0, also f seperabel).

Damit enthélt Autg(L) p-Sylowgruppen mit Ordnung p, also einen p-Zykel.
Mit folgt Autg(L) ='S,. O

5.2.11 Korollar:
f =254z +2 € Q[z] ist iiber Q nicht durch Radikale auflésbar.

Beweis:

Wegen dem Eisensteinkriterium ist f irreduzibel iiber Z und wegen auch uber Q. Es gilt fir ¢ € R:

Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann, dass f mindestens 3 reelle Nullstellen besitzt.

f=5z*—4

besitzt zwei reelle Nullstellen z = £ ¢ %, daher gibt es nur 2 lokale Extrema und daher héchstens 4 reelle Nullstellen.

Damit hat f genau zwei nicht-reele Nullstellen.

Aus Abel-Ruffini folgt, dass fiir den Zerféllungskérper L von f gilt Autg(L) = Ss.
Wegen ist Autg(L) nicht auflésbar.

Wegen ist f nicht durch Radikale auflésbar.

Bemerkung;:

Daraus folgt, dass es fiir Polynome vom Grad > 5 keine allgemeinen Formeln fiir die Nullstellen wie die Cardano-Formel
geben kann.

Auch wenn fiir einzelne Polynome (siehe [5.2.6)) solche Formeln gibt, so gibt es aber auch welche, fiir die es keine gibt
(siehe [5.2.11)), so dass es keine allgemeingiiltige geben kann.
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