


1.Diegauzen-2-ahlenl.tt#fbEKheiptTeiler

von a
EK

,
falls I c E I :

be = a
.

Wir schreiber b la
,

b tilt a
.

1.2Gt C Division
met Rest )

Serien a ,
b C- I

,

b to
,

damn

I ! 9 ,
r Ez mit

a = q
b

tr
Oer Cb

.

)

r runner
air Rest .

Bennis : OI b so
.

Die Menge

{ WE 2 I a a bw } hat ein

mini males Element get .

Es

gilt g be a c Cqtnlb and fir

r= a - qb gilt
oea - gbccgtnlb - gb = b

.



Eindeuhgkeit ,

Sei a- g.
bt rn = gzbtrz

CE rz 3 rn .

Danu ist

O E re - ri
= a - gab - Ca -

g. b )

= ( oh -92 ) b ⇒ b I
E- r

,

Aber OE Be - r
,

c b ⇒

O = rz - r
,

⇒ rz=r ,
⇒ 92=9 ,

D

Eef ( Kongrueuz )
.

A Eb mod m

a iot kongrueat zu b modulo m

: ⇐ m la - b

⇐ a and b haben bei Division

durch m densetsu Rest
.



1. 4 Def Seier a
,

b E 21h03
.

-

Wir numen
DE INYO } den griskin

guneinsanres
Teeter von a and b

,

ggtcqbl ,

wenn

a ) dl a
,

dlb

2) Fc EZ :
cla und Clb ⇒ old

.

t.5Bem-ekuug.ES
gist holsters

einen ggtcqb ) : Augeuonrmes ,

d
,

d '

erfiitleu bride A )
,

2) aus1.4.

Wende 2) ant d an

,
so folgt dld '

,

guano
d

' Id =3 Fc : c. d - d
'

,

Fd : d. d
'

- d ⇒ c. i. d
'

= d
'

⇒ c. I =1 .

Da go
'

EZ ⇒

C
,

d E ht ,
-13

,
da d

,
d

"

so =3

c=d=t ⇒ d=d ?

Gift es einen ggt ? Ja ,
Bennis

konstmktive .



1. 6 Euklidischer Algorithms-
:

Da ggtca ,
b) = ggTC-a.sk ggtc -

a
,

- s )

Kohnen wir OI Cohere E. hschroinkcmg
,

o .

B. d. A ohne Beschreibung der Atlguneinheit)

aunehnren
, dats Oc b ca

.

lH : q==a ,
bi . =b

2. Schritt Berechue eine
Division not

-
Rest q= g. both

Weber ry = O dann ist

ggtca ,
b) = be

,
stop .

Sorest Sette Az
: = by

,
bz : =p

,

and wieder hole Sclerite 2 m
't

diesels
.

Bennis .

-

Termihierung : Der Algorithms lietot bei jedem
-

Durchlauf von Schnitt 2 eine Zahl r ,

m
't Oer ;

 = bit , a bi
.

In jedens

Schnitt wind b echt kleiner
,

das geht

nur eerdlich off lend eudet nach

evdh.ch rieber Schmitter unit rn=o .

Kteit : Sei N die Anzali der

Durchloiufe von Schnitt 2
.

Indentation nach N
.



1A ,
Falls N = A gilt a=a ,

= qb , try

mit rn -_ O
,

also a = grab ,
also

b) a
.

Daunt bla
,

blb und to

met da
,

clb gilt olb ⇒

b=ggTCa ,
b)

.

IV : Wenn der Algorithms nach N Shiites

audit
,

tiefot er den ggT der

An fangs Zahler
.

I f- Wir Zeiger
? and were er nach Ntt

Schriften utopt ,
kept er den ggt der

Anfangszahlen .

Sei Can
,

be ) ein Zahleupaar,
fir das

w nach Ntl Sclerites stop .

Dawn stop er fiir Caz .bz ) hereits

nach N Schriften
,

made N gilt also

borer = ggtcaz.bz ) =
-

- d
.

Das erste Dwdrlaufen liefut

an = g. be t bz and Az - bn
.

Da dlaz
,

dlbz ⇒ d lb ,
and

d) qnbntbz ,
also dlan

.

Sei c C- 7L mit clan
,

albs

⇒ claz und clan - gnbn

⇒ claz and at bz ⇒ old D



Bsf Ae 104
,

6=47

i Cai ,
bi ) ai

- alibi - bits

1 904,47 ) 104-2-47=10

2 ( 47,10 )47-4.10--73C 10,7 ) to - 1- 7 =3

4 C 7,3 ) 7 - 2.3=1

5 ( 3,1 ) 3 - 3.1--0

⇒ ggtc 104
,

471--1
.

phiikwiirtseinsetteu tiefrt noch mehr :

1=7-2.3--7 - 2. ( to - t . 7) =

3. 7 - 2. to = 3. ( 47 - 4.ro ) - 2. to

-3.47-14.10=3.47-14-(104-2.47)
= C-147 . 104 t 31 . 47

.

t.75atz-seieua.BE 21h03
,

DEIN

d =ggTCa,b) ⇐

1)

Fr
,

s Ek mit D= rats b

2) Jade gauze Zahl der Form

rats b ist durch d tulbar
.

"

BEtout-lgleid.mg
"



Beavis :

a
⇒

"
A ) euklidischer Algorithms

must Riickwoirtseiuseteen

2) Klar

u
⇐

"

Sei d '
-_ ratsb line Zahl

,
dei

1) t 2) erfiittt
,

seid-ggtca.SI .

Weger n as
"

I r
'

, s
'

EK met

D= Pats ' b and d erfiiht 2)
.

Da d
'

= ratsb folgt mit 2) fi - d :

did .

Weil D= Mats 't wud d
'

n .

V
.

27 erfiiht , folgt d
' Id

.

Daunt gift d-  - d '
.

D

t.8.az
C chinesischer Restate )

Seier he
,

-
- -

,
h r

E IN
> o paarwu.se

toiler fraud Ci .
e

. ggtcn ;
, nj 1=1

t it j )
,

an ,
-

- .

,
ar EK

,

damn

ist das Kougrueerzgleichungs system

X E 9 ,
mod an

x
airmoidnr



lisbon
.

Die Living ist ahdurhg

mod n : = hee
-

- . hr
.

Bennis : Sethe Ai = IT wud

Schreiber Mit dem euklidischen

Algorithms and Riickwoirtseinsetzen

1= ggtcni ,
hi. ) = Xinityi hi

.

Dann ist Yi Ri EO mod

njttjti
yin ; = A mod ni

Sette X= ¥
,

ai yin ;
,

damn gilt

X I ai mod n ;
Ki .

Zahler der Form Xt kn m2

k£72 loser das Kougrueuzgleidruegs -

system ebeuso .

Smd x ,
x

'

Lor
-

singer ,

damn gilt



no .

I Cx - x
' I ti  ⇒

n I ( x - x
' ) ⇒ dei Losing

ist eindurtrg mod a
. D

BSI Lose XI A mod 5

X E 3 mod 6

X = - 2 mod 7

n = 5. 6.7  = 210

an = 6-7  = 42

in,
= 5.7 = 35

^
=

5.6 = 30

h3

ggt C 5,42 ) : 42=8.5+2
5=2-2+1

⇒ 1=5 - 2.2=5-2 . (42-8.5)
= C-2) . 42+17.5

ggT( 6,35 ) : 35=5.6+5
6=1.5+1

⇒ 1=6 - 5=6 - (35-5.6)
= f-1). 35+6.6



ggtc 7,30 ) : 30=4.7-12

7=3.2+1

⇒ 1=7-3.2--7 - 3. ( 30-4.77
= f31.30+13-7

Sethe

×= A . C- 2) . 42+3 . C-1 ) . 35 -1 C-2 ) . C- 37.30

=
- g

- 9=1 mod 5
,

- g =3 mod 6
,

-9=-2 mod 't

Die kleinste positive Losing ist

- 9+210 = 201
.

201 = A mod 5
,

201 =-3 mod 6
,

dean 198=33-6

Zod E -2 mod 7
,

diner 203=29-7
.

Den chinesischeu Restate werden

wir noch veralhgewuinern .

←Def
Serien a

,

b EZ
.

m ER heist
kleiusksguneiusamesvielfa-hesrona.is

,
m= kgvcaybl ,

wean



n ) alm
,

blm

z ) Fiir m

' EK mit alm '

,
blm '

gift m Im '

.

Das Kgv ist bis auf Vorzcichen

eindeutig C iibung )
.

A f p E IN heist Primate
,

falls p > A und p besiht heine

weikreu positive Teikr after 1

and p .

Anders gisagte
falls p

-

-
ab wit a

,
b E Abo

,

so folgt a - A oder 6=1
.hef

a EK heist zotegbar I

reduzibel wenn Z b # It
,

CHIA
,-

by EK mit a=bc
.

Eine von It herschiedeue Zahl
,

die

nicht zolegbar ist
, heist Primzahl

.



t.AZSak-sei.eu a
,

b
,

c
,

die E I
.

1) Sei

ggtcc,dI=1
and

4.
de

⇒

ate
.

2) p # 0,1 ,
-1 it Primzahl ⇒

ta ,bEK : plab gilt

pl a oder plb .

Beuys :

1) I r
,

s : I -_rctsd⇒

e =erctesd.

Daclde⇒c)esd
,

da auchClerc
folgtCle.

2) "
⇐

" Sei p
= ab ⇒ p

lab

⇒ E pla ,

also a = rp fir

ein r EK ⇒ p
-brp

⇒

br=d
.

Da b
,

r E K fdgt
b=r= A oder b=r= - A

⇒ p ist nicht zolegbar ⇒



p
ist Primzahl

.

"

⇒
" Sei p

Primzahl und p lab
.

Augenommeu p ta .
Da p

Primeau

ist
,

hat is new dei Feiler It
, Ip

⇒ ggtcp.at = t Is pl b
.

D

t.BIZ C Enduring Primfaktarzoleguug)

Jedi Ot n
C- Z lait sich in en -

diutiger Weise als n
-

- ups
.

. . Pk

Schreiber ,
wobei U= It das Vorzeicheu

ist und Acp ,
E -

.

. Eph
Primzahlen

.

Bennis : Falls neo Sette U= -1
,

sont U=A
. Betrachte n > O

.

Existent : Per hrduktion nach n
.

n=2 ist Pimzahl .

Ist n > 2

Printable ,
so ist die gewiinschte

Darstdtung bet
, Pen .

Ist n > 2 bein Primzahl
,

damn

iot n -
- ab mit a

,
b > t

.

Da ai b an gibt is die



gesuchk Darsklhuy fair a
,

b nach

hnduhtionsroraussekuhg .
Nach Umsortiereu

gist is daunt and dei gcsudik

Darsklluug fir n
.

Eindeuhgkuf :
Induction iiber k

.

Sei k=A
,

h=p ,
Prrmzahl .

Falls pi = pi . - . pie so folgt

b- A und p , =p
' nach Def von

Primzahl .

Sei k > A
,

n =p ,

-
-

. ph
-

- pi -

.  - pie

1.122 )
⇒ ph Ipi -

. - pi ⇒ Zi :

Pk I pi
'

.

Da bride prom and
,

foist ph =p ? ⇒ p ,

-
-

- ppm =

pi .
.

. pin
'

piti -
- - Pe

'

Da nach Indentations wrausseh.mg

fir Broderick von k -1 Printable

die Eihdeuhgkeit gegeku rot
, folgt

,

clap die se Fakto - en gleich and
.



Daunt sand and dri Fathom

von p .
- - - pm pk= pi .  - pi

'
-

-

- pe
'

glad . D

t.MS#CEuklid )

Es gift uueudhih hide Primzahlen
.

Bennis : Augurommen ,
is gate eudhih

Web Printable
, pro

-
- -

, pm
> O

-

Sette N -

- II pr
+1

.

Wigen des Satzes t - 13 vibe die

Pnmfaklwzokguug I Primzahl p ,

die N tilt ⇒ F i = 1
,

- - -

,
h :

p
-

- pi ⇒ pi
I N - II. Be

= A

⇒ pit a tf .

D

Notation Fir x EIR sake
-

Lx I : = max Lu ERI n ex }

[ X7 :
-

-
min fu Ek I n > x }

die unto lobue lyaufbklannner .



Being :

Sei n EW
,

w > A
,

n Laine Primzahl
.

E in Pnmtukr p von
n erfiitlt

p E Lind .

Danaus ergibt sich ein Pntnzahlkst :

h > A ist Prim Zahl ⇐ n ist durch

him Printable p e Lrn ] turban .

Sie des Eratosthenes

Um alle positive Primtahleu EN

an bcshmrmen
,

Streich aus der

Liste alter gantu
Zahler 2

,
.  -

,
N

alle Vielfacheh von 2 auto 2
,

alle Vielfachk von
3 auto 3

,
. . .

Nach IT kaun man authoress
.

Es Deben her Printable steles
.



2.lgmppen-2.tl

DefinitiouwderokBeispiele_Autographical

ZDef
Eine Gruppe rot eine

Menge G rousannnen
mit einer

Verkuiipfung Cdh einer Abb )

* a G x
G - G : Cx

, y
) to x * y ,

so dap folgeude Eigeushaftur getter ,

1) C Assoziativitiit ) t x. y ,
Z EG :

⇐* y ) * Z = x * Cy * z )

Wir slereiben dance X * y
* Z

2) C Existent des Neutrals )

F e EG : e * x = x f x EG

3) C Existent von Inverses )

Fx EG I x' EG : x' * x=e

Man newest x
' das Inverse von X

and sihreibt XT
.

Wir beaudreau die Gruppe wit

CG
,

* ) coder auch new G
, falls

* aus dem ttontext klar ist .

Gift zusiih-h.ch



4) Ckommutativitiitt x*y=y*x
t Xi y

E G

so heist G abets oder kommntativ
.

Bsp 1 ) CK
,

t )
,

COL
,

t )
,

CR
.

't sind

abelsche Gruppen .

O ist neutrals
,

- x das

Inverse tu X
.

2) CQ1h03
,

. )
,

C Rko 's
,

. ) and

abelsche Gruppen .

I ist neutrals
,

I

das Inverse tax .

3)
1st M eine Menge,

so ist

Sym CM ) :
-

- ff .

. M → M
,

fbijekhv }

mit der Kompositiou von Abb

line Gruppe .

Es gilt Assoziativitoit

( Analysis )
,

Edm ist Neutrals
,

die Unrkehrabb CAnalysis ) das hnrerse
.

Ewthoiitt M mehr als 2 Element
,

so ist Sym CM ) nicht abelson :

Serien Xn
,

Xz
, Xz in M

, defihiere

f- : M → µ ,

Xr - xz

Xz m X3€3'T txt Xn ,XuX3



g : M - s M .

.

Xr m xz

⇐I, tx # xnx .

Dann ist fo g C xn )=fCXz)=Xz

go f C xn ) - gcxz ) -

- X ,

also ist fog # got .

1st M = LA
,

- .
.

,
n }

,

so schreiber wir

Sin.

-

= Sym CM ) und bezeicheen

sie als Permutations gruppe
oder

¥¥ppe
and ihre

Element alsPermutation .

Mehr zur Permutations gruppe
In :

-

Wir beschreibeu ein Element 6 E IS
,

wie folgt : ( get, £2,68376%1 )2.12¥
:

Eine Permutation b
,

fair die es

{ an ,
. .  - sak } i { brr . .

,
bn - k3= ht

,
- -

- in }



gibt mit

An 92 93 - -
-

AkuAk
by '  '  - by - k

b = ( az as ay .
- -ah a , by . .  -bad

heiptk-Z-ykel.hr
Schreiber Kurz b= Can az

- . - ak )
.

( ( an az - -
- are ) = ( azaz

- -
- agar ) etc )

Ein 2- Zykd heist Transposition .

Eine Transposition Cig ) vertauscht

genome
zuni Zahler i and j curd

hoitt die andreu fest .

Eine Transposition Cr its ) heist

Nadrbar transposition-

Bsd

$z= { id
,

CAN }

§= f id
,

( 127
,

Cts )
,

C 233,9231 ,
CBD }

2. 1.3 Safe I Slu I = n ! : = n . Cu - Doin
-



Bennis : Um eine Permutation z

festtulegeu ,
missus wir Bilder fair alle

Zahler A
,

-
- in festtegen .

Fair 1

gist es n Miglichkeilen ,
fair 2

h - A Glean 6 CA ) geht nicht ) now
.

Also gist es ihsgesanrt w ! Moglia -

keith
,

die alle Element der In tiefggs.

4Pop
Jede Permutation Kann als Product von

disjuuktur Zykeln grschrieben werden
.

Bsf f =

1 2 3 4 56 78

( 3 4 56 1 z p z
) E $8

Verfolge die Zahler :

1ms 3 ns 5 ms A

Z ts 4 to 6 to 2

7 to 8 is 7

To = ( 135 ) ( 246 ) ( 78 )
.



Bennis von
2. 1.4 : Koustruktiv ;

-
Fir i C- hi

,
- - in } ist i in einem

Zykel ,
man

Kaan ihu mit i beginning

antschreibeu : ( i zci ) Rci ) . . . zktc , , )

bis man
k finder writ zkci ) - i

.

Es ist nicht Megha , deaf bkcil-zt.ci )

for Ocjck ,
denn da to bijektiv ist

,

folgt damn 6k - it ' ( it = i und

man heike shorn fruitier gaudet .

Betrachk ein go ,
das nicht ihr

usher Zykel liegt and fabre fort .

D

Zykel der Lange 1 lassen air weg :

( Az ) ( 36 ) C 4) C 5) = (236
4455 )

= ( 12 ) C 36 )
21 6 3

2.t.5lemma.su
CG

,

* ) eine

Gruppe
.

A
.

Das neutral Element ist eindeutrg

bestimmt und hat die Eigeuschaft

x * e = x K X GG
.

2
.

Sei x EG
.

Das Inverse x
'

ist

eihdeutig bestimmt und erfiitlt



× * X-1 = e
.

3
.

Fir x
, y E G gilt f) Ix

wind ( x *

y )
- '

= y
"

* x
- n

.

Elbing .

Notation Als lrerkuiipfungssynrbolverweudeu
wir oft a

.

" und schreiber down 1 fir

das Neutral and X-1 oder I fir

Inverse .
Vermeulen ur

"
t

'

,
schreiber

wir O bzw
.

- X
.

Dies ist nur

eine Schreibweik , augelehut an
dei

iiblicheu Bsp .

Notation : Sei CG
,

. ) eine Gruppe ,

X E G
.

Wir setzer Xo : = e and

fiir i EIN rekursiv x

"
: = x. Xi Y

,

und x
"

= ( x
' )

:

.

Man sieht leicht
, dap x

"
. xJ= x' to

,

⇐ It = x
's

.

.



2. 1.6 Def Die Ording IGI einer

-

Gruppe ist dei Anzahl ihre Element
,

falls G urdlich ist
,

und a roust
.

2Def
Erfiillt G new 2. A

as
,

sohu.pt G Hatbgrwppe

( Bsp :(Abo ,
-1 ) )

,
erfiiht G 2.1

( a ) and CZ )
,

so heist G Monoid

C Bsp : CIN
,

t ) )
.3spcfeie Gruppen )

Sei A- = La ,b ,
c

,
.  -

3 eine
eudh

' che

Menge .

Ein Wort vibe dear Alphabet

A iot eine
eudlvche Folger

w
-

- Ln -
- - Ln init n E IN

> o
,

di EA
.

Ist w
' ein writers Wort

,

so

detiniert Hintereinaudesihreibeer eine

assortative

Verhuiipfwngo
out do Minge

alter Worker G
.

Wir erhalhn eine

Hahbgmppe . Teigen wir das Ture Wort



e hinzu
,

ist CG
,

o ) Monoid
.

Fiigen wir unite Buchstalde air
, by . .

unit de Rigel aah = at a -_ e
,

b 5h -_ b-
'

b -

- e
,

- - -

Zu ,
so e halter

wir die facie Gruppe erzeugt von

-

A
.

-

Zum Beigsiel ist CZ
,

t ) dei freie

Gruppe erturgt von 113
.

21.9

Def See CG
,

. ) eine Gruppe.

Free.pt Uetergruppe ,
falls CU

,

. )

( wit der Eiuxhrainkuug • luxu )
wieder eine Gruppe ist€roposition :(Unlergruppeukrilerinm )

Jee. C G
,

. ) Gruppeund 0 # Uc G
.

U ist Untergruppe ⇐

V-x.y.EU : Xy EU and Xt EU
.



Bennis
-

:

"
=3

" Dawit CU
,

-7 Gruppe ist
, mfs

• fun

:uUxU→
U getter ,

also xyfu

fiir x , y EU
.

N .

V
.

existiereu die

Inner seen in U
.

Da did hrnerseer in

G einduetrg Sind
,

ist X
"

( das

Inverse in G ) in U
.

"
⇐

"

Da Xy EU Fx
, y EU ist

• he

:uU×U→
U

.

Assoaiativitat gilt ,

da sie in G gilt .
Da Uto

F x EU
,

n .

V
.

I donut and X
-

tell
,

und dann Xt . X =

e EU
.

Da e

Neutrals in G ist
,

ist es das and

ih U
.

Die luverseee existence

h .
V

.

in U
. D

Bsd n ) C L - his
,

. ) ist Unter gruppe
von Cahors ,

. )
.

2) K C Oh
,

Kc IR
,

Q CR

jewels mit t and Untergruppen .



3) Sei n EZ
,

Sette uk : -_ fnzlz E 23

die Menge alter durch a Kilbourne

Zahler .

Cuz
,

t ) ist Uutvgruppe

von CK
,

t ) ( iibung )
.

Z.Def
Seier CG

,

. )
,

Ctt
,

* )

Gruppen , f : G - H eine Abbilduug .

f- heipt ( C Gruppen - ) Homo - ) Morphism

( strukturerhalteude Abb )
, falls

V-x.y-CGfcx.gl - fcx ) * fly )
.

Bsf A ) a ER
, fa " ( R ,t ) → f Rt ) :

x - ax

facxty )= acxty ) = axtay = facxltfacg )

⇒ fa ist Morphism us .

2) Sei C G . I eine frappe , g
EG

.

Die Reefstranslation

Rg : G - s Ge . x to xg
und die Links translation

Lgn .
G → G : x tsgx

Sind heine Gruppen homomorphisms

fit g te
,

denn Z .

B
.



Lgcg . g) = of
,

Lgcg ) . ↳ Cgl =g4
,

woire g3=g4 ,
so wiirde durch Nuit

mit (g351 folger e=g E
.

3) Die Konjugation mitg

ig :
G - G : x us g- nxg

rst ein bijektiver Morphisms :

igcx - yl = g-
'

x .

y
. g

= g-
'

xeyg

= g-
'

xgg
-

tyg = igcxtigcy )

Surjektiv : gxg
-1 ist Urbild von x

,

denn igcgxg
' ) = g-

'

gxg "g= exe --x

-1 - n

lniekhv : Sei

gxg
=gyg , dam

folgt nach Mutt von links mit
g

and ron nechts writ

g-
1

X = y .

2.1.12 Lemma
-

-

Seier fr : CG
. ,

. I → C Gz
,

* )

fo : ( Gz
,

* I → C Gz
,

x )

Gruppen homomorphisms ,
dauer ist and

fzofn : (Gn
,

. ) → CG3,x ) ein

Gruppen homomorphisms .

Beavis : fzofncgh ) = fzff , G. 4) =



f- off . (g) * fzchlffzcfncgyxfzff.ch ) ) .

D

2.113kt

Sei f. CG
,

. I → C Him

ein Morphis mus
.

s ) f heist Monomorphic ,
falls frhjehtiv .

2) " Epimogshivmus ,
falls four jektin.

3) " Isomorphisms , falls f bijektiv

4) " Endorphins, falls G = It
.

5) " Hes ,
falls f

Endo
- t Isomorphisms

ist .

Existiert fir Gruppen
G

,
H ein

Isomorphisms ,
so

schreiber wir

GE He
,

G iot isomorph zu It
.

Isomorphic ist line

'

A'quivaleez relation C side

2. t.tt 2.1.14 )
.

Bsd Die ltonjugatrou ig iot ein

Automorphisms .

Z.de#rop-osition

: Sei f : CG
,

e) → CH
,

* )

ein Morphism us
.

1) flea ) -
- eh

2) fCxY= fCx5
'

tf x EG



3) 1st f bijektiv ,
so ist f ? It → G

ein Morphis mas .

4) 1st 0¥ UCG Ucrtvgmppe ,
so ist

ouch f Cut c It Untograppe .

5) 1st ol # VCH Untoyruppe ,
so ist

and f
- ' Cv ) c G Untwgruppe .

6) Imf  ist Uutvgruppe von A
.

7) Kerf : = f-
' Celt )

,
der Kermit

,

ist Uutcrgruppe von G
.

Beuys :

1) f leg ) -
- flea - es ) - f- Ceos ) * flea )

,
durch

Multiplication unit flee )
' erhoitt man

f- Cecil = et .

2) fcx
'

. x ) = fees ) - e*=fCx' I fail
,

aus do Eindurtigkeit der Inverses

folgt fCx5
'

= fcx
- Y

.

3) 1st f bijektiv ,
so existiert die

Umkehrabb f
'

= A  → G
.

Serien u ,v EH
,

settee x = f
- ' Cut

,

y
-

- f
- ' Cvl

,
dawn gilt

f-
i ( u * v ) - f-

' ( fcx ) * fly ) ) =

f-
" cfcx.gl/--idgCx.y1--



X. y = f- Cu ) . f-
 n Cvl

.

4) Seim u
,

v E flu ) ⇒

Fx
, y

E U e
. f- Cx ) -

- u
, fly )=v

.

Da U Untergruppe
ist

, gilt
x y

EU ⇒ fcxy ) = fat * fly )
-u*vE flu )

.

Auch X
' EU and damit f C ×

- n )

f-Cx )
'

= ut E flu )
.

Da Utf iot faded ,

daenit

ist das Uutergruppurkriterinm 18.4

erfiittt and fcu ) CH ist Uutegruppe

5) geuauso
6) folgt aus 4)

,
da GUntugruppe

von G ist .

7) folgt aus 5)
,

da ( he # 3
,

* )

Uutogruppe von It ist
.

pg

Z.tl#emmaSei f : ( G
,

. ) → C It
,

* ) Morphism us
,

f injektiv ⇐ Kerf = Leg }



Bennis :
"

⇒
" Da f Cea ) = e #

,

ist

eg E kerf .

Fiir x E Kerf

gilt fcxl = EH ⇒ f Cx ) = fled

⇒ x = es
,

da f injektiv

⇒ Kerf = LEGS
.

"
⇐

" Seier x , y
E G mit fcxtfcy )

⇒ e
#

= f Cx ) * f- Cy )
'

=

f Cx ) * fly - n ) = f C x. y
" )

⇒ x -

y
" E Kerf  = Leg }

⇒ x y
'

= eg ⇒ x - y .

¥pen
D

¥Def Sei G eine Gruppe and

~ eine Equivalent relation auf G
.

~ heipt
wit do

lgmppurstmktuvertroigh.ch
, falls f x. y ,z

E G :

x - y
⇒ ZX N zy

.Df
Sei UCG eine llutegruppe .



Fiir U definiens wir eine Aiguivaleuz -

relation auf G durch

× - y
: ⇐ x'

'

y
EU

fir x. y
EG

.

2. 2.3 Lemma Dre Relation - ist

-

eine wit der lymppcnstrukturuertnigh.ee

Equivalent relation .

Eire Equivalent blame ist

[ x I = x. U : = { x. u fufu }

Bennis :

Refktivitoit : X - x
,

da I X = e EU

Symmetries X - y ⇒ x'
y EU ⇒

( x' y )
- '

= g-
'

(x-D '= gtx EU

⇒ y
- x

Trausitivitoit : x -

y , y
- z ⇒

x' y , g-
'

z EU ⇒ Hy ) . Cy
-

⇒ =

X' Cyy
-

Tz - x
- '

ez = x
- '

z EU

⇒ X NZ



Vertraegich : X - y ⇒ x' yell ⇒

X-tz-hzy-fzxjtzy.EU ⇒

zxvzy .

Sei Cx ] nice Equivalent klasse
,

y E Cx ] ⇒ X - y
⇒ Ely EU

,

settee u := x
-

ng
,

dawn ist y
-_ Xu

⇒ C × ] c x . U
.

Sei y E x. U⇒ y= x - u fir ein

u E U ⇒ x' y = u E U⇒

YE Ex ]

⇒ f × ] = X . U
. D

Die Menge alter A guivahnzklarsen
wird mit Gyu bezeichuet

,

x. U heist Restklasse von x

modulo U
.

Bsf : 6=2
,

U=n2
,

G/u=%z

Eine A
 '

guivalenzkhasse Ex ] ist

die Restklase { yl y X mod n }
.



Kfz erbt die lymppurstsuhkr von I
,

i . e
.

die Verkniipfung Cast C his = [ atb ]

if wohldetiniert .

Das fuuktiouiert
nicht fir beliesrge U

,

Sanden new fir Normal toiler :

2. 2.4 Def Eine Untergmppe UCG
-

heift normal oder Nonvoter falls

FXEG
,

u EU gilt

xu E U . x : = Lu '
. x ) n' EU }

.

Dies ist Equivalent zu :

Tx EG
,

ut U gilt

xux
' E U

.

1st G abelsih
,

so ist je de llutergruppe
Normal toiler

.

Bsf 1) nk ist Normal tiler
.

z ) U= { id
,

021 ) C $3 ist bein

Normattciler ,

deem fir 6=023 ) E $3

gift fo Cryo 6-
t

- C 23 ) CR )C23 )

= C 13 ) IE U



r

2. 2.5 Sate Sei CG
,

- ) eine Gruppe .

-

1) Eine Uutergruppe
Uc G ist

Normatteikr ⇐ auf Glee

ist die Operation

Cx 3. CyT= Cxy ] E Glu

wohldefiuiert .

2) 1st UCG Nomatteiler
,

dann ist

( Glu
,

. ) unit der in I ) definite

Verkuiipfung eine

Gruppe
mit

Neutralism Ce ] -

- U
,

fiir

Inverse gilt Cx 3 -1
= [

x-D .

Man meant Glu die Faktogruppe
von

G nach U
.

Die Restklanenabbildung

IT : G → Glu : x - Cx ]

ist ein lyruppeuhomomaphiomus
mit Ker Crt ) = U

.



Bugis :

1) "
⇒

" Sei U ein Nomattciter ,

Cx ] , Ey ] E Glu
.

Sei x' E Ex ]
,

y
'

E Cy ] ⇒ x' = Xu
, y

'
-_ yv

fir u
,

v EU
.

⇒ x
'

y
'

= XU y v
.

Wir wollen zeiger ,

x'
y

'
E Cx - y ]=XyU

,

also
xuyv

E xyll .
Da v EU

ist dies Equivalent zu

xuy E x y
U ⇒ uy E

y U

Das gilt ,
da U Normal triter ist

.

u
⇐ " Sei x E G

,
u EU

.

U= e. U= [ e ] = C x. x
" ]

- [ is . C x-D = Ex - us . Cx ' I
= C x . u . x-D

also ist xux
" EU und

U ist Nomattciler
.



.

2) Wengen 1) ist die Operation

wohldefiuiert .

[ e ] . Cx ] = [ e - x ]= Cx ]
,

also

ist Ce ] = U Neutrals .

[ x-D .
= C x-1 x ] - [ e ]

,

also ist Cx " ] Inverses tax
.

ITC x -

y )= Cx -

y ] = Cx ] . Cy ]

= ITCH . Fly )

Kern (A) = fix EG ) Cx3=Ee3=U }
= U

.

D

Bsp n Ic I ist Nomatteiler

Die Addition rn khz ist

wohldefihiert .

Wir schreiber In '

-
= 7%72

.



2.2.6satt-CHomomorphiesa.tt

)

1st f : G → H ein Morphisms ,

damn gilt :

1) Ker Cf ) ist Normal tater von G

2) Die durch f induzierte Abb
.

I " Kerf → Imf :

[ x 3 1- fcx )

ist wohldefiniert and ein

Isomorphisms .

Berg :

1) Sei u E Ker Cf )
,

x E G ⇒

f- C xux
- n I - f Cx ) f- Cw) fast

'

= f Cx ) e*fCxT= fcx )fCxH=e*
⇒ Xux

"

E Ker Cf )

Daunt ist Ker Cf ) Nonnatteiter .

2) Sei Cx3= [ x' I E Ghcerf
⇒ xn x

' ⇒ X
"

x
'

E Kerf

⇒ e*= f C x
' x' I = fCx5 ' fcx

' )

⇒ f Cx ) = fcx ' )



Also ist I wohldefiniert .

ICCXI - Cup ) = FCCXYI ) - fcxy ) -

f- Cx ) fly ) -

- ICED ICED

also ist I Morphisms .

I ist offcusichth.ch Surjektiu .

Seier [ x ]
,

Cy ] E Glkerf mit

f- Cx ) - Ices ) = Icap ) = fly )

⇒ e*= fCx51fCyI= f Cx - Tfg )

= f C x
- n

y ) ⇒ x
"

y
E Kerf

⇒x my ⇒ CxJ= C y ]
,

also

ist I injektiv . pg

2.3Erzeuguisseuudz-yhhi.ch#lgruppen2.3.ADef

Sei G eine Gruppe ,

Sc G eine Teilmeege .



Dann ist

LS > : = n u

Scu
CG

Ullutogmppe

die von
S erzeugtellertogruppe .

2. 3.2 Lemma- .

( s ) = f winter in S bzw .

du Inverses

der Element von S3

Brewers:

,

C
"

,

da die rechk Seite Uukrgmppe U

mit S cu ist

no
"

,
die rechk Seek iot in jeder

Uutogmppe ,
die S euthatt

,

und

daher
and in Schmitt .

D

Bsf
A ) Gluck ) C die Gruppe

der iwvertiubareu

nxn
- Mathieu vibe einem Kooper K )

wird erzeugt von Eleureetarnratizea ,

da man jede Matrix roller Range

wit Elemental matrix ( elementary

Zrikuuenformuugee ) out die

reduaiuk Zeilustufeuform ,

also die



Einheit matrix An
, bringer harm

.

2) I wird von A erring .

3) In wird von Nachbar transpositions

erring C side ggf . Linear

Algebra 1 )
.

4) Kfz wird von [ A ] erzugt .

23ef
Sei G eine Gruppe ,

K = { Cab ) Cba )
" la

,
BEG} ist

-

=aba-^b "

die Menge der Konnnutatoeu in G
,

[ G. G ) i = LKS die von K

erzcugkkommutatoreegrup.pe
.

Bemerkuug : CG ,G ) = fed ⇐ G abelsch

Z.3.lt#enmeeCG,G3ioteewNomaItu7er

.



Beavis : Sei g
EG

,
u= aba 'S " ECG ,G]

.

Dann gilt
gag

"
= gaba

- ' b- '

g-
'

=

ga⑨g1b⑨g ) a-
'

Cg-1g ) b-
'

g
'

=

gag
'

gbg-iga-ig-ngb-g-1-gag-igbg-ncgag-T-ncgbg-MECG.GS
.

Mit Rrodukteu von Komumtatorea uwfeiwt

war analog - D

2.3.SK#orollar

Sei G eine Gruppe ,

U ein Normal tiler
.

Glu ist aselsch ⇐ Us CG ,G ]

hrsbesoudve ist GKG.GS abelsch .

Beavis : Cas Cbs = Chicas ta
,

b ⇐

[ as Cb ] Cat
'

C 551 = [ ET ta ,b ⇐

Cabot 's -13 = Ce ] ta
,

b ⇐

U= e. U - Ce ] 3 LK 's = [ 6,63
pg



2.

3.6
Def

-

Eire Gruppe
G heist Zyktisch

,

falls I g
C- G -

- G = Lg >

Bsf
: I

,

7%2=2
and zyklisch .

2.3.FI#Sei
g

E G
,

ordcg ) .

. =/ Cg > I

heist dei ↳ von g .

Bsp :

n ) Fir C 23 E Kfz ist ord CCD )⇒
,

denn CEI ) = { Co2
,

C 23
,

C 43 }

2) Die Ordway eines k - Zykels
in Sir ist k

.



2.3.84

C Lagrange)

Sei G eine eudhihe Gruppe,
U

eine Uukrgruppe .

Dawn gist

1Gt -

- lui .

1%1

hrsbesondve ist die Ordnung einer

Uutogmppe
ein

Teeter der Gruppen -

ordering .

Bennis : Die A' quivabnz relation

fiir U C Siebe Def .

2-2.2 ) zerlegt

G disjuaht is 1%1 Ai guiraleuz -

klassen . Wengen 2. 2.3 hat jede

Klasse die Form X . U
,

also

Ix . UH 1W Element . D

2.3.9korollar-seiGeudh.ch

,

g GG
.

Dann gilt ordcg )

11Gt
.

Z.3.to#olar

Sei G eine Gruppe

von Primzahlordnuug .

Dann ist

G zyklisch .



Beavis : Sei g E Gilles
.

Da

(g) c G Uutrgruppe ist
, folgt

printed

• rdcg ) = 1cg > I 11Gt ⇒ legs I =

161 ⇒ Cg > = G
.

D

2.3.MSatt-seiGtykk.sk

.

Falls G uueudhihe Ordway hat
,

so

ist G E Z
.

Falls 16km
,

so at G I Em
.

Bennis .

-

Sei G = Lg >
.

Sette fcn ) : = g
"

,

dann ist

f- : I → G ein GruppenhomomorphismsC dean fcntml = g
" !

g- gm= f Cut - fcml ) .

f- ist surjekhv .

Dawit ist Ker Cf ) c I eine

Uutvgmppe ,
also Kercfl = m2

fir ein m .



Falls m
-

- O ist G EZ
,

falls

into ist GE %z - Em .

Der ersh Fall tritt uh genome
damn

,

wenn 161 =D
,

do twerk guan
dam

,

wenn G eerdlich .

D

2.31250ft

Sei G zyklisch .

jade Uukgruppe von G ist zyklisd .

Beuys : Sei G -

- Lg > und U -_ he 3. Sei

a :=min { j Emiko Igt
.

EU } .

Been : U=

Cga
>

"

3

"

klar
.

.

C
"

Sei u EU
.

Da u EG

Z b E Zee u
-

-gb.

Scheibe b nach Division not

Rest als b = g.

at
r wit

oerca
.

Damn gilt u= gb = got
- atr

=

gala . gr = cg49.gr ⇒

gr = u . Cga ) -9 E U



⇒ r
-

- o ⇒ u= (5) 9 C- Lga?

D

2.3.t3.su#Uutergmppentyklinherfruppenj

Sei G eine Gruppe , gf G
.

a ) ordcg ) = min fu Enso ( g
"

- e }

Iusbesoudve god = e
,

< g) = he ,g ,
g2 , .

. .

,
gooks

' - ' }

z ) g
"

-

- e ⇐ ordcg ) In

3) Hat g
eudliche Ordway and

ist JEN ,
so gilt

od ( gli ) =

ordcgsggtcordcgl.gr)

4) Hat g
eudliche Ordway n and

ist d E IN
,

d In
,

so sand die

Element von Ordering d
' mit

d
' Id in der ron g errington

zyklisdun Uutvgneppe guan

die gk
. 'd mit k EN

.



Dalai hat

gkeFOrdmmgd@3ggTCk.d) = A
.

5) 1st G zykksch der Ordering a
,

so gist es zu jealous
Teeter d In

gwan
eine lbrteymppe Ud der

Ordering d
.

Bennis .

-

n ) Lg ) ist zyhlisch ,
mit 2. 3.7

ergibt sick Lg ) E { Z

Zm

Falls Cg > ER
,

so ist ordcg ) = a

and L n E IN
> o Ig

"
= e3 ist

uuseschraiwkt ,
da f : I → G : Ang

Isomorphisms ist and g
"= fcu ) # e

fir u # O
.

Falls Lg > I Km ,
so ist ord (g) =

m

and Rm - G : [ isms g ist

n Swnrnnanden
Isomorphisms .

-

Da m
-

- min fu I Cr ) t - - + Cn ] = o ]

ist and m= min f n I
g

"

-- e3
.



2) "
-3

"

gn=e ⇒ min Lj I g5=e3 En

⇒ ordcg ) Eh
.

Sei o - dog )= m
,

Schreiber

n
-

- of - mtr
,

OERL m C Division mit Rest )
.

Dann ist e=gn= g9-mtr-cgmj9.gr
= e.gr ,

da ram and gree folgt

r -

-
o ⇒ n

-

- Of
- m ⇒ mln ⇒

a rolled In
.

u
⇐

"

and (g) In ⇒ I g : n = g - ordg )

⇒
g

"

= got
- odb )

= (gooks
) )

'
= e

3) Sei m
-

- ordcg )
.

Sei j EIN

und d=ggTCm,j )

Bek : ma = min Lk C- IN
, o

I ( g
't )k=e3

= od Cgt)

Da ( go) 'd
= (gutta -

- e ist

MI E Lk lcgijk -

- e }

⇒ ordcgsi ) E F
.



Sei RE Lkl (gsijk: e3 ⇒

Cgi ) e ⇒ gon - e

⇒ ml jr ⇒ jr ist ein

geineinsaenes
Vielfaches von m

and j .

Damn 't fogt

mad = kgvcmij ) I Jr
.

hrsbesondere MI I r
.

⇒ ma I mind kkgnk=e3
⇒ Fel ordcgsi )

Da and ordcgi ) E ma ⇒

ma = ordcgt)
.

4) Sei d ein Teilo von n

,

d
I

em Teeter von
d und

gt E Cgs ein Element der Ordering

d
'

= hggtcnij ) .

h

⇒

g ⇒ , ,
Id ⇒ £1ggtcuij)



Da ggtluij ) Ij foyt 2- Ij

⇒ I k : g-
 

= k . ha
.

Damn 't ist gJ=gkE in der geurihnhks

Form darpsklls.

Sei uengekehrt
ein Element der

Form gk
. £

gegbees ,
ur women

High , dap ordcgte ) I d
.

Es gilt ordcgk
'd) - ggFT.kz)

,

h

und a I ggtcn ,
KE )

⇒
=

ggtcu.kz ) / d

⇒ odcgk
'd ) Id

.

Es gilt ad ( gk 'd ) = d ⇐

gghtcn.kz ,
= d ⇒ I -

-

ggtcn.kz/--ggTCd
. I

,
k . Fe) ⇐



ggtck ,
d ) = 1

.

5) Zu jedun Teeter dln

betrachk

Ud
:-CGE ) .

Dies

Uertvgmpp hat Ordinary d
,

da

od C GE ) = hggtcn
,

⇒
= d

.

Weger 4) and alle Element der

Ordway d C da dtd ) von

do Form gk£ and dams in

Ud euthalku .

Sei U
'

eine Hertog ruppe der

Ordering d
. Weger 2. 3.8 ist

U
'

zyklisch ⇒ F h E G
,

ordchl -

- d
,

W = Lhs
.

Dann rot aber h E Ud ⇒

U' c Ud ⇒ W' = Ud
.

pg



2.3.tk#Def

Sei G eine Gruppe .

Wir delirium auf fu I U ist

Uirhrgruppe von GI eine

Teilo - during durch Uele
'

-

. ⇐

Ucu '

Wir stellar dies Relation als

Diagram ( Verband ) dar
.

Fir n E IN
> o

dehiniereu wir

auf Ldl din ) eine Teilordnuug
durch de d

'
e ⇐ d Id '

.2.3.15Koro Uar

#ruppm verband einer

zyhlischeu Gruppe
der Ordering u

ist gleich dem der Teilo von n
.

Deweese

Sei G -
- Cgs . Jade lbrtvgmppe

ist von do Form Ud -_ Lg # S

= { gk
- na Ik EN 3

.



Daher gilt Ud C Ud' ⇐

f- ist ein Vielfadus vonhas
⇒ d Id '

⇐ d Ed '

p

Bsp Der Untugruppesverbaud von

¥36 ist

I

=L0,1
, 2,3 ,

-
.  -

,
353

36

/ \

2,8=-225-135I742 IWOR
, 4,6 ,

.

, 343

{ 0,3 , 6,9 ,
- - -133) \ I

I
245=C6S=g| 726 196,14 .

. .

,
= f 0,48 ,

- .  .

, 323

303¥4/\/food
, } :*zEazs=

L res E K2

\ /
to

, 12,243
"

to ,r83
Lehto



Z.4freielyruppenwrdRelatiouen.hr
neratlgemutwulabstrahieren Bsp .

21.8 :

2rJef Sei A eine endlicher Menge .

Eine Gruppe
F heist fee

erzeugtrout
,

falls F folgurde

universelle Eigeuschaft erfutllt :

f Gruppe G and Abb 4 : A → G

F ! Morphisms F : F → G
,

der

4 erweitot :

A
4- G

in :÷¥
.

.

.

-

-

'Ini

Eire Gruppe heist fri ,
wenn eine Menge

Act
existent

,

die F foci erzeugt .

Bsf I ist foci
,

I wird foci erzeugt

von l
.

I wird nicht von 92,33

fri erring ,

aber 2=22,33 .



hrsbcsondve eutheitt nicht jede

erzurgude
Teil merge nine foci erzeugude

Tail merge .

3.4¥C frie Gruppe , Eiudeuhgkeit )

Sei A eine eedliche Merge .

Dana exiotiert

hi
- chokers eine fei von A erzeugk

Gruppe
F C bis ant kauouishe Isomorphic )

.

Beavis : Seine F
,

F
' Ari erzeugt non A

.

if
'

A → F
'

¥
.

if
.

- a ! I

F
' -

A → F

. ! !. ¥ ±
IEEE:*:* .

4- =FoI and
,

aus
do Eihdeuhrgkeit von I folgt

idp =

To
4-

.

lyeuauso idp ' = To T '

.

⇒ FE F
'

.

D



Kawanishi : die Isomorphisms F  → F
'

,

F' → F sad id auf S und

Sind die einziger Isomorphisms ,

die

rolls erweiton
, Weger der Eiudurtrgheit

in der
universelle Eigeuschaft .

2.4Cfscie Gruppe ,
Etiokuz )

Sei A eine
ehdhihe Menge .

Dana exiotiert

eine von A fri erzcugk Gruppe .

Bennis : Wir zeiger , day die Gruppe

ours Bsp .
2.18 die universelle Eigeusdaft

erfiittt .

.

F = Menge do Witter in A and A-
1 In

= far -
-

- Lulu EIN
,

di EA
.UA" 3 fu

wobei f Works x , y ,
a EA :

Xaa
'

y
v Xy ,

Xa
'

nay - xy

Hintoeinaudwslreibee ist arsoziahiv
,

das here Wot E iot neutrals
,

in uenghehrkr

Reihenfolge Schreiber and involves lictor

Inverse .
A c F

.

Sei G eine anime Gruppe ,

Y : A → G eine Abb
.



wir honstruieru rekwsiv eine Abb 4*

von do Menge do Winter durch :

E trs e

a. x to 4cal . 4- Cx )

a-
'

ex - 4651 . 4*4 )

ta EA
,

Wort x
.

Nach Def iot 4* kompatibel mit der

A'guivaleezrelatron
n auf der Marge

der winter ,

und liefot daunt

IT e
. F → G

,

dei Morphis mas ist
.

D

Z.4.lt#oLar
Sei F foci erzeugt

von A
, damn rot LAS = F

.

Being :
Die freie Gruppe ans Bsp .

2.18 btw .

Sat 2.

4.3
ist ron

A erzcugt ,

and sie ist eindeutrg . D

2Rop Sei F eine freie

Gruppe . Alte freier Erzeugmdeusyohure

have die gleichen Ahtahl ,
deer

Rang von
F

.



Bennis : F sei fri erzcngt von

A
,

I Aku .

Die Menge do Homo -

morphine F  → Zz
,

Hom CF
, Rz )

,

erfiittt I Hom CF
,

2271=2
"

,
also

being n her von
F as und nicht

D
von

A .

Dir schreiber Fu fit die von n

Elements foci erzugk Gruppe .

Bep Fn ± 2

Been A) 2×2=22 ist nicht foci

erzugt von
CI )

,
(9)

,
denn

⑦ t (9) = (9) t ( I ) ist eine Relation
,

die zusaihh 'd zu deer lwveseer

⑦ TC - ft -

- e . .
.

erfiittt ist
.

Man Kann 7. B
.

nicht (f) rs ( r2 )
,

(9) ts ( 137 E $3 abbilden
,

dean

sorest

⑦ t (9) ts ( 121063 ) t nicht

wohl -

(9) t Co Its 9310421 defines .



In der Tat rot 22 nicht fri .

2) Endhihe Gruppen
Sind nicht fri ,

da ein Element g
end like Ordering

hat
,

also Z r : gr -_ e und

som it gibt es eine zusoihhihe

Relation .

Man kann nicht

g N 1 EZ abbihden
,

da

gr = e us O I r = At - .  - th nicht

Wohl -

gr = go
.  - - og

I defines .

2.4.co#orollar Eine Gruppe G ist

eudhih errand ⇐

GETTIN
fir eine foie Gruppe Fu

und einen Normal titer N
.

Bennis n
⇐

" klar

"
⇒

" Sei G = CAS
,

IAI = n ca
.

Mit der universelle Eigcuschaft

finder ur T : Fu → G
,

der surjehhv iot
,

da G= LAS
.

Sette N -

- KOCHI
,

dana foyt aus

dem

Homomorphiesatt

GE FYN
.

D



2.4.tl#t
Sei G eine Gruppe ,

ACG
.

( AJ ist der kleinste Namalteiler

von G
,

do A euthatte

CAT = n N
.

ACN
CG

N Nomatteikr

24.862mA
C Aso -

- f g. digit . .  . → ganging ;^)

MEN
,

Ei E HIM
, g .

- EG
,

diet }

Siebe Lemma 2. 3.2
.

DefC Erzberger und Relatroneu )

( AIR> : =FIRS ,

wobei F die fri von
A erzugk

Gruppe
ist

,

it die Gruppe erzcugt

von A nut Retaken R
.

< AIRS heistPr-on
der

Gruppe .



Bspe

n ) Cx I xn ) I In

2) L x
, y

I xyx
- '

y
" S EEZ

[ man
shrift manchineel

and xyx
- n

y
-

=e

ode xy = yx

x - CI )

y
- (9)

3) Lx
, y / xyx

- Ej , yxy -1×25

= he } :

X = Nyk
- '

x ) y
"

) = ( xyx
-1 ) xy

- '

= YZX y
'

= ycyxy
- n )

-yx2⇒ e -

- yx ⇒

y
= ×

- a

y
- 2= x2= yxy

- it
=

yy
- '

y
'

I
y

- '

⇒ y
-

- e ⇒ x -

- e
.



4) ( a
,

b I a2=b2=CabP= e > I $3 :

a ↳ CAZ )
,

b ts CAS )

ab to Crucis )=G32 )
,

es gilt
C 13213 = e

,

dies ist vutsaglich
wit do Relation ( abt =e

.

Die Gruppe G -

- Ca ,b I a2=b2=CabP= e >

bestest aus Worton m a
,

b

,
wobei a und b abweohsekd

hintereinander kommer
.

Es gilt ( bab5= babbab = e

and Caba ) C bab ) = ( abP=e

⇒ aba = (bass
"

= bab
.

Miglichkeitur fair Water auto a ,b,e :

I
.

ab ab - -
- ab II abas .  -

- aba

HI baba -
.  -

ba I baba -

-
bas

I Hochstein , 2 hliederholaegu ,

da Caffee
.

Aber ab ab = babb = ba
.

Also wer at
.

I ababa = aabaa = b

Also wer aba
.



II Nur ba
,

I bas = aba

as G= fe
,

a
,

b
,

ab
,

ba
,

aba }

Die Zuordnung Ats CAZ )
,

bins CB ) heft einen

Isomorphisms G → $3

÷¥i÷i÷i÷zi÷i:÷:
Bein : Folgeude universelle Eigeuxhatt

gilt fir Gruppen ,

dei durch

Erlanger und Relations gegeseu
sad :

f Gruppen G
,

Abb 4 : A → G

wit 4
* Cr ) -

- e in G t r ER

( wobei 4* den ant den Worton

honstruiuke Morphisms aus Jatt

2. 4.3 ( Etiskez freie Gruppe) bezcichuet )

F ! Gruppen homomorphisms
Te .

< AIRS → G mit



To IT = y :

A 4- G

c a
I r

F
I F ! T\

,

* ,

,

,*

I
=

'

LAIRS
T¥R8

Dies folgt ans der universelle

Eigeuschalt fir frie Gruppen ,
and

fir Faktorgmppen .:

GIN
,

IT : G→ GIN erfiitku focgurde

universelle Eigurschaft : f Gruppen A
,

Morphisms 4 : G → A suit

Nc Kera ) F ! 4- : GIN - A

mit Toft  
= 4 :

Die universelle

G I H Eigeuschalt fair

a Faktorgruppen
- zeigt man wie

IT I - FIT bein ttomomophie -

G1
I Satz

,
ihdeeu Mr

N 4- Ccgs) -
- Tcg . NI - 9cg )

setter
.



3
. Ringe

-

3. A Ringe wud Ideate

-

3. 1. A Def Eine Menge R m2

-
t -

- RxR→ R und

einer Verkniip fung

• : RxR→ R
,

( R
,

t
,

. )
,

heist

(

komer
) Ring ( mit 1 )

,
falls

1) C R ,
t ) eine aklsche Gruppe

ist

( unit Neutralise O )

Z ) CR
,

. ) ein
kommutatires

Monoid ish

Cmit Neutralism t )

3) ( Distributivity ta
,

b. c ER :

a . Cbtc ) = a. b t a. c
.

BIP
m K

2) In
.

Wir haben bisher dei aselsche

Gruppe Czar
,

t ) behachkt .

wir delirium zusiiteh.ch

• : 7LnxZn→ In : Ca ) . [ BI - Cab ]
.



Dies ist wohldetruiert :

Sei Ca
' ]= Cas

,
Cb

' 3 = Cbs ⇒

a - a' = k . n
,

b- I = l -

n fir b. LEK

=3

[ a' e b
' I -

- [ Ca- kn ) Cb - eat ] -

[ abt n ( - kb - alt been ) ] = Cab ]
.

Weger do Eigeuschafhn der Muthphkahrou

ant I ist dei Operation
anorak

und konsmutativ ,

und a ] iot Neutrals .

Die Distnlouhvitiit wird and von K

vererbt .

3) feder Kiper rot uh Ring .

4) Sei K een Koper ,
der Polyhomnhg

KCX ] iot ee 's Ring .

3.tl#emmaCEiufacheRecheerregeln
)

Sei R ein Ring ,
X

, y ,
Z ER

.

Damn

gift :

s ) - C- x ) -

- x

2) - City )= - x t C- y ) = - x -

y

3) x t y
= Z ⇐ x = Z -

y



4 ) X . 0=0 . x = O

5) C- x ) .

y
= x. C- y ) = - Xy

6) C- x ) . C- g) = Xy

7) X C y
- z ) -

xy
- XZ

8) C- 1) ox =
- X

.

Beavis :

1)
,

2) haben wir in

2.1.53
) fit

beliebrge Gruppen gezugt C hier nur

in der Schreibweise t )
.

3) "
⇒

" Addiere -

y ant Seiden Seika

"
⇐

" Addie e y
' '

n Kiirzuugsregl
"

4) Ox = Coto ) . X = Oextox ⇒

O . X = O Weger
der Kiirzungsregel .

5) xyt C- Hey = ( x - x ) . y
-

Oeg

⇒ - Xy
-_ Exley

lyeuauso fair x. Gy )
.



6) C-x ) . C -

y ) It
- ( x. fyi )E

'
- C- xy )

± xy

7) x Cy - z ) = xcytfz ) ) -

- xyxxfz )

= Xyt C- xz ) = Xy
- XZ

8) 0--01=(-1+1) . X = C-Alex xx

⇒ C-it ox =  
- X

. D3.1.3122
Sei R eh Ring .

a ER heist Einheit ,
falls Fb ER .

ab = 1
.

( R*
,

. ) ist dei Eiaheikag-mp.se .

a heist Nulltciter ,
falls F b to

,

b ER : ab = O
.



Bsp
1) Sei K ein Kiper .

K*=KKo3
.

K hat keiue Nuttier outer O
.

2) Z*= f Is }
.

I hat heine

Nulvhikr outer O
.

3) 26 = fo , 1,2 ,
3

,
4,53

2 wud 3 Sind Nuttier ,
da 2.3--6=0

4 ist Nultkiler ,
da 3.4=12--0

Zg*= £1,53
,

deem 1.1=1 und

5. 5--25=1 .

⇒ 726 = L Nuuteikr } u L Einheit }

4) In Kcx ] gift es
heine Nuttier

anpr O
.

( KEX ] )
't

= K*

3.to/DefSei0tUcR
,

so dats

U wit der Eihschrahkung von t und .

wieder uh Ring ist ( nicht notweadeg

nut A )
,

damn it U ein UuterIg .

BIP 22L CK ist ein lluternhg
Cohere 1)

.



3.

1.5
Def Seim R

,

S Ringe .

S her.ptRinghomomorphismusce
> 4Catb)= 4cal t Ecb )

Y ( a. b) = 4cal - 4lb ) Fa
,

BER
.

Sind R und S Ringe unit I
,

so

volangen wir anteroom 4(1pd=1s .

Bene Bild und Ken von Bing -

homomorphisms
and Underage

( siehe 2.1.14 fir Gruppen )
.

3.to#fSei R ein bonrmutativer

Ring mit 1
.

Eh Ideal I CR

ist eine nicht - Here Teilmeege mit

at b E I
,

re a C- I

Ka
,

b E I
,

r ER
.

3.l.TL#emmaEih

Ideal iot eine

llutvgruppe
bet t

.

Beeves :

Da r - a C- I Kr ER
,

a EI

folgt C- Me a =
- a EI ta E I

.



Dawit erfiiht I das

Uertvgruppubrikriwmbet t
. D

Beemer hung , Negev lemma 3. 1.6
,

und

- R abelson ist
,

da die Addition is

ist ( RE
,

t ) abelsche Gruppe unit

[ 03 -

- Ot I als Neutralism .

Die Def eines Ideals rot so gnioihtt,

day auch die Mutt nach

RIE vererbt wird :

3.tl#atECQuotieerkesn-ug/Faktorring
)

Sei R uh Ring ,

I uh Ideal
.

Damn iot RII unit den

repriisehtaukeueeise dehwierha Operation

ein Ring wit Ct ] = It I als

bez -

•

,
do

Quotieuturingl

Neutralem -
Faktarnug .

Beavis .
-

-

Betmchk

Cris
-_

Cris
,

Cra
--

Cry
in RII

,
dawn ist ri- rata

,

rj= rub wit a
,

b E I ⇒Cry
.

rid
= [ ( rn -1a) C rztbl ] =



[ rnrzt rnbtrzat ab ]

FI FI FI

= Crabs .

Damn 't it dei Multiplication
wohldefrriert .

Die weihreu Eigursihaftu

werden vrererbt .

D

3.1.GL#ma
: Seier R

,
S Ringe ,

4 : R - SS ein Ring homomorphisms .

Daun it Ker Cy ) ein
Ideal .

Bennis :
Seim a

,
b E Kera ) ⇒

4CatbI= 4cal tub ) = 0+0=0 ⇒

Atb E Kerce )
.

Sei r ER ⇒

Ucr . a) = 4G ) . 4cal = Ur ) . 0=0

⇒ r.AE Kerch
.

D

3.1.tosatz-cttomomophoesathsu.eu

R
,

S Ringe ,
4 : R - ss ein

Ring homomorphisms .

Dann ist Rfcery I Im 4
.

Beeves : Aus dem Homo morphiesatz

fair Gruppen 2.2
.

6 folgt , dap



is einen Isomorphisms I : Rhudy ) → buy

der additive Gruppen gift .

Bieser ist Ring homomorphisms ,
dean

FCC rid . Cris )= 9cm . ra )

-4cm- Kra ) - Acorns ) . Tara )
.

D

3. d. At Def Sei R ein Ring ,

-
-

A- a R
.

CA S : = f) I

A- c ICR

I Ideal

heist das von
A

erzeugkl-deal.3.l.AZ#emma

Can
,

- .  - sans = { In riai
I ri ER }

Bennis iibuug .

Beemer hung : Lemma 3.1.12 gilt analog

fair LAS
,

IAI - a
,

damn tapir man

rechts her
eerdliche Summer zu

.

Bsd Ln > = R
.



3. 2 Der Polynomring
-

3.2f Sei R ein Ring .

Der PohgREX ] iot definietals

REX ] = f aotanxt -

- - t an X
"

,
ai ER

,

near }

Wir detiuiereu fir

f- = #oakxk und g
-

-

€obkxkERCx

]

die Summe
with

feg -

- I Caktbk ) xk
,

k=O

wobci wir die Konveertron verweudea
,

dap an
- o fir k > n and

bh=o fir k > on

,

wud das Produkt

f. g
= EE CE. a :bk→ ) xk

( das ist ( anxht -
- - tao ) . ( bmxmt .  - - xbo )

ausmultipliziert )
.



Iusbcsondere ist fir

f- = x
"

= 1. x
"

t O . xi
- it - - - to

g=
XJ = 1. ×J t O - Xj - ht - - -

 to

f. g
-

- xi.xt-iffe.E.aebk-elxk-x.tt
-

falls kcitj ,

it

immer einer der bee . deer

Koeffizreerkes =D
.

Wie man leicht nachrechnet ,
ist

RCXI
ein kommutatiner Ring with

.

1st f = §→akxk and auto
,

so heipt n = : deg Cf ) der

← von f .

Wir setter diglot - a
.

Der Leitkoeffizieut von f to
,

Luft
,

ist  an
,

nobu
.

n = Grad Cf )
.

Es gilt
degcftg ) E maxtdegf , deg 93 und

deg Cftg ) = waxhdegf ,
degg } ⇐

deg ft degg oder degf - deg g
and

Left t - KG )



degcfeg ) E degfedegg und

deg ffeg ) = deg ft deg Cg ) ⇐

Ucf ) . Lag ) to

BI : In % Cx ] ist

( 2×+1 ) . (3×2+2×+1) =

6×3+(2.2+3.1) XZT C 2.171 . 2) x

+ A . A = 0×3-1 A - XZ -14 - X th

= it 4×+1
.

Bein Wir erhalkn Polynomriuge

in mehrer eh
Verdin do lichen

rekursiv durch

REX
,

 ;
Xu ] : = Rcxm .

.  -

,
Xu - is [ xD



3.2f C K - Algebra)

Ein K - Vektorraum ,
auf dem zus-a-tzh.ch

eine Multiplication o : A + A → A

defruiert ist ,
so dap CA ,

t
,

o ) ein

Ring
mit 1 ist

, heist KAYLA ,

falls die Skalarmultiplihahron . met

der Ring multiplication o uerb-a-gh.ch rot
,

tf d EK ,
X

, y
E As

X . Cxoy ) = ( X. x ) .

y
= Xo Clay )

1st K=R ein Ring and A uh

R - Model suit retraghiher zusoitzlicher

Multiplication ,
so venues air A R - Algebra .

Bsa
s ) Sei Kein Kiper.

that Chxu ,
K )

ist K - Algebra .

z ) Sei K ein Kiper ,
Vein K - Vektonaum

.

End
µ

CV ) ist K - Algebra .

3) Sei R ein Ring ,
0 # X eine

Menge .

Abb CX ,
R ) = Lf :X → R }



ist mit der puuhtweisen Addition

f- t g
Cx ) - fcxltgcx ) and Mutt

fogCx ) -
- fcxlegcx ) tx EX

ein Ring .

Wir drh-niereutus-a-tzh.ch
die Skadar -

multiplication

( d . f)Cx ) = de f Cx ) tx EX
,

LER

und chalk so eine R - Algebra .

Beinekunge Wir koines eine R - Algebra

and auffanen als einer Ckommntatirea) Reg

( A ,
t

,
. ) and einen

Ring
homomorphisms 4 : R → A

,

der die
Shahar multiplication dastelet

( X m He la )
.

3. 2.3 Bsd Sei R ein Ring mitt
,

- die charakkrish
- sche Abb .

dann ist -

X : I → R : his n .1p= Apt - -
- the

That

uh Ring homomorphism us
.

Durch X wird R tu einer E- Algebra .



f n ER
,

RE R : Xcn ) .r= Art .  - - Hr ) . r

= rt .
.  - t r -

- r . C Art - - t tr ) = r . Xch )
.

3Df Seier An
,

Az R - Algebra,

mit in : R → An
,

iz : R → Az
.

Ein Ring homomorphisms 4 : An -sAz

heift R - Algebra - Homomorphisms ,

4

falls Yo in -_ iz e

. An -3 Az

Anders gesagt : if
4 ist mit allen R

3 Operation vehaigh.ch ,

4 ( atb - 9cal tub )

4 ( a. b) = Ka ) . Y C b )

4C d. a) = 4C i.CH . a) =

4 Circa ) . 4cal = izcdl . Ka )

= X . Uca ) ta ,
BE An

X. ER
.



3.

2.5
Sato ( Universelle Ergurschaft

- des Polynomrihgs )

Sei R ein komrmutativer Ring unit r
,

A eine R - Algebra ,
a EA .

Daan I ! R - Algebra homomorphisms

4 : R[×3→ A mit x tea
,

den Einsetze homomorphisms .

Das Bild von 4 heist dei von a

irzugk Uertoalgbra Las CA
.

Analog bei hnhreneh Veroiude lichen

Begins : Durch 4 ( aotanxt
- - + aux

" ) =

Aot An .at
- -

- t due A
"

ist der

eindeuh.ge Homomorphisms geyser . D

BI
1) Sei Vein K - Vektomaeun .

Ehdiecv ) ist K - Algebra ,

und

Wr henna deer Homomorphisms

Yf. K Cx ] → Ehdkcv ) : Xtsf

btw

YA : KEN -1 Match ,
Kl : X to A



Das charakteristische Poly horn und

das Mirihralpotywom lines Endomorphisms )

einer Matrix and im Kern
.

2) Sei d ER
,

Md E IC
,

betrachk 4 : 243 → IC

X - Nd

Dann ist

Im (4) = : ECT ]

= fat brat a. BERT
,

dean

d2 E K
.

Der Begriff des Ideals iot and

durch Nullsklkumeegen von Polyhomen

wwtiviert :DfSeim fr ,
-

→ fr E Kah
, xD

Seize Vcfn ,
. .

.

,
fr ) = Lp Ekhlficptotti }

die affiliate do fi C die

geeneinsame
Nullsklleumeuge )

.



BSI
1) Vcr ) - O

,
Vco ) - K

"

z ) Serien fi = Eaijxj - bi

linear Polynome ,
A- Caij )

,

b -_ Cbi )
,

damn rot vcfs ,
fr ) = LES CAB )

uh affine Unknown des Kh
.

3) f  = x2 -

y E REX ,y ]
^ R2

v C ft -_ ✓
,

4) f = x2ty2 - A

^ R2

VCH -

s

5) f = ×2ty2 -

z2
^ 7

Rf

>



6) fn= Xy
,

fz=xz
,

✓ Cfn ,
f- 2) =

y=o,z=o

X=o

Benching :

v Cfn ,
.

.
.

, fr ) hoingt her von dear von

den fi erzeugkh Ideal I= Lfa , fr )

as
,

denn wenn fr Cpk - - - =frCpI=o ,

claim auch Eri fo Cpl = 0 fir
ri Ekcxn ,

- - sxu ]
.

3Jf
Sei Ic KCXN

,
- sin ] eels

Ideal
,

damn iot

VCII - fpEK4fCpI=o tf E I }

die Vuvhuindungsmenge von I
.

Wir werden sheer ( noelhersche Ringel ,

deep VCI ) eine affine Varietal ist
,

da jades Ic Ktx ,
- ⇒ xu ] eudhich

erzuyt ist
.

1st Vc Kh
,

so iot



Icv ) :
-

- { f Ekcxn .
- . -

, xistfcptofp EV ]
das Vwidal von V

3.2.8L-em.mn

ICV ) at uh Ideal
.

Bennie Seier f , g
E ICU ) ⇒

f- Cp) -

- O = gcp ) f p EV ⇒ feg Cpl -0

ftp.EV ⇒ ft g E ICH
.

Sei

RE KCXI ⇒ ( r .f) Cp ) = O Kp EV

⇒ r . f E ICU )
.

D

Ideate kommun bei der Betmdrtuag

geometries Objekte ,

dei durch

polynomial flee
- changer gegckn sind

,

in natur licker Weise vor .

3.3Noelhers.be#iuge
3. 3. A Satz

-

Sei R ein

kommutativer Ring
mit 1

.

Daun and aiquivaleut :

1) Jedes Ideal Ic R ist eadlich

erzeugt .



2) Jede aufstcigurde Kett

In C Iz C Iz C
- . . von ( dealer

word stationer ,
i.e .

I m mit

Im = Inner = Imtz = -
- .

3) Jedi nicht - Here Menge von

I dealer besih-tbezeigh.ch der

luklusion ein
marinates Element

.

Erfiiht R drive Eigurschafhu ,
so

heipt R uoetherscls
#

°

Beevers .

-

1)⇒ 2)
"

: Sei In cIzc .
. . eine

Keke von
I dealer

.

Dann it

I = In Ii ein Ideal :

Sei a
,

b EI

⇒ I j . , jz E IN : a E Ijn ,
BE Ijz ,

CE jncjz ,

dawn it a E Ija C Ijz
,

also a
,

b E Ijz ⇒ Atb C- Ijz
⇒ at b EI

Sei a C- I
,

r E R

⇒ t j : a E Ij ⇒ r - a E Ij



⇒ r a C- I

I = Can ,
- . .

, ar ) ist end lick

erzuyt
.

Fiir jedes ai F ji
mit ai Eiji .

Sei k= maxtji I Eli -
- or }

,

damn

ist an ,
- - -

,
ar E IR ⇒

Can ,
.

.
.

,
ar > c Ik as

Ic Ik

⇒ as k ist die Keke stationer
.

D

"

2) ⇒ 3 )
"

: Augeuommen,
(3) gilt nicht

.

Dawn gift es eine Menge M von

I dealer
,

so deaf K I E M F

I
'

EM : Ic I
'

t

Rekwsiv kinner air eine Keke

changer ,

die nicht stationer wird
.

"

3) ⇒ A )
"

: Sei I ein Ideal .Betrachte

M= { Jc I
I

J ist endlich ,zqugks}
Med ,

dean Los E M
.

Sei J eih maximals Element von



µ .

F an ,
.

.

.

,
ar : J = Car

,
- - -

, ar )
.

Angnommen , J ¥ I
,

damn

Fae It ] ,
I ¥ Can

,
-

,
ar

,
a > CI

=3 Can ,
-

-
- sar ,

as E M E zur

Maximalist von J as J = I

ist end lick erzcugt . D

Bgp : Z ist uoethersch . Jede

Uutvgruppe
bet

-
t rot von do

Form u2 = Ln >
,

also von

einem Element erzcugt .

3.326mg
R hat war zwei Ideate ⇐

R ist Kerper

Beavis

u
103,

R Sind Ideate
.

Sie sand

die einziger .

Fit a t O
,

a ER

fdgt dams Las = R ⇒

3- r E Ree Rea = 1 ⇒ a ist



invutivbar und R iot ein Koper .

"
⇐

' to )
,

R and Ideate .

Seo

ICR ein Ideal unit O # AEI

⇒ a- hea = A C- I ⇒ re tr EI

fr E R ⇒ I = R ⇒ es gift
beine weibo.eu Ideate

.

3.3.3Koar Eh Kimpo K ist

noether > Is
.

Bend : K hat new zwei Ideate
,

K= CAS
,

103=603 ,

Seide and

eudhrch erzcugt . pg

3.3.tl#-CHilbutsBasissah-3Rwoethersch

as REX ] noelhernh

3. 3.5 Koro Kar

R¥⇒ Rcxn ,
-

-
- in ] hoelhe.ch

.

Burris : Hilbert Basis safe 3. 3.4 und

Indentation . D3.3.tk#oroAar
Sei K ein Kiper ,
Kcxn

,
-

-
-

,
Xu ] iot hoethvsch

.



Bennis : filberts Basis sate 3. 3.4 und

hnduktion unit hnduktionsaerfaug 3. 3.3
.

,

3.3.7koroKar#
Die Vesclruinduugsmeege VCI ) eines

Ideals Ic KCXR ,
- is

Xu ] C Def .

3.

2.7
)

ist eine affine Varietal CDef .

3.2.61
.

Beng : Da I = Cfr ,
- -

-

, fr ) eudlich

erzuigt ,
ist VCI ) = Vcfn ,

- → fr )
.

D

3e£See. f- = akxkt -
-

. tao E REX ] ein

Polynom .
aix

" heist Terre von f ,

Xi Money ,
ai koefh.tt ,

Ak Xk der

fm LTCF )
,

Xk Leibman L Mcf )
.

Falls LCCfI=1 , heist f hornier 't
.

Bennis von Hibob Basis sate 3. 3.4 :

-

Angurommeu ,
REX ] wire nicht

hoelhersch ⇒ F I nicht eudlich

erring .

Sei OffaEI wit



deg Cfn ) minimal
, OF fz E It Cfn ) unit

deg Cfd minimal
,

Usw
.

⇒ deg Cfr ) edegcfz ) E . . .

Wir er halter eine autohigcude

Keke von
I dealer in R :

I Leans c Llccfd , Left > a
- - -

Da R hoelhvsch ist
,

wird gie

stationer
,

i . e .

I ke

LLC Cfa )
,

.
.

.

,
LCH ) ) - Llcffn )

,
.

→
LCAzbkffk.nl)

⇒ F bj ER "

h

Lufkin ) - Ebjlccfj )

jar

Sette g : = g⇐ bjxdegcfkxh-degcfi.ly.

.

Daun ist g
EI und

L Ccg ) -
- 7¥bjlccfj ) = Lafata )

⇒ deg C g
- free ) cdegcfkxn )

.



Abo g - free ,
E It Cfr ,

- - sfks
,

denn

g- fktn EI und moire g- fkn C-

Cfm .  . sfk )
,

dawn create
,

da g E

Cfr ,
.

-

- sfk ) ouch fktn E Cfr ,
- → the > G

.

Also ist REX ] noethvsch
. D

3.4NultteikrfyeR.ge

3.4.tl#Einkommutahw Ring

mit 1 ohne nicht - trivial

Nultteikrfs.e.rs

)

heist nuttteikfri coder lutegnitoibbueich

order lutgritiitsnng .

Bsd : 72
,

KCXI
,

K and nultteikrfei
.

3.Def Sei R wultteikrfni .

Wir definieren auf Rx Rko } eine

'

A' quivalenzrelatron Ca
,

b) v Cc
,

d ) : ⇐

a D= cb
.

Wir Schreiber § fur
dei A

 '

guivaleotklane C Carbs ]
.

Ant do Merge der Aiquivalenzklassen



adtbc

defruiereu wir durch AT + I = -

b. d

and F . Ed - TED eine Addition

und Multiplication .

Daunt whalku

wir den Oper Quot CR )
.

Er ist do klwuste Kiper ,
in

den R eingebettet werden kaun :

R -3 Quot CR ) : am I
.

Bsf : Z C Q
.

3.4f Sei Kein Koper ,

X .

. I → K : n - n
- hedie

charakteristische Abb .

aus Def .

3. 2.3
.

Daun ist Ker CX ) CR ein Ideal
,

also her CX ) =p I fiir ein p
EIN

.

1- Fall : p
-_ o ⇐ X iujehtiv

Dann taft sich X zu
einem

Mono morphisms X : On - K

fortunes .

2. Fall : p > o
.

Dann ist



Zp - K wegen
des Homeomorphic -

gates 3. d. to ein Unter ring von K
.

Da K wwhtukrfni ist
, mnf and

Zp nulttcilvfni sein
.

Ware p= a - b zvlegbar ,
so

womenOF a
,

b E Ep Nuttteikr ,
denn

ab =p
- O I .

Dams it p prom .

he beidler Thither heaven wir

p
= char CK ) dei Characteristic

des Karpis K
.

Bsf : char C Q ) = O
,

char ( Ep ) =p .

( Kp ist ein Kiper ,
siehe iibwg )

.

3.4f Sei R ein kommutatiner

Ring met I
.

Ein Ideal PER

heist Pnhrideal ,
wenn for

,
BER

gilt : a. b EP ⇒ a EP oder

BEP

Ein Ideal Me ¥ R heistmaximalIdeal
,

wean fiir Ideate I unit



Me ¥ Ic R gilt I -- R
.

3.4.TL#rma Sei p
C- I

, p so
.

pZ ist Prim ideal ← s
p prom .

Bennis :

"

⇐
"

Sei ab E p2 ⇒ p lab £52

pla coder plb ⇒ a C- pz oder

b. Gp2 ⇒ pZ rot Prim ideal

"
as

"

Sei p
-

-
ab ⇒ ab E p2 ⇒

E a C- p2 ⇒ pla ⇒

F ke . pekoe ⇒ p =p
. kob

⇒ be b =1 ⇒ b= It ⇒

p
ist nicht zehgbar ⇒ p ist

prom -

D

3. 4.6 Lemma p2 ez it maximal
-

fir pprim .

Because Sei Cps ¥ I ⇒ 3- q EI
,

QE Cps ⇒ ptg ⇒ ggtcp.gl = t

⇒ I k
,

l : kptlq -_ A E I ⇒

I = I ⇒ Cps ist maximal .

D



Bsg Lo ) CZ ist Pnm ideal
,

also

nicht maximal .

672 CE ist keon Pnhrideal
,

dean

2.3--6 E 62 ater 2€62
,

3062
.

672 CZ ist auch nicht maximal ,

denn 62 ¥32€ K
-

3. 4.7 Satz Sei I ⇐ R uh Ideal
.

-

A ) I Prim ideal ⇐ RI mutterer Aoi

z ) I maximal ⇐ DI Koper

Beweis
-

:

1) "
⇒

" Serien [ a ]
,

Cb ] E RE mit

[ a ] . [ b ] = COT ⇒ ab E I ⇒

a E I ode b E I ⇒

[ as = Co ] oder C b I = Co ] ⇒

es gift beine Nultteikr .

"
⇐

" Sei ab E I also a EI
,

b Et I
,

dann ist Ca ] # [ 03
,

[ bit Co ] and [ a ] [ 53 = Cas ] = Cog

⇒ Cas , Cbs and Nullteikr .



2)
"

⇒
'  '

Sei me maximal , Ca ] # Co ]

in Rtm ⇒ a # m ⇒

me € Cm
,

a > = R ⇒ I MEN
,

r ER : Mt ra = 1 ⇒

[ raid = [ A ] E Rtm ⇒

[ as ist inverter Mit Cab
- I Er ]

.

n
⇐

" Sei Rhu Korpi und

Me ⇐ I ein Ideal .

Sei

a E Ilm .

Dann ist Cast Coz

in Rtm ⇒ I BE R :

[ as Cbs = CA ] ⇒ A - ab E me

⇒ Iadt way
= A C- I

C- MCI C- I

=3 I = R
.

= , me
ist maximal . D

3.4.RU#oKar I maximal ⇒ I prim

Bennis : I maximal ⇒ RII Koper ⇒

RII nullkilerfri  ⇒ I prim . D

3.4.SK#oroharLos CR ist Prim ideal ⇐

R nulltcilerfsci .



3.5fakton.dk#inge3.5DefSeiReinkommeelatiuer

Ring ,

a ,
b C- R

,

a
b

,
a/b

,

falls F c ER : ca
= b

.

3.si#emmaCRegelufiirTeilbarheitI
Sei R nultteikrfei,

Seier as ↳

Gd
ER

.

1) C Kiirzungsregel) Cto
,

ac=bc⇒a=b

2) alo ,
ala ,

it a

3) alb ,
u E R

't
⇒ au lb ,

a tub

4) R 't
= fat air }

5) at u
wit u ER 't ⇒ a E R

's

6) Cto
,

Caleb ⇐ alb

7) cla
,

clb ⇒ clxatyb Kay ER

8) alls
,

old ⇒ aclbd

Bennis :

A ) ac=bc ⇒ ac - bc=o ⇒ Ca-b) c= o

Da R nulltukrfhi ist and Cto

folgt a- 6=0 ⇒ a -_ b
.

2) Da O . a = O
,

he a = a
,

a .t= a



3) a/b ⇒ t c : ace b ⇒ a . u . Cary
=b ⇒ awl b

.
a @a)= ab ⇒

alub
4) R*={ at F b : ab -13 - Lalah ]

5) alu ⇒ Fc : ac = u ⇒

aclu' ) - unit = t ⇒ a C- R*

6) ⇒
" Caleb ⇒ td : Cad = Cb

¥9 " ad -_ b ⇒ a/b
.

n
⇐

" klar

7) da
,

clb ⇒ 7 d. e :

Cd=a,ce=b
⇒ co ( dxtey ) = cdxtcey = axxby

as claxtby

8) a/b
,

old ⇒ I e
, f : ae=b

,
cf=d

⇒ accef ) = bd ⇒ act bd
pg

3.5.3.DE#
Sei R hultteikrfsw ,

a ,b ER
.

a ,b heifer assoziert : ⇐ Fu ERA :

ace -_ b
.

25.46in Sei R uulttikrfni .

a
,

b anoziiert ⇐ a/b ,

bla ⇐

< as = Lbs



Begs : a ,b assoziiert ⇒ 2 WE RA :

au
-

- b ⇒ a/b
, aufurdem gilt

but -_ a ⇒ bla .

Es getter bla
,

alb ⇒ F c
,

d :

ac=b ,
bd=a ⇒ a C- Lbs

,

be Las ⇒ La > CCD
,

Lb > clay

→ La > = Lbs
.

Es geek Ca ) = Lbs
.

⇒ BELAS

und a E Lbs ⇒ I c
,

d :

a. c=b ,
b. D= a

1- Fall -

- Sei a - O ⇒ b=ca= a 0=0

⇒ a and b and another

2. Fall : ato .
Aus a. c. d = a

folgt dam mit do ltcirzungsregd

Cd -

- A ⇒ c
,

de RK ⇒

a and b and assoziiert . D

Bsg
a) a

,
b ER sihd anoziiert ⇐ late lb ,

2) Sei K eel Koper .

Dann Sind

a
,

b to
anoziiert .



3) Seven f , g E REX ]
. fig and

another ⇐ Fu ERA : f- Ug .

35Df Sei R uulltcikrfni .

Sei Ota ERI Ri

a ) a heist tireder Cunzolegbar ) ' ⇐

fallsa- be wit be ER foyt

b E RF oder c ERA

2) a heist prim : ⇐

falls a Ibc fair ↳ c ER foyt

a/b oder at c.

Bennets :
tu 72 ist prom und

icreduzibd aigwialent
Gate 1.12 )

3.5.6lemm.ae Sei R nulthikrtsci .

a C- R Sei prim =) a iot irreduaibd
.

Bennis : Sei a prim ,

Sei of be

⇒ alba ⇒ E a/b ⇒ Id :

a deb ⇒ a= a Cd
✓ 5 f- cd

⇒ c E R
's

⇒ a iot irreduztal
.

D



Being Im Allgemeine foyt aus

irreduzibd nicht prim ,
ein Bsp

daron gibes in des iibungen :

2€ ZEFF] ist irredentist ,
aber

nicht prim .

3.5.tlemm.ae
Sei R uullteitetni ,

O ta E RI R*

Las ist Prim ideal ⇐ a prim

Bennis
:

,
⇒

"

Sei L as Prim ideal
,

a I be ⇒ be Eca > ⇒ E betas

⇒ a/b as a prom .

ne
"

Sei a prim ,
be E Las ⇒

at be ⇒ E a/b ⇒ b E Cas

⇒ Las
Pnhridial

. D

3. 5.8 Lemma
-

Sei R uullteitetni ,

O ta E RI R*

L as maximal ⇒ a irredentist

Bennis : Sei a = be ⇒ a E Cbs

⇒ Las c Lb >



Falls La > = Lbs ⇒ BE Cas ⇒

I d .

-
ad=b ⇒ a=adchEE

dc=1 ⇒ C Einheit .

Falls Las ⇐ Cbs ⇒ Cb > = R

⇒ AE Lbs ⇒ I d : both

⇒ b Einheit

⇒ a
iot irreduzibel . D

Bss Es gift irreducible Element
,

die bein nationales Ideal erzcegu .

f- = Xy
- A E Q Cx ,y3

f- if irreduzibel ,

ivoire is zerkgbar ,

so miipk es in Zwei Polynome
vom Grad 1 zerfallea axtbytc , dtteytf

man redcoat had
, dat es das

nicht tut .

Xy - A C- CX -1
, y

- AS
,

dean

Xy
- A = ycx - hey - A

X - A E Lxy - r >

⇒ cxy
- a > € Cx - A

, y -1 > ⇐ Clay ]



3.5atz
Sei R hoethersch

,
Ota E RIBA

.

Damn Iot Ae go
- -

-

go
ein Product

von rrredeotibku Element .

Beuys 1st a irredentist ,
ist niches za

zeiger .

1st a zdkgbar ⇒ I an ,b,
E

RTR 's

,

a = an bi .

Sind a
, ,b ,

irredentist ,
fvtrg .

Sont E as zvkgbar

⇒ F az ,
bz % An = azbz wow .

So pro derrieres wir eine Keke

Las c Cans c < azs c-  .  -

dei Weger
croethvsch station.at wird

⇒ I ki .

Cars=Lakers

⇒ Ice . are
= Ak - c

=) Ak
= akin bkxr = akcbk.tn

⇒ cbk+n=1 ⇒ bkee E R 's

⇒ ape it irredentist

und a = as
-

.

. ape ist ein

Product von rrreduzibke Elements
.

D



ef Ein nutttcikrfnier Ring ,

in deem jedes Ota E RlR* eine

bis auf Vutausclneng herd Einheiteu

eihdeutrge Darsklkeug a = pre
-

. - opr

mit pie prim beoiht , heist faktoiell

( ZPE "
Zeskgung n Primfaktoreu ist

uhdeutrg
"

,
UFD " unique factorization

domain
" )

tbsp I ist faktoriell .

3.5.MP.ro#SeiRfaktaiell.airreduzibel
⇒ a prim .

Insbesoudve
Sind Wigen

Lemma 35.6

die beidler Begin
- He in faktorielleu

Ringer aiguivaleut .

Bewuis : Sei a
irredeioibel ,

Scheibe

a =p
- - -

pr
als Product von

Prim -

faktoren ,

damn map FA und

a- pr getter . D



3.8.12 Safe Sei R nulttcikrfni .

-

R fakton.ch ⇐ jades Ota -CRlR*

besiht eine bis auf Vutauschuag

and Einheikn eiudeutrge Darstcltung

als Proderkt von irredutibleer

Eleventh .

Bennis
-

:

"
=3

" Existent : a besitet eine

Darskltuug als Product von Primtaktoren ,

jedes Prim element ist irreduzibel .

Eihdurhgheit : Jedi Zdlegung in

irreducible tfaktoreu
rut auch eine

zvkgwug in Primfaktonen und tetetue

ist n .

V.

eindeutrg .

"

⇐
"

Bed : jedis irreduzibk Element

ist prom .

Dawn folger Efiokhz und Eindeuhgkeit

der Zukgung a Pnimfaktorer aus der

Existent wud Eindentrgheit der

Zokguug
in

irreduzibk Teletoon .

See p
irredentist und plats

1st a E R 't ⇒ plb .

1st a=o ⇒ pla



Also koinheh wir aerhehenen
,

a. BE 12143*0203 )
.

ITC : pc
= ab

.

Bride Seiter

haben eindewtrge Zcrkguegen
in irredeemable

Element , p
ist n .

V
.

irreduarbel
,

daunt iot p
einer do Faktoreer von

a oder b ( bis auf Einheit ) ⇒

Pla oder plb .

⇒ p
rot prim .

D

BSI

A) Re QCX ,

yf.ws/Lxy-zwgiotnultteikrfni,daxy-zwECCx.y,z,w3

prim .

R ist nicht faktonidl :

t , y ,z ,
W and irredutibel ,

also

Xy=zw
ist nicht

eindurtigals

Product
von

irredeezibku Elements .

Weger
Salt 3.5.12 Kaun R daher

nicht faktoriell seen
.

2) R -

- KEAS

-1at bF5/ a ,bEK3 CQ

Bed '

.
R ist nicht faktoniell .



wir bestimrmen dit Einheit von R :

Cat bas ) Cct dhs ) - 1 ⇒

I at bat lctd # 1=1 ⇒ ↳ d=o
,

a
,

c E { In ] ⇒ R*= 9113
.

Bed .

.

2 ist irredentist .

Augeuommen ,
2 = ( axbF3)( ctdfz )

⇒ 4=42+35 ) C c2t3d2 )

Einer diver Faktoreh rump
1 sein

,

also E a
E htt 3

,
b=o ⇒ at-bats

ist Einheit

Analog sieht man AIA it irreduaihd
.

Daunt Sind

2. 2=(1+73) G - Fs )

verschiedene Zerkguagcu in irreducible

Element .

Weger
Salt 3.5.12 Kann R daher

nicht faktoriell seen
.

3.5.MS#EinhoetlwsIurwdltu7erfnierRihg

ist faktoiell ⇐ jedes irreduzibk
Element ist pins .



Bennis :

u
→

" 3.5.11 .

u
⇐

" Wigen Satz 3. 5.9 besiht

a E 12143*0403) eine Darskltung

als Produkt von irreduaibku

Ekeneerku ,
damn 't besiht es and

une als Product von
Primfaktoren .

Eiudeutigkeit : wie in fate 1.12

vibes die Eindeutrgheit der

Pnhsfaktorzwhguugis 22 :

Induction iiber k = Auzahe Taktoren .

Sei k=A
,

a =p , prim .

Falls pr = pi . - . pie so folgt

b- A and p ,
= pi ,

de p ,
irreduaibd .

Sei k > A
,

a =p ,

-
-

. pre
-

- pi -

.  - pie

Pk prim

⇒ pre
I pi -

. - pi ⇒ Zi :

Pk I pi
'

.

Da bride prom and
,

fohgt ph
ist anoziiert zu pi

'
.

⇒ Fu ER
't

: u pi
-

- ppm =

pi .
.

. pin
'

piti -
- - Pe

'



Da nach Indentations wrauneh.mg

fir Broderick von k - t

Rnhrelemeukndie Eihdeuhgkeit gegeben rot
, folgt

,

clap die se Faldo . en gleich and

( bis auf Einheit )
. pg

3.5.hr#Def Sei R uultkikrfni ,

a ,b ER .

d ist eingropwguneinsamoer.vn
qb , ggt Carb )

,

wenn

a ) dla
,

dlb

2) Kd
'

: d
' la

,

d
' lb ⇒ d

' Id

m
ist emkleiushsgemeinsames-ielfachesvona.br

,
kgvc a ,b )

,
wenn

A ) at m
,

blm

2) f m

'
: alm

'
,

blm ' → mlm '

Analog fir mehr als zwei Element
.

Demoting
A ) ggt und Kgv sind new bis

auf Einheit bistimmt



2) Falls d und d
?

ggt ,
so foyt

dld '

,
d

' Id also Sind sie

anoziiert

3) ggt und Kgv miidseh nicht exiotiereu

4) Exishiut ggtca ,
b )

,

damn and

kgvca.bj-abggtca.to )

5) ggtcaidokgvcqb ) and ab

find anoziiert .

3.5.WS#SeiRfaktorrell ,

a= pp
.

-

- - paste
,

b= p .

"
-

- perk

Darghllungeu
als Product von Pnhrfaktoren

.

Daun etivhweu ggTCa,b )
,

kgvcqb )

und

ggtca,
b) = IT pimicsisri

)

Kgv Ca
,

b) = ftp..ua
Csis ri )

Beavis Uibuug
.



3.6Hauptidealringe-3.6.DE

Ein Ideal I
,

das von einem

Element erzeugt wird
,

I -_ Las
,

heist Hauptdal .

Ein nultteitufnier Ring ,
in dear

alle Ideate ltauptideale and
, heipt

Hauptidi-alnng.BIZ
ist Haupt ideal ring .

3. 6.2 Bennelong
- hoellrersch .

ltauptidealringesind3.6.3.at

In einem Haupt ideating and

irreducible Element prim .

Bennis :
Sei p

irredentist ,

plats .

Es gilt Lp 's cap ,as ,

< psccp ,
bs

.

Wire Cpa > = peers

= Cp ,
b )

,
so goibe es he ,

s ;

hit rn at s , p=1 = rzbtszp



⇒ A = Crna -1 Snp ) C rzbtszp ) =

r , rzabt rnszaptrzssbptsnszp
?

C- Cps ,

da ab Edp > Z da

P
beine Einheit .

Also ist E Cp, as ¥ R
.

Da R Haupt
' dealing ist

,
I

de . < pas
= Lds ER .

Dawid

d € R*
.

Dana F c
,

e :

p
-

- Ced
,

a -_ e. d
.

Da p irreduaibd

ist , folgt c E R* ⇒

a = ed = e c- ^cd= eep

C- Cps also pla .

Dawit
ist p prim . pg

3.6.tk#oroarHauptidealn-ugesindfaktoriell .

Beavis : Haupt
.

dealing and noelhersch

weeper
3. 6.2 and nultkitofni a .

V
.

Da Wigen
3. 6.3 irreduzibk



Element prom sind
, fogt mit

Satz 3.5.13
, dap Hauptidealringe

ferktoriell and
. D

3.6.si#Satz
Sei R ein Hanptidealring ,

an ,
-

. jar ER

1) Can ,
.

.
. ,ar > = Lggtca . ,

.  . yard )

hrsbesoudve gist is eine Darsteltuug

ggtcan ,
. .

.

,
ar ) = Xnant

-
.

- +

Xrar
2) cars n

-
.

. near ) = Lkgvcan ,
- -

- sard

Bennis
-

:

a ) Da R Haupt ideating ist
,

ist

Lan ,
- i

, ar ) = Cd > fair ein d
.

Esgilt ai E Cds ti ⇒ dlaiki

Aupvdun de Cano .

.

, ar > ⇒

I Xi ER : D= Xian t -
-

- + Xrar
.

Sei d
'

ein Teilo von ai Ki
,

damn gilt d
' tuft Kart

.  - - txrar =D
.

Damn 't ist D= ggtcan ,
- - .

,

ar )
.

2) Der Schnitt ist een Ideal
,

daher I me . Lass n . .  - n Lars = Lm >
.



⇒ m E Lais ti ⇒ ai Im ti
.

gift a ;
I m

' fi frit ein m
'

,
so

folgt m
'

E Lais Ki  ⇒ m
'

E

La ,
> n . .  . n Lars = Lms ⇒ m Im

'

⇒ m = kgvc an ,
- -  . sar )

.

D

Bsp :

1) In Z ist 26,153=23 > = LggTCGsJD
26 > nuts =

230
> = LKGVCGTTD

2) QCX , y ] ist bein Hauptidealnhg .

CX , y
's kann nicht von

einem

Polyhom erzcugt werden .

¢Cxiy3 ist faktoiell
Cohere Beavis )

also ex
' shirt ggtcx , y ) =1

.

Aber Cx , y
> ¥ LAS = QCX , y ]

.

3.6.6Lemma Sei Rltauptidealring ,
-

a E Rl C Rio dos )
.

Damn ist

< as maximal ⇐ a irreduzibel

Bennis :
"

⇒
" Lemma 3. 5.8

( R nullteilerfrei n .
U

. )
.



u
⇐

"

Sei a irreduzibel
,

Seo

C as c Lb > c R ⇒ a E Lbs

⇒ I c : a = bc ⇒ b ERK

• der c E R
*

1- Tall : b E R 't ⇒ Cb 's = R

2. Fall : C C- R* ⇒ < a > = Cb >

⇒ Las ist maximal . pg

3.7-Euklidis.de#inge3.7.1-DefEinnulltcilerfnier

Ring

heist euklidisch wean
-

Z v : Rlds → IN
,

ta ,
b E Rko 's mit rca ) > ✓ Cb )

Z g ,
r ER :

A) a= gbtr
2) r=o oder rcr ) L r (b) .

1) heist down Division m
't Rest

,

v heist iuklidische Norm .

-



Bsa

A ) 72 ist euklidisch mit rears lat

z ) KC × ] ist euktidisde not r= deg
.

Bsp fir eine Polywom division :

( XY - 1) .

.

(542×+1) = XZ -2×+3

- (44+2×4×2)
-2×3=-1

- ( -2×3-4×2 - 2x )
-

3×2-12×-1
- (3×2+6×+3)

¥4 Rest

( x
'

- A) = ( Kats ) . ( X42xtn ) -1 (-4×-4)
- -

- -

a 9 b r

Dalai gilt degrcdegb .

Fair das Verfalven beeiotrger air
, das

K een Kerper ist
,

denn more map

durch Leitkoeffizieutu take
.



3.7.2sa.tt

Euklidische Ringe sind ltauptidealringe .

Beweis : I -_ Los rot von O erzurgt .

See I # Los
.

Woihk m EI mit

mini
. maker r

.

Behe .
I = Lm >

u
>

" klar

u

C
" Sei b EI

.

Division wit Rest

unit m liefvt b = g. m tr

wit ✓ Cr ) c ran ) oder r=o

⇒ r = b - gm E I

Da m mini
- males ✓ hate

,

folgt r=o ⇒ b= gm ⇒

b C- Lm )
. D

Bspy
R = Ici ] - fat bi la ,bEK3cQ

der Ring der gautier tyauschu tally

Sette r : Rhos → IN :

at bi te a2tb= latbil



Behe . ✓ ist euklidvsche Norm
.

Seier atbi ,
ctdi E Kci ]

,

betrachte
atbi

Ftd
= ' Xt iy mit

actbd
X = ⇒ , y

- 2¥81 E Oh
.

Wiihk p ,g
ER mit Ip-Xl EH

,

I g
- yl E

' k
.

Dann ist
lxtiy-cptg.is/2-(x-pRtCy-gJ2eYyt4yct

⇒ laetitia - Cptgi) )
-

at ⇒

I atib - Cptgi ) Cctdi ) 122 Ict dip

Sette atbi - Cptgilcctdi) als

Rest
,

damn erfiitlt C Kci ]
,

r )

Def 3.

7.1
.

Dawit rot KCi3 Haupt ideating and

faktorell .

BSI 7<[1+-17] ist Hauptidialnug ,

aber nicht euklidisch Cohee Bennis !



3.t.3.at

C Euhlidisdrer Algorithms )

See R mid r : Rko3→ IN euklidisd
.

Seier a
,

b E Rko 's mit rca ) >
vcb )

dit : q==a ,
by -

. =b

2. Shrift Berechue are
Division not

-
Rest q= g. both

Weech Ry = o dance ist

ggtca ,
b) = be

,
stop .

Sont Sette Az
: = by

,
bz : =p

,

and wieder hole Schnitt 2 m
't

diesels
.

Riickwairtseinutzea lieut eine

Darshlluug ggtca,
b) = xatyb .

Beavis we in I
.

Bsp : Wrc buechner in ICIJ den

ggt von
31-4 i und - Atri

-fII? =

Ertt2 =
45-4012

gtA6
25

12 - LEI -

-
I Es I -

- Ifl e
' k

12 - Least = I I = El ⇐ 72



⇒ C-ttrzi ) - C2t2i)C3t4i ) tr

mit r = (-1+121) - C2t2iK3t4i ) =

fttri ) - ( - 2 t Nyi ) - A - Zi

1- Zito
,

writer :

-

5ttOT3Iz4÷=⇐4i¥ttZ=

I
=

-1+2
:

⇒

(3t4i)=①t2i)Ct
- Zi ) + O

⇒ ggT(3t4i ,

- tttzi ) = 1 - Zi

Dies iot nur eindeutrg bid auf

Eiuheiku ZCi3*= f It
,

Ii }
.

Andre ggt and - 1t2i ,
Zti ,

-2 - i
.



3.8Derchines.is#heRestsak3.8.1Def

Sei R ein konsmutatiuer

Ring met A
,

In
,

Iz Ideate in R
.

Wir delirium die

SunnyInt Iz = fat b la EIN
, BEIT

and das

Product
In . Iz = L ab I at In

,
b EID

,

das sind jewels Ideate in R
.

3.8.2Def_
In ,

Iz heifer koprihs i ⇐

Int Iz = Ct >

BSI
1) Fiir Haupt

' drab Ii La )
, Iz=LbS

gift Int Iz - La
,

b >

In . Iz = Lab >

2) See R ein Haupt
'

deal ring .

Las ,
Lbs sad koprim ⇐



ggtca ,
b) =A C Salt 3. 6.5 ) ⇒

Kgv Ca
,

b) = a. b ⇐ s

La > . Cb > = Lab > = Lkgvca ,
b) S

= Las n Lb >

3.z
C Chinensis her Restate )

Sei R ein
kommutatrvo Ring

unit A
,

In ,
.

.
.

,
Ir paarweise koprime

Ideate .
Dann ist

4 : R → RE x -

- . x Men

a - ( Cas
,

.

-
-

,
[ as ) =

Cat In ,
-

-
-

,
at Ir )

surjektiv , Very = Inn - - n Ir = Ii - - - In
.

Ihsbcsoudere

MI
.mn#r-=Rh=nx-..xRLprErinneruug

Satz 1.8
,

Chines inlier

Restate fir I :

ha
,

- . -

,
hr paarueeise

tiler found

⇐ Cnn > ,
. .  -

,
Chr > paarweise

kopn
-

m



damn ist XIA ,
modus ,

- - -

, X Ear mod ur

fir an ,
.  - -

,
ar EZ his bar und die

Losing rot eindeutrg mod my
- -

. m

y : I → Zhu
. >

x - - . x Mars

a 1- ( Ca )
,

-
-

-

,
Cos )

= Can
,

-
- jar )

4 surjektiv ⇒ I Losing a EZ
.

Enduring mod her
- -

- ur ⇐

Know ,

= Fans x
- -

x Furs

ist Isomorphisms .

Hier Lns > a - - ndhr > =

Cnn -
- - his

.

Bennis : Sei ai -1 Ii E MI ;
fi

,

wir sucker a ER mit

At Ii  = art Ii ti .

N . V
.

I sij E Ii
, tij C- Ij :

Sift tij  

= 1

Betrachk Kj  = II
,

Sir .
=

,

Ct - tij )
.

Es gilt Kj E Ii t i # j
,



Kj C- It Ij

,Sette a= E. ajkj
,

damn ist

f- n

a + Ij = Iaeket Ij =

ajkj-Ij-caj-Ijlckj-Ijl-cg.tt)AtIj )

-9g- t Ij

⇒ 4 ist swjekhn .

Kerry = Inn - .  - n Ir War .

Noch ZZ : Inn .  - - nIr= Is .  
-

-
- - In

"
7

"

klar

"

C
" Indentation nach r

.

IA : r=2 : Smt tret
,

Size In
,

tnz E Iz .

Sei KE I
,

n Iz ⇒

bred = kcsnttnzl-k.sn/-k.tnz
C- Is . Iz



I V .

.
es geht Inn .  - - n Ir - n

= In .  - - Irn
.

IS : r > 2 , Sir E Ii
,

tir E Ir :

Sir t fir = 1
.

Damn ist

A = IIT Csirttir )

= Snr - .
- Spar t tar . .  - .

 t two - - -

-

-

C- In .
.  -

. If ,

⇐ In

⇒ In .  
-

- - In
,

Ir Sind koprim

Mit den IA Wham wir

⇐e -
- - . Ira ) . Ir = C Ii .  - -

. Ira )nIr

'I ( Inn - - - n Ir -

a ) n Ir
D

Bsf R= KEX ]
,

Un ,
.

-
-

, un EK

paarweik vesclrieden .

Sette

fi  = X - wi EKCXI
,

dei fi and

poor weise tiler fremd .

Fiir Cn ,
-

.
.

,
on EK gift is not

dem chinesisiher Rest sate daher

ein g
E KCx3 :



9=-9 mod C x - Ui ) ⇒

g Cui ) - Ci  = o ⇐ gcui ) = Ci
.

g
ist dalai iindeutrg mod f  = Ifi

,

dividing wit Rest durch f and

erhalk deer Rest g) mid

dig Cgi ) Ln , g
' Cui ) = Ci Fi .

Da K euklidisch iot
,

Kinnear

Wr die sij , tij ans dem Bennis

des diinesischen Restates bcshimmeu

und damn 't ist do Beavis

konstruktiv nie in Z
.

Wr sateen To =

III. for  

=¥Ix
-

uj

Dana ist

Ii .IT#.Eui=fIixuIuT.--fo:d.tIu:
Dawit gilt

of In ci ¥7 Titty.
.



Diesis Rdywom loot das Lagrange 's che

Interpolations problem :

3.8.4472
CLagrange scher Interpolations salt )

Seiu Us ,
. -

- ,
Un E K paarheeise bwsdciedea

,

Cr ,
-

-
-

, a EK ,

damn

F ! g
E KCXJ

,
duggan ,

g Cui ) = Ci Ki
.



3.9iibvsichtkcxjyit.WSnutltuikrfrizxyzw

)

Ringe ZEE ]

Nuioethlfashhfoieee :
Fantasia, U

Niff ]
woelhersch :

kcxn.xy.it Kaa
,

. , xD
faktorelk

zC×3
Ringe

C Lz
,

× > ist

Noether he
( kein Haupt -

ideal )

Ringe C ohne Because
.

] Satz von Gause .

KCXR
, -7 Xu ] Rfaktarcll ⇒

Raid faktoielb )

Hauptidealnige zft€9M ]

✓ C ohne Bennis )

euklidisdie Ringe
I

,
Eci ]

,

KCX ]



4.DK#qppeuudAnweu-duugm4.ADiepn-meRest-hlass

pe

4.1.cat#

Sei R ein endlicher Ring ,
RN

die Merge do Nulttiiler
,

dawn ist

R= R
't u Rn

.

Bennis :

"
3

"

klar .

"

C
"

Sei X ER
,

x IE Rn .

Betrachk 4 : R → R : yrs x. y

Bed : 4 ist injekhv .

Sei 4cg , ) = Xyz ) ⇒ x. y ,
= X. yz

⇒ x. Cyr - yz ) = o EfRN

ya
-

yz=O ⇒ y ,
= yz

Da R eudlich folgt , dap 4

auch Surjektiv ist
.

Fair 1 ER F Urbild y ER :

4C yl = A = Xe y ⇒ X E RFD



BSI %*= 11,53
,

(2)
N

-

- 4943,43

Been : I
E In ist Einheit  ⇐

Fb : EI = I C- In ⇐ Fk :

Befort C 1.7 )

ab - A = Ken ⇐ ggtca ,
n ) = A

4.l.2-Defzit-fa-lggtca.nl

-13

heist die primeResthlasseagrup.pe ,

ihre Element prime
Resthlarsu

.

4.

t.3korollarsein-p.ir'
- - - pie EZ die Zeleguug

in Pimfaktorer ,
so ist

If I Epi x - -

- x Kpfk

Beevers wit dem chinesischeu

Rest - salt 3. 7.3
.



4Def

4 : IN → I
,

4cal : = # I r ER ) herein , ggtcr ,nI=n3

=

174*1
= Ordway der primer

Resthlanugruppe

heist Enters he 4 - Fuukhou
.

-

4.1.5Safe Cfermat - Euler )

-

Seim a
,

n EK
,

n > 1
, ggtca.nl - I

.

Damn gilt aka )
= A mod n

Beavis : a E Ent
,

4cal = 174*1
,

dei Ordway von a tilt die

Gruppen ordway C 2. 3.9
,

Ko Nar

von Lagrange) ⇒ I" "
= T

. D

4.

l.6Koro

Sei p prim , p ta

⇒ at -1=1 mod p

Bennis : help ) -

- p
- t D



4 SaleC Kleiner Satz von
Fermat )

Sei p eine
Pimzahl

,
a C- z

⇒ AP E a
mod p

Beweis : Falls pla it aPE0=a
.

Falls pta ist AP -1=1 ⇒

APE a . D

4.1.8Sate
-

Sei n= pin -
. - park E 72 die

Zerlegueg in Pmnfaktoreu .

Dann ist kn ) - 1¥ Up ,

" )

= 1¥ p : " "

Cpi - s )

Bennis .

-

4CprI= # fat teaepr , ggtca.pt -13

= pr - # fvielfacheroup zwischen t uedpr }

= pr - pm = pm C pm )
.

Dawit folgt die zueeite lyleicbheit ,

die erste folgt aus dem chines sheer



Rests att 3. 7.3 btw
.

4.3
. D

4.l.SU#roharSeiG--LgSeinezyklische

frappe .

Sei 16km
,

d I n
.

Damn gist
es 4C d) Element

der Ordway

d in G ,{g" haltered ,ggTCr, d) =D
.

Iusbesoudve gift is tech ) Element

der Ordway n
,

also Erzberger .

Folgt aus
deem Salz iiber Uerkrgruppea

zyklischw Gruppen ,

2.3.13 (4)
.

BIP .

C 742
,

t )

Element 0 A 23 4 56 7891011

Ordinary A 126 4 3122123 4 6 12

4421=4141 . Y (3) = 2C2 - r ) - (3-1)=4

Erteugv von Kaz : 1,517,11



y (6) = 4121.4 (3) = 2
,

Elements der Ordering 6 :

( to

F)
or -_

2,15
.

⇒1=10
,

dear { 1,53 = Erl here 6
, ggtcr, 61=13

y ( 21=1
,

Element der Ordway 2 :µ
. Ez) .

1=6

4.l.to#oroar

Sei u
EN

.

{ 4cal =h
.

dln

Bennis :
Sei G die zgklische

Gruppe der
Ord hung

n
. Jedes

Element hat als Ord hung when

Teikr d von n
,

fair jedeu

Toiler gibtes Kd ) Element

dieser Ordering .

Daher it

d§4Cd ) die Anzali do Element

von G
. D



4.A.MS#z
Fitr p 33 prim

und r EIN
, o

ist

(Npr )* zyklisch .

Zur Vorbereituug :

4.d.AZ#emma(Kp)*istz-yklisd.Bewe-is:Sein=/Zp*/--p-1
.

Fir jedeu
Teeter dlu

SeiIcd ) dei Ahzahl do Element

in Kpk ,

die Ordering d haben
.

Wiihle d unit I (d) to .

⇒ ta E Ept ,
ordca ) =D

⇒ LA
,

a
,

.

. .

,

ad 'S c Zp*

ist eine zgklische Uertugruppe ,

alle ihre Eleeneertexerfiitku ×d=y

⇒ Das Polygon Xd - A E Ipl x ]



hat minds tens d Nalls then ⇒

das Polynom xd - A hat guan
d

Nullstdleu ⇒ alle Element in

Zp* der Ordway d began is Las

⇒ I Cd ) E Ucd )
.

⇒ h=d§ Icd ) E dq Kd )

⇒ Icd ) = Ucd ) td

⇒ ICnI=4Cn ) to ⇒ I bEZp*
,

Ord Cb ) =h ⇒ Zp*= Lb > ist

zyklisch .

D

4.tt#emmra
Sei G eine Gruppe ,

x
, y

EG

wit xy=yx
und candy > =he3 .

Damn gilt
ordcxy ) = kgvcordcxl , orally ) )

.

Bennis :

Sei ordcx ) -

- n
, ordcykm ,

k -
- kgkm.nl .

Es gilt (xyjk = xkyk = e

⇒ ordcxy ) Ik
.



Sei l so
, day Cxy )e=e

⇒ xeye -

- e ⇒ ×e= #
e

E Cxsncys = he } ⇒

Xl = e und (f) he ⇒ ye -_ e

⇒ n le und m le

⇒ k le ⇒ klordcxy )

⇒ ordcxykk -

D4.tl#ennnaa-=bmodpr--SaP-=bPmodprHBewe-is:a--

btkpr ⇒

aP= (

btkprJP-S.no/Pj1bP-tCkp7t=bPmodprtt

da (B) =p . D



Bene 1st p prim
und Ocjcp ,

so gift p
I %) ,

dean p

tilt den Father von jtcpj! =LPj )

aber nicht deer Neuner .

4.1.15
Lemma

-

Sei p > 3 prim
und r 32

.
Dawn :

AE ftp.r-hmodpr ⇒ APE ttprmodpr
"

Burris
-

:

4. MYaP=ttpm)P=¥
( %) pcr-n.ir

= At popr-ttfzf.lpr-n.ir
= At pr mod pr

"
D

Beavis von Salt 4.1.11 ,

-

Der Fall r= A ist Lemma 4.1.12
.

Sei r > 2
.

Es gilt



12pm = pm . Cp -
is

.

Wir konstruiereu
Element

5,5
E Ept mit

ordcxt
= pm ,

ordcyt
=p -1

,

dawn folgt mit Lemma 4.1.13

( da

ggtcprjp
-17=1 und die

Element inCI) and isCig)

als Orduungen Teeter vonpmbtw
.

p
- A haben ) ordCity) = pm . ( p-n )

and *g)= Kpk ,
also ist

Rpf zyklisd .

See
255

= Ip
't

und

D=

ordct
) in Kpi .

Da

dann auch5d=1in Zp*
fdgt Cp- Nld

.



Iiir

J
= Ifa folgt mit

deem Sate vibe Uutugmppen

Zyhlischer Gruppen 2.3.13 G)

ordc

JI
= ord C b- E) =

ordC5 ) d
-

-

ggtcordchd, In )
=

ggtcd ,

=

d
-

= p -1
.d-

p-n
Sette = Atp .

Dann giltXIAtp modp
' €1515XP

I Atp modp
's Its

XPZE
Atp mod p4 ⇒ .  - .  ⇒

xp
"-= Atp

" ' mod pr

⇒ xpr
-2

= ftp.r-htkpr

⇒ xp
" '

= ( Atpmtkpr )P=



Eoff ) ( pr
- '

tkpr )t

= At p
. Cpr

- ' tkpr ) t j€ %) Cpr
- '

tkpr )
'

= At pr mod pr
= A mod pr

⇒ g
Pr "

= I and g-Pr
-

IT
⇒ ord C 5) = pm . D



4. 2 Anweudungeu
-

-4 Algorithms C Primzahltcst )

Sei n EIN .

1) Waithe a ER
,

bests -

mine

ggtca ,
n ) wit deem euklidisoheu

Algorithms .

Falls ggtca.in ) # 1 ⇒

n nicht prim .

2) 1st ggtc a ,n)=t ,
test ob

a
"

E a mod n .

Falls nicht

⇒ h nicht prim

( Kleiner Satz von Teomat )

Sowst heine Aussage ,
zurich

zu A )
.

Der Algorithms termini est nicht
,

falls n prim ist .

Man erheuut wer Nicht - Primzahlees
,

wit mehr Durchleiufus erlioht sich

die Wahrscheihliihkeit , das eine

Zahl ,
die nicht als Nicht - Prim



erhaunt wird
,

taboidrh.ch prim ist
.

4.2.2-Defnhu.pt

FermatPEhlzur Basis a
, falls

n nicht prim ist
,

aber a "=a moda
.

Bsf : 2341=2 mod 341
,

aber 341=11.31 ist beine Primzahl
,

Sowden eine Pseudo pinfall zur

Basis 2
.

Vonruden air die Basis 3
,

so

erhalku wir 3341=-168 # 3 mod 341
,

so Komen wir schlieffen , dats
341 beine Primzalnl ist

.

4. 2.3 Das RSA - Verfahreu
-

( Rivest ,
Shamir ,

Adhemar )

Ein Verschliisseluugsverfahree ,
does

devant beruht , deaf Zahler

Schwer zu faktoisiereer Sind
.

Alice module von
Bob versdrliisselte

Nachrichten empfaugen townees
.



Vorhireituug-

:

I Bob :

1. Wahle eine grope Zahl N

und kodiere Nachrichten in

Zahler OEM LN
.

It Alice :

2
.

Wahle 2 Pimzahkn p , g
mit

pg > N
,

berechue

n -_ pg wed 4cal = ( p
- n ) . Cq - n )

.

3. Watie e EIN mit ggtce ,
as ) -1

.

4
.

Bereave das Inverse von e

mod Uch )
,

also Oc do ka )

mit ed E A mod 4cal
.

5
. p , 9 ,

4th ) Kaun Vergennes werden
.

6
. C n

,
e ) ist Offutt

-

cher Schliissel
.

Alice gibt dies Darton Bob
.

d ist Alias privater Schliissel
.

Sie hiatt dies Zahl opheim .



Nachrichten iibutragwng and Ehtschliissehuy
-

IT
.

Bob mobile an Alice

eine Naden - tht Sender
,

Z .
B

.

dei Zahl m
.

Er verschliisselt unit Alias

iiffurtlichem Sdsliissel :

A
.

Berechee

C : = me mod n

2
.

Secede C an Alice
.

I .

Alice :

Berdine Tn : = Cd mod n

mit dem geheimeen Slrhissel d
.

Dawn gilt

in =
Cd ( me

)d=
med

=matte . 4cm =m . @4cm)k=
m mod n

Da me N an taft sich

m da durch eindeutig tunicle -



gcuinnen
.

Beg :

Um zu euhdrhisselu brandt man d
,

also 4cm )
,

also die Faktoisieung

pg
von n .

Bsf :

h= 7.11=77 ,
447=6.10--60

e= 13
,

A = ggtc 13,60 ) = C- 233.13+5.60
,

also D= -23=37 .

Bob verschliisselt m=3t
,

also

me mod n = 31^3 mod 77

=-3 mod 77
.

Bob seeded an Alice : 3
.

Alice euhschliisselt :

3d= 337=-31 mod 77
.




