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Aufgabe 1 (34343 Punkte).
Vor: Sei K = Q(v/2 — /7).

a)

Beh: K = Q(+v/2,V7).
Bew: Es gilt v2 — 7 € Q(v/2,V7), also ist K € Q(v/2,V/7).

N —%(—Q\ﬁ)
= (VI VT VB V)
- Lva— Vi 2V,
—Lva-vies 2,

2—7
(f f+5f \f)
Damit folgt auch v2 = v/2 — v/7 4+ V7 € K und also Q(v/2,V/7) C K. O

Beh: /7 ¢ Q(+v/2) und [K : Q] = 4.

Bew: Angenommen /7 € Q(\/?) Dann wire v/7 = a + bv/2 mit a,b € Q. Dann wire 7 = a® 4 2abyv/2 + 2b°.
Wire a = 0, so folgt 7 = 2b. Widerspruch. Wire b = 0 so wire 7 = a2. Widerspruch. Dann muss also a,b # 0
und somit v/2 = “7’% Widerspruch, da a,b € Q,v2 ¢ Q.

Also V7 ¢ Q(v/2).

Um den Korpergrad von K iiber Q zu berechnen nutzen wir das Turmgesetz:
[K:Q] = [K:Q(V2)]- [Q(V2: Q)]

Esist [Q(v2 : Q)] = 2, und [K : Q(v/2)] < 2, da v/7 Nullstelle von X% — 7 € Q(v/2)[X]. Zudem gilt aber
(K - Q(v2)] > 2, da v/7 ¢ Q(v/3). Es folgt [K + Q] 4 0

Gesucht: Das Minimalpolynom von /2 — /7 iiber Q

Losung: Wir berechnen

— V)2 =9-2V2V7
(V2 —V7)? =23v2 —13V7
(V2 —V7)* = 137 — 36vV2V7

Also ist X* —18X2+25 ein Polynom, dass v/2— /7 annulliert. Da es von Grad 4 ist, hat es den selben Grad wie
das Minimalpolynom deg(mﬁﬂﬁ) = [K : Q] = 4. AuRerdem ist es normiert, also ms_ g = X*—18X2+25.

(
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Aufgabe 2 (3+3+3 Punkte + 2 Zusatzpunkte).
Konstruiere einen Korper mit 9 Elementen wie folgt:
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1)

2)

Beh: f:= X2 +2X +2 € Z3[X] ist irreduzibel.

Bew: Da f vom Grad 2 ist, und Z3 ein Korper, kdnnen wir Aufgabe 4 von Blatt 9 verwenden. Also ist f
irreduzibel iiber Zs, genau dann, wenn es iiber Z3 keine Nullstelle hat. Es gilt: f(0) = 2, f(1) = 2, f(2) = 1.
Also hat f keine Nullstelle in Z3 und ist damit irreduzibel in Zs[X]. O

Gesucht: Alle Elemente von Zs[X]/(f). Um wie viele Elemente handelt es sich?

Losung: Da f Grad 2 hat, wissen wir, das wir die Restklassen von Polynomen vom Grad groRer gleich 2
durch Vertreter angeben kdnnen, die Polynome vom Grad maximal 1 sind. D.h. wir miissen die Restklassen aller
Polynome vom Grad < 1 durchgehen und auf Gleichheit iiberpriifen. Dann bekommen wir eine vollstandige Liste
der Elemente von Zs/(f).

e 0={a- fla € Zs[X]}

e 1={l+a- fla€ZsX]}

e 2={2+a- fla € Z3[X]}

o X ={X +a- flacZs[X]}

e X+1={X+1+a- fla€ZsX]}
e X +2={X+2+a- fla€Zs[X]}

e 2X = {2X +a- fla € Z3[X]}

¢ 2X +1={2X+1+a- fla € Z3[X]}

e 2X +2={2X+2+a- fla € Z3[X]}
Diese Restklassen sind alle paarweise verschieden, denn fiir zwei Vertreter a1 X + ag, b1 X + by folgt aus: a1 X +
ag =01 X + by + af, dass (ay — b1)X + (ag — bg) = af. Dies ist eine Gleichheit in Z3[X] und da deg(f) = 2,

muss a = 0, a; = bl,ao = bo.
Es ist also |Z3[X]/(f)| = 9.

Beh: (Zs[X]/(f),+,") ist ein Kdrper.

Bew: Wir schreiben die Verkniipfungstabellen auf. Fiir einfachere Notation schreiben wir definieren w = X
und zudem verzichten wir im folgenden auf die Restklassennotation.

+ 0 1 2 w w41 w+ 2 2w 2w+1 2w+ 2
0 0 1 2 w w—+1 w+ 2 2w 2w+1 2w—+2
1 1 2 0 w+1 w+ 2 w 2w+1 2w+2 2w
2 2 0 1 w+ 2 w w+1 2w+2 2w 2w+ 1
w w w+1 w+ 2 2w 2w+1 2w+ 2 0 1 2
w—+1 w—+1 w—+ 2 w 2w+1 2w+2 2w 1 2 0
w+ 2 w+ 2 w w+1 2w+2 2w 2w+1 2 0 1
2w 2w 2w+1 2w+2 0 1 2 w w4+ 1 w + 2
2w+1 | 2w+1 2w+2 2w 1 2 0 w41 w ~+ 2 w
2w+ 2 | 2w+ 2 2w 2w+ 1 2 0 1 w + 2 w w—+1

Wir sehen, dass (Z3[X]/(f),+) eine abelsche Gruppe ist. Fiir die Multiplikative Tabelle liberlegen wir uns zu
erst folgendes:

X?=—-(2X+2) mod f=X+1 mod f
XX+1)=X?*+X=—(X+2) mod f=2X+1 mod f
X(X+2)=X?+2X=-2 mod f=1 mod f

Das heiRt w? = w + 1, w(w + 1) = 2w + 2, w(w + 2) = 1. Daraus kdnnen wir alle weiteren Produkte folgern:
(w+1)?=w?+2w+1=(w+1)+2w+1=2etc.
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. 0 1 2 w w—+1 w + 2 2w 2w+1 2w+2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 w w—+1 w + 2 2w 2w+1 2w+42

2 0 2 1 2w 2w+2 2w+1 w w+ 2 w—+1

w 0 w 2w w+1 2w+1 1 2w+ 2 2 w+ 2
w+1 |0 w+1 2w+2 2w+1 2 w w+ 2 2w 1
w+2 |0 w+2 2w+1 1 w 2w+ 2 2 w4+ 1 2w
2w 0 2w w 2w+2  w+2 2 w—+1 1 2w+ 1
2w+1 (0 2w+1 w+2 2 2w w4+ 1 1 2w+ 2 w
2w+2 |0 2w+2 w+1 w+ 2 1 2w 2w+ 1 w 2

Es handelt sich also bei (Z3[X]/(f),+,-) um einen Korper mit 9 Elementen.

4) Zusatz

Gegeben: Sei Fg := Z3[X]/(f) der in 1)-3) konstruierte Kdrper.

Gesucht: Die Nullstellen von X3 + X2 + X + 1 € Fg[X] in Fy und eine Zerlegung in irreduzible Polyno-
me.

Lésung: Wir verwenden fiir die Elemente aus Fgy die Notation aus Teil 3), d.h. Fg = {0,1,2, w,w, +1,w +
2, 2w, 2w+ 1, 2w+ 2}. Wir sehen, dass —1 = 2 eine Nullstelle von X3+ X2+ X +1 ist. Polynomdivision liefert
nun:

X+ X2+ X+1=(X-2)(X?+1)

Wir suchen also die Nullstellen von X241 in Fg. Wir schauen in die Multiplikationstabelle und suchen Elemente
fiir die gilt X2 = —1 = 2. Dies erfiillen genau die Elemente w 4+ 1 und 2w + 2. Das heit wir haben fiir die
Gleichung X2 + 1 in Fy zwei Losungen gefunden. Es folgt, dass wir X3 4+ X2 4+ X + 1 als Produkt von
Linearfaktoren schreiben kdénnen:

X34 X2+ X+1=(X-2)(X — (w+1)(X — (2w +2)).

Insbesondere sehen wir hier, dass die Kérpererweiterung Fg = Z3[X]/(f) die Quadratwurzeln zu —1 = 2 € Zs
enthalt.

Aufgabe 3 (3+3+3 Punkte).
Vor: Essei ( = ¢ 7 € Cund f = X3+ X2 -2X —1 € Q[X].

a) Beh:  ist Nullstelle von 3% X*.

Bew: Wir zeigen zunichst wie im Hinweis, dass ¢ Nullstelle von X7 — 1 ist:

= (7" —1 =0 Nun ist aber auch 1 Nullstelle von X" — 1, sodass wir den Linearfaktor X — 1 abspalten kénnen.

Mit Polynomdivision erhalten wir:
6

XT—1=(X-1_X").

i=0
Da ¢ keine Nullstelle von X — 1 folgt die Behauptung. O

b) Beh: a; := (+(5, s := (2 +¢° und a3 := (3 +(¢* € R\ Q sind Nullstellen von f und f ist irreduzibel in Q[X].
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Bew: Wir rechnen f(«;) aus fiir i = 1,2, 3.

flan) = (C+ )P+ (C+¢)? =2(¢+¢%) —1
=P BB 20+ 20 =200 - 1
=333 43¢ 18 22T (12 ¢ —2¢6 —1
dacT=1=CH3C+3CH 24+ —20-2¢° ~1
=+ P+ +E+ G+ ¢+

nach a) = 0.

flag) = (C+ P+ (C+ )P -2 +0) -1
=1 =C+3C+3C + ¢+ +2+ 3 -2 —2¢° -1
=+ O+ +E+C+I

nach a) — 0.

Flaz) = (C+ ¢+ (P +¢)? =2+ ¢ -1
a1 =C 433 +3C 24+ ¢ 23 -2¢t —1
=+ +C+E+E+H(+1

nach a) = 0.

Es bleibt noch zu zeigen, dass f irreduzibel ist iiber Q. Da f Grad 3 hat, ist nach Blatt 9 Aufgabe 4 mit
K = Q das Polynom f € Q[X] irreduzibel iiber @, genau dann wenn f eine Nullstelle iiber Q hat. Aber die
drei Nullstellen o1, o, g sind nach Voraussetzung nicht in Q. Daher ist f irreduzibel. O

Beh: Das regulére 7-Eck l&sst sich nicht mit Zirkel und Lineal aus der Menge {0, 1} konstruieren.

Bew: Um das regelmiRige 7-Eck zu konstruieren, muss man den Winkel 27” =: 0 konstruieren. Es ist ( =
cos(f) +isin(6).Ware das 7-Eck konstruierbar, so waren cos(6) und sin(6) konstruierbar, d.h. sie miissen in einer
reellen Kdrpererweiterung vom Grad 2" iiber Q liegen. (Satz 4.3.6).

Nach b) ist f das Minimalpolynom von a; = ¢ + ¢® = cos(8) + isin(6) + cos(f)) — isin(#) = 2cos().

= Da Q(cos(#)) = Q(2cos(0)), f das Minimalpolynom von 2cos(6) und deg(f) = 3 ist [Q(cos(f)) : Q] = 3 #
2" fiirn € N.

= cos(#) ist nicht konstruierbar.

= das regelmaBige 7-Eck ist nicht konstruierbar. O



