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Aufgabe 1 (34343 Punkte).
Vor: Sei K der Zerfillungskdrper von X° — 1 iiber Q.

a) Gesucht: Der Isomorphietyp von Autg(K).

Liisung: Da K der Zerfillungskorper von X° — 1 ist, enthilt K alle Nullstellen dieses Polynoms: {ey\j =
4} C K.
27

= K Qe ).
Das Polynom X5 — 1 zu dem K der Zerfillungskorper ist, ist reduzibel iiber Q:

X5—1:(X—1)(X4+X3+X2+X+1)

Die Nullstellen von X4 + X3 + X2 + X + 1 sind {e 5] = 1,...,4} welche nicht in Q liegen. Ein Korper-
automorphismus der Q fixiert, muss nun die Nullstellen von X* + X3 + X2+ X+ 1 auf die Nullstellen von
X%+ X34 X2+ X +1 abbilden. Dabei ist der Automorphismus durch sein Bild von e 5 festgelegt auf Grund
der Kérperhomomorphismuseigenschaften und da Q(e*5") = {ag 4 a1es" + age™s + age™ + ase™ |a; €
Q, j=0,...,4}. Damit erhalten wir die folgenden M&glichkeiten:

id
2mi ari
pr:es Hes
2mi 6mi
p3:.:€e5 —es
2mi 8ri
pa:e5 Hres

Es gilt: g1 001 = o (da (e"5° )2 =¢"5") und p1 0@ 0901 =3 (da (5 )2 = 5" =¢e5).

Damit folgt: Autg(K) = Za.
Beh: K/Q ist galoisch.

Bew: Nach Voraussetzung ist K der Zerfdllungskérper eines Polynoms iiber @. Damit ist die Kérpererwei-
terung K/Q normal.

Da char(Q) = 0 und K/Q eine algebraische Korpererweiterung ist, folgt mit Propostion 4.5.10, dass K/Q
separabel ist.

Mit Korollar 4.7.11 folgt: K/Q ist galoisch. O

Gesucht: Alle Zwischenkdrer von K/Q und den Zwischenkdrperverband von K /Q sowie der Untergruppenver-
band von Autg(K).

Losung: Der Hauptsatz der Galoistheorie besagt, dass es eine 1 zu 1 Korrespondenz zwischen den Unter-
gruppen von Autg(K) und den Zwischenkérpern von K/Q gibt.

Nach a) wissen wir: Autq(K') = {id, @1, p2, @3} und Autq(K) = Z4 wobei id — 0, ¢; — j. Also hat Autg(K)
genau die Untergruppen {id}, {id, p2}, {id, v1, 2,03}

Das heiBt es gibt nur einen nicht trivialen Zwischenkdrper L von K/Q. Dieser korrespondiert nach dem Haupt-
satz der Galoistheorie zu der nicht trivialen Untergruppe {id, 2} und es gilt L = Fix({id,y2}). Es gilt:
@2(es)fes Und¢2(€5)—65 SOWie(pg(e%)—65 und @o(e37) = e'5.
wohl e*5* + ¢ als auch ¢ + %" B —e%

X4+ X3+ X%+ X +1von e’" folgt.

D.h. e'5" +¢e5" € Fix({id, pa}).

Mit Teil 2) aus dem Hauptsatz der Galoistheorie wissen wir fiir den Grad des Zwischenkdrpers L = Fix({id, ¢2}):
(K 1) = Auty (K)| = [{idp}] = 2.

Ami

Da e'5" +¢5" ¢ Q folgt: L = Fix({id, p2}) = Q(e™5" +¢5).

Damit fixiert @2 so-
+e5 = —e5 —es — 1 wobei die Gleichheit aus dem Minimalpolynom
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Alle Zwischenkérper von K/Q und die Untergruppen von Autg(K) sind in untestehenden Diagrammen ange-

geben:
Q {id, o1, 2, 03}
Q(e™F +¢e5) {id, p2}
K =Q(e%) {id}

Aufgabe 2 (8 Punkte).
Vor: Seien K C L, L C F zwei galoische Korpererweiterungen.
Fiir jedes ¢ € Autg (L) existiert ein ¢, € Autg (F) mit p.|L = ¢.

Beh: K C F galoisch.

Bew: Nach Korollar 4.7.8 ist der Fixkdrper Fix(Autk (F')) = K genau dann wenn F/K galoisch ist.

Sei z € Fix(Autg (F')). Dann gilt: Vo € Autg (F) : o(x) = x
= o(x) =x Vo € Autp(F) < Autg (F).
= x € Fix(Auty(F)) = L, da F/L galoisch.

Sei o € Autg(L). Dann folgt: Jo,. € Autg (F) : 04| = 0.

= o(x) = 0| = 0. ().

Aber o, € Autg (F') und z € Fix(Autg (F'))

=o(z)==

= Vo cAutg(L): o(z) ==

= x € Fix(Autg (L)) = K (Gleichheit folgt, da L/K galoisch nach Vor.)

= Fix(Autg (F)) C
= Fix(Autg (F)) =

K
K
Aufgabe 3 (545 Punkte).
a) Beh: Q(+/2,i/3)/Q ist galoisch.
Bew: Sei o € Autq(Q(+/2,iv/3)). Dann gilt o(¥/2) ist Nullstelle von X3 — 2.

o(V2) € {V2,e Si\?/i e’ V23,
AuRerdem ist o(iv/3) Nullstelle von 22 4 3 also ¢(iv/3) € {+iv/3}.

Zeige: e EQ(Wi \f)
Es ist e*3" = cos(120°) + isin(120°) = 1+i3V3eQ(i-Vv3) CQ(V2,iV3) .
Zudem gilt: [Q(V/2,iv3) : Q] = [Q(V2,iV3) : Q(V3)] - [Q(V2) : Q] = [Q(V2,iV3) : Q(V2)] - 3.

[Q(V/2,iV3) : Q(v3)] > 1, da iv/3 ¢ Q(v/2). Aber X2 + 3 annulliert iv/3, d.h. [Q(V/2,iV/3) :

Insgesamt folgt: [Q(V/2,iv/3) : Q] =
Damit ist {1,4v/3, V/2, (V/2)2,iv/3+/2,iv/3(/2)?} eine Basis von Q(v/2,iv3)/Q.

Q(V3) =2.

An der Basis sieht man, dass ein Kérperautomorphismus von Q(+/2,iv/3), der Q durch seine Bilder auf iv/3
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und /2 festgelegt wird. Damit gibt es 6 mdgliche Kérperautomorphismen von Q(+/2,4+/3) iiber Q

= |Autg(Q(V/2,iV3))] = 6 = [Q(V2,iv3) : Q].
= Q(v/2,iV/3)/Q ist galoisch.

Beh: Q(+/2,i-1/6)/Q ist nicht galoisch.

Bew: Zuerst bestimmen wir den Kérpergrad von Q(+/2,4-/6)/Q. Esist [Q(¥/2) : Q] = 3 und da [Q(3/2,iV/6) :
Q(\s/i)] > 1, und X2 + 6 ein annullierendes Polynom zu i1/6 ist, folgt analog zu a): [Q(?/ﬁ,z\/@) : Q) =
Eine Basis zu Q(+¥/2,i-v/6)/Q ist also gegeben durch {1,iv/6, /2, (3/2)2,iv6/2,ivV6(3/2)?}.

Angenommen Q(+/2,i - v/6)/Q ist galoisch, dann ist Q(+/2,7 - v/6)/Q insbesondere normal. Unteranderem
zerfillt also X3 — 2 iiber Q(¥/2,7-/6) in Linearfaktoren.

e’s € Q(V2,i-V6)
Da 62;»” 7+zlffo|gt: Z\/§€Q(\‘7§,z\/6)
= V2 =10 e Q(V2,i- V6.

= dag, ...,a5 € Q:

V2 = ag + a1ivV6 + a2 V2 + a3(V2)* + as(iV6V2) + a5(8V6(V2)?)
= ag + az V2 + az(V2)* +iv6(ar + as V2 + az(V2)?)

1 = as = 0 (Da v/2 reell und 1, V/2, (1/2)? linear unabhingig.
2€Q (f )

Q(V2) C Q(¥/2). Widerspruch, da [Q(v2) : Q] = 213 = [Q(/2) : Q.

Q(v/2,i- \/6)/Q ist nicht galoisch. O

=q
=
= Q
= Q

Zusatzaufgabe 4 (4+4 Zusatzpunkte).

a)

Beh: Q(e7)/Q ist galoisch mit Galoisgruppe (Z/167Z, +).

Bew: Nach Vorlesung ist die Gruppe der 17-ten Einheitswurzeln zyklisch und wird erzeugt von jedem i
. . . 27i . . .- 27 .
mit ggT(4,17) = 1, also insbesondere von e17 Damlt zerfillt das separable Polynom X171 iiber Q(e77 ) in

Lmearfaktoren Zudem ist das Minimalpolynom von ¢ A7 ein Teiler von X7 — 1 und somit ist die Kérpererwei-
terung Q(e)/Q endlich. Mit Korollar 4.7.11. folgt somit das Q(e 7 )/Q galoisch ist.

Mit Polynomdivision erhalten wir
16
XT-1=(x-1_Xx).
§=0

Laut Hinweis ist Z;io X7 iiber Q irreduzibel. AuRerdem muss es die restlichen 16 Nullstellen des Polynoms

. 2mij . . . . .. TE ..
X17 _ 1 besitzen e 17 mit j = 1,...,16. Damit ist Z;io X7 Minimalpolynom von ¢ iiber @ und es folgt

27

Q%) : Q] = 16.

Ein Kérperautomorpmismus von Q(e%i) tiber @ muss die Nullstellen von ZIEO X7, die den e mit j =
., 16 entsprechen, auf einander abbilden: Alle Mogllchkelten hlerfur sind gegeben durch {o1,...,016}, wobei

O'] eln KO pelhOI 10Mo phIS nus ISt del Q I|X|e|t u d 0'] (6 1 ) e 1 (S u”t
2mi 27mi

Dies sind 16 Mogllchkelten und da Q(e )/Q galoisch mit [Q(e17 ) : Q] = 16 bilden diese G := Autg(Q(e77
Es gllt g oak(e 7 ) = ((e 17 )k)J = (e LA
>~ (Z17\ {0},) = (Z16,+) (denn: (Z17 \ {0}, ) ist zyklisch, erzeugt von 3.) O
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b) Beh: Das reguldre 17-Eck ist konstruierbar.

Bew: Eine Untergruppe der Ordnung 8 von Z; ist: {0,2,4,6,8,10,12,14}. Eine Untergruppe der Ordnung 4
von Zyg ist: {0,4,8,12}. Eine Untergruppe der Ordnung 2 von Zg ist: {0, 8}.
Diese Untergruppenkette:

Z1s O {0,2,4,6,8,10,12,14} > {0,4,8,12} > {0,8} > {0}.

liefert liber die Galoiskorrespondenz eine Zwischenkorperkette

Q C Fix({0,2,4,6,8,10,12,14}) C Fix({0,4,8,12}) C Fix({0,8}) C Q(e)

wobei die Erweiterungsschritte stets vom Grad 2 sind.

Wende Satz 4.3.6 iterativ an. = e 17 konstruierbar.

= 17-Eck ist konstruierbar. O



