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Aufgabe 1 (6 Punkte).
Vor.: Sei G eine Gruppe der Ordnung 55, die auf einer Menge X mit 18 Elementen operiere.

Beh.: Es gibt mindestens zwei Fixpunkte.

Bew.: Mit der Bahnengleichung gilt

X|= 3 (G:Stab@)= > |Ga

G.zeG\X G.zeG\X
Da Stab(z) eine Untergruppe von G ist, gilt [Stab(x)|||G|, also da |G| = 55 gilt
IG.z| € {1,5,11,55}.

Da | X| = 18 muss |G.z| € {1,5,11}. = Man betrachte nun alle Méglichkeiten 18 als Summe von Zahlen aus
{1,5,11} darzustellen:
18=a-14+b-5+c¢-11, a,b,c,e N. (1)

Ein Punkt z € X ist Fixpunkt, falls G.z = {z}. D.h. es treten mindestens 2 Fixpunkte auf, falls in (1) gilt
a > 2.
Es gilt c€ {0,1}, da 2-11 > 18 = | X|.

Fallunterscheidung:

1.Falla=0

Falls c=0,gilt 18=0-1+b-5+4+0-11, also 5[18.%
Fallsc=1,gilt 18=0-14+b-5+1-11, also 5|7.%

2. Falla=1
Fallsc=0,gilt 18=1-1+b-5+0-11, also 5\17.6
Fallsc=1,gilt 18=1-1+b-5+1-11, a|505\6.%

= a > 2. Es gibt also mindestens 2 Fixpunkte. ]

Aufgabe 2 (444 Punkte).
a) Beh. 1: Fiir alle o € S,, und alle Zykel 7 = (t1,...,t;) € S,, gilt: 70~ = (0(t1), ..., o (tr)).

Bew.:Seien also 0,7 € S,,, T ein Zykel 7 = (t1...t;).Sei nun r € {1,...,n}. Falls o= 1(r) ¢ {t1,...,tx}
liegt, so ist To~1(r) = o~ 1(r) und also o701 (r) = r = (0(t1)...0(tx))(r). (Vorsicht Notation: das

(r) bedeutet angewendet auf r nicht der Einzykel der nur aus r besteht!)

Andernfalls, gibt es ein i € {1,...,k} sodass c=1(r) = t; (also r = o(t;)). Damit gilt: oTo~1(r) =
or(t;) = o(tiv1) = (o(t1)...o(tr))(o(t;)) = (o(t1) ... o(tr))(r). Insgesamt folgt: o701 = (o (t1)...0(tr)).

Beh. 2: Die Menge der Konjugationsklassen der S,, steht in Bijektion mit der Menge der Partitio-
nen von n.

Bew.: ,=": Seien 0,0’ konjugiert zu einander, d.h. es gibt p € S, sodass ¢/ = pop~!. Nach Li-

nAl kdnnen wir o als Produkt disjunkter Zykel schreiben: ¢ = o1 ---0,, d.h. ¢/ = po1p~' -+ po.p .
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Nun sind, da p injektiv ist, auch die Zykel po;p~! disjunkt. D.h. auch ¢’ besteht aus r disjunkten Zykeln.
AuRerdem gilt nach Behauptung 1: Zykellinge(o;)=Zykellinge(po;p~1). Also definiert die Konjugations-
klasse von ¢ eine Partition von n via n = Zykellinge(oy) + ... + Zykelldnge(o,).

.<" Seien nun 0 =0y -0y, 0/ =0} -0, mit g; und o} jeweils disjunkt.

Ohne Einschrankung sei Zykellinge(o;)=Zykellinge(o}) (sonst Reihenfolge der Zykel &ndern).
Gesucht ist p € S,, mit o' = pop~L.
Es gllt V] S {1, ..,’I“} 105 = (ijl .. 27

/ -/

r
) und o} = (i} L

lo, ) fur ijl,i;l €{l,..,n} und |o;| = |a§\

die Zykellange von o, o’
Definiere p durch p(i;,) = ij; fir alle 7, 1. Dann ist p eine Permutation, weil die Zykel jeweils fir o und

o’ disjunkt sind. Nach Behauptung 1 gilt dann po;p~! = o/ also pop~! =o', O

Aufgabe: Bestimmen Sie die Konjugationsklassen der Sy.

Lésung: Nach Teil a) reicht es, die Partitionen von n = 4 zu bestimmen:

4 =4 (Vertreter: (1234)),

4 =341 (Vertreter: (123)(4)),
4 =2+ 2 (Vertreter: (12)(34)),
4=2+41+1 (Vertreter: (12))
4=1+1+1+1 (vertreter: id)

Aufgabe 3 (444 Punkte).

Vor.: Es sei G eine Gruppe mit Automorphismenmenge Aut(G) und Menge der inneren Automorphismen
Inn(G).
a) Beh.: Aut(G) ist eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbildungen und Inn(G) ist Normalteiler

in Aut(G).

Bew.: (Aut(G), o) is Gruppe:

Assoziativitat ist klar
Neutrales: id € Aut(G)

Inverses: Sei f € Aut(G) = Das Inverse f~! existiert als bijektive Abbildung und da f ein Grup-
penhomorphismus ist, folgt nach LinAl, dass auch f~! Gruppenhomomorphismus ist.

Inn(G) ist Normalteiler:

Es gilt id € Inn(G) C Aut(G)

Untergruppenkriterium: Seien f1, fo € Inn(G), d.h. fi = ig, und fo = ig4,. Dann ist f; o f{l =
igy © 11, d-h. es gilt

gy 00y 1(2) =g, (95 g2) = 9195 29297 ' =iy 1 (@) (2)

= fiofy ' €lnn(G).
Sei f € Aut(G) beliebig, iy, € Inn(G) beliebig. Es gilt fiir jedes = € G-

Joigo 7N (@) = fof (@)g ™) = F@)efl9) ™" = ifeg (@)
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= foigo f~1 €Inn(G) Vf € Aut(G),i, € Inn(G)

= VfeAut(Q): folnn(G)o f~1 C Inn(G)

Da alle f € Aut(G) bijektiv sind, folgt iiber Anwendung von f~! auch die Umkehrung. = Inn(G)
ist Normalteiler. m|

b) Aufgabe: Bestimmen Sie fiir G = Zy x Zs und G = Z,4 jeweils die Gruppen der inneren Autormorphsimen
Inn(G) und der Automorphismen Aut(G) und die Quotientengruppe Aut(G)/Inn(G).

Lésung: Aut(G): wegen |Zs X Zso| = |Z4| = 4 gibt es bei beiden Gruppen bis zu 4! Automorphismen.
Tatsachlich gilt aber:

Aut(Z4): Jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : Zy — Z4 ist durch die Angabe des Bildes eines
Erzeugers von Z, eindeutig festgelegt. Da ¢ € Aut(G) bijektiv ist, gilt $~1(0) = 0, d.h. unter
jedem Automorphismus gilt 0 — 0. Fiir den Erzeuger 1 € Z, gibt es dann noch 2 Mdglichkeiten der
Abbildung, da der durch 1 +— 2 erzeugte Gruppenhomomorphismus nicht bijektiv ist.

= Aut(Z,) = Zy = {id, Multiplikation mit 3 € Z4}.

Inn(Z4): Da Z4 abelsch ist, gilt fiir jede Konjugation i, mit g € Z4: i4(h) = ghg™' = h Vh € Z,.
= Inn(Z4) = {id}.

Aut(Z4)/|nn(Z4) = Z}t

Aut(Zs X Zi): Analog zu oben ist jeder Homomorphismus ¢ : Zs — Zo durch die Angabe des Bildes
von 1 eindeutig bestimmt. Da ¢ € Aut(Zs) bijektiv ist folgt: ¢ = id. AuBer der Identidt ¢9 = id
auf Zs X Zy gibt es aber noch weitere Automorphismen, da Zy x Zs nicht zyklisch ist.

O1: Lo X iy — Lo X Lo
(0,1) — (1,0)
(1,0) — (0,1)
(1,1) — (1,1)
(0,0) — (0,0)

Y )

O 1 Lo X Ly — Lo X Lo
(0,1) — (1,0)
(1,0) = (1,1)
(1,1) — (0,1)
(0,0) — (0,0)

Y )

O3 2 Lo X Lo — Lo X Lo
(0,1) — (1,1)
(1,0) — (1,0)
(1,1) — (0,1)
(0,0) — (0,0)

Y )



Sommersemester 2020
29. April 2020

Eberhard-Karls-Universitat Tiibingen
Prof. Hannah Markwig
Alheydis Geiger

Algebra
Losung Ubungsblatt 2

G4 2 Lo X iy — Ty X g
(0,1) — (0,1)
(1,0) — (1,1)
(1,1) =~ (1,0)
(0,0) — (0,0)

3 7

OG5 2 Lo X Ly — Ty X Uiy
(0,1) — (1,1)
(1,0) — (0,1)
(1,1) =~ (1,0)
(0,0) — (0,0)

7

Man sieht, dass man die Automorphismen durch Permutationen der Elemente (1,0),(0,1),(1,1)
erhalt. = AUt(ZQ X Zg) = 53.

Inn(Zy x Zs): Da Zy X Zy abelsch ist, gilt fiir jede Konjugation iy mit g € Zy x Zy:
ig(h) = ghg™" = h Vh € Zy x Zs.

= Inn(Z2 X ZQ) = {Zd}
AUt(ZQ X ZQ)/'HH(ZQ X Zz) ~ S3 O

Aufgabe 4 (6 Punkte).
Aufgabe: Stellen Sie die Klassengleichung fiir G = GL2(F2) auf (mit Begriindung!).

T R N (3 N (I R (I N N e

Dabei gilt:
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. — 1 1\. /1 1\ /1 0\ (0 1 _
Die Konjugationsklasse von (O 1) |st{(O 1>,<1 1),(1 0)} Denn:

GGG -6
CAEHEY-CY

NI IO O R R AN I
LG D0

o 0 1\..,/0 1) (1 1 .

Die Konjugationsklasse von <1 1> |st{(1 1>,<1 0)} Denn:
0 1\ /0 1\/0 1\ (1 1
1 0/)\1 1 1 0/ \1 0

Da wir fiir die Konjugationsklasse von alle Konjugationen gepriift haben, und Konjugationsklassen

1 1
0 1
entweder gleich oder disjunkt sind, ergibt sich die folgende Klassengleichung fiir G = GLy(F2):

6=1+2+3



