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Abgabe: Bis zum 10.06. um 10 Uhr iiber URM. Abgabe in Gruppen bis zu drei Personen.

Aufgabe 1 (2+2+2+42+42+2 Punkte).

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Beweisen oder widerlegen Sie:

a) Wenn R ein Korper ist, dann ist ein R-Modul dasselbe wie ein R-Vektorraum.

b) (Zg,+) ist frei als Z-Modul.

c) (9Z,+) ist frei als Z-Modul.

d) Zs,Zs,7Z3 X Zs zusammen mit + sind frei als Zg-Moduln.

e) Eine maximal linear unabhangige Teilmenge in einem R-Modul M ist eine Basis von M.
f) Ein minimales Erzeugendensystem eines R-Moduls M ist eine Basis von M.

Aufgabe 2 (7 Punkte).

Es seien G eine endliche abelsche Gruppe und Z™ %5 Z™ — G — 0 eine exakte Sequenz von Z-Moduln, wobei %)
beziiglich der Standardbasis von Z™ durch A € M,,(Z) mit det(A) € Z \ {0} dargestellt wird. Zeigen Sie, dass die
Gruppenordnung von G gegeben ist durch #G = |det(A)|. Hangt das Ergebnis von den gewshlten Basen von Z" ab?
(und warum?)

Aufgabe 3 (444 Punkte).
a) Finden Sie fiir G = Zg X Zg X Z16 X Zag X Z144 X Z1pos eine Darstellung wie in Satz 3.4.10. 3).

b) Bestimmen Sie andersherum fiir G = Zz X Zgs X Zy X Zigz X Ly X Zyy X Lz X Lggz X Lggr X Lggrs X 72 eine
Darstellung wie in Satz 3.4.10. 2).

Aufgabe 4 (343 Punkte).
Sei R ein euklidischer Ring und U C R™ ein Untermodul von Rang n. Fiir einen beliebigen R-Modul M definieren
wir den Annihilator von M als Ann(M) = {r € R|r-m = 0VYm € M}. Zeigen Sie:

a) Ann(M) ist ein Ideal in R.

b) Es gilt Ann(R™/U) = d,, R, wobei d,, der bis auf Einheiten in R eindeutig bestimmt groRte Elementarteiler von
R"/U ist.



