
4
.

Korner and Konstruierbarkeit-
Voruisseu : Def Kiper ,

Charakteistik

4.hkorpoerweitoungen-4.l.nl#ef

Sei L ein Kerper und Kal unit den

Verkniipfungeu von L ein Koper ,
so ist

K Uirtuko
"

- per
and Kc L eine

Korpi
-

enmity
,

L ein Obokiirpv .

L ist ein K - Vektrraum mit

Skadar multiplication kxl → Lick ,
e) tske

[ L
'

- K ] : - dimwit ist do tyred do

Kiirpereueeitvuey .

Man sclveibt 4K
.

4BIp
A) Rc ¢

,
[ Cl '  

- R ] = 2
.

2) Q CIR , CIR' . Oh ] = -

3) Q ER ) = fat BF
,

a ,b EQ )

Qcrz ) ist das Bild des Ehrke

homomorphisms4 : Qfx 3 → IR .

.

X ts R

BI : her (41--2×2-2)



Augeuommen ,
XZ - 2 wire zolegbar iiber

Oh
,

dans existieren a ,b,c , d C- ② mid

④- 2) = Caxtb ) C cxtd ) -_

acxztcadtbcxtbd

⇒ c = 1a
,

D= Ib und

Iya -1 by = o ⇒ -20ft =

ab

⇒
- 2a2tb=o ⇒ 2a2=b2⇒ 2= BE

⇒ Nz = ka E On I

⇒
x2 - 2 ist irreduzibd

⇒ 2×2-23 ist maximal

Es gilt f- 2 E Kerch ⇒

2×2-23 C Kera ) ⇒ L E- 25=6 )

⇒ QC%zz ,
I Ohcrz ] it ein

Kiper

[ Oh GET : Q ] = 2
,

denn eine

② - Basis von 04%2 ,
ist

A
,

X
.



Die Tats ache
, dap Qcrz ] ein Kor per ist

,

Kaun man
and direct Seher :

Die Ringstmhtur wird von QCx3 geerbt ,

zu Eigen
ist die Existent von Inverses

.

1 a- brz

Ez
-

- ⇒
=

a
.EE -

AFTER
C- ② GET

,

denn of -262 # O
,

da Nz irrational .

4.l.3SatE C Turm sate )

Suren KCLCM Kcirpererwciteungn

( L ist Zwischeukipo)
.

Dana gilt

[ Me . K ] = CM :L ] . [ L : K ]
.

Beavis :

Sei Evi } eine L - Vektorraunbarrs von M
,

{ WE } eine K - Vektorraum
basis von L

.

Sei in
EM ⇒ m=

Elivi ,
li EL .

Tiir hi EL
gilt

l
,

-

= Ekijwj
not

kij EK ⇒ m= ,§ kijwjui
 ⇒

Die I wjvi } erzuigen Mals K - Uektorraum
.

1st Ekijwjvi
 =O ⇒ § c Ejkijwjlvi = O

' E Egkijwj
= o ti

hEM "

kij - o tiij .



=3 fwjvi ] linear washing 's .

{ wjvi ] ist eine Basis ,

I fwjvi3l

-11%31. Krill ⇒ Cmi .K3=[ Mt LI - kik ?

D

4.A4KoroHay
1st CL -

. K ] eine Primzahl ,

so hat

KCL heine
elites

tuihheerkotpo .

Benelux : Kal ⇒ char C KI -_ chaos
,

denn 1k =L .

1st lklc - ⇒ char CK ) prim

1st clear CKKO ⇒ 1kt = a
.

Es gift uneudlidr viele Kiper der

Charakkrishk p ,
t .B .

Quot ( ZpCx3 )
.

4Def
K heist Primkipo :

K besiht heine

echku Uwtvkorpo

K Konrper ,
PCK ) : - n U

uck

Uuntohorper

ist Pk .



4. A -6 Sate
- ~

char K = O ⇐ PCK ) = Q

char K =p
⇐ PCK ) -=Zp

Bend : Q ist ein Primkojser , Zp and
.

Die characters
ti she Abbihdung Z - s K ,

n is he AK

helot uns dies Is Uirtuhiirpv von K
.

,

4.AT#emma
Sei Kc L

,

hi
,

- -
-

,
du EL ,

4 : Kcxn
,

. →
x is → L' - Xi to Li

do Einsetee homomorphisms ,

Im (4) = : K Cdn
,

-
-

.

,
du ]

.

Vicar ,
- →

did ist de Dwchschuitt

alter Untiring von L
,

dei K und

die Li euthaltu .

Bew Kfar ,
. . ,

an ] it in jedeen

Unto ring von
L

,
der K und Li eutheitt ,

euthalhn
, aufardeen

it es selbst

D

ein soldier Untiring .



4Def Sei KCL
,

an
,

. .

.

, an EL
,

Klan ,
-

- .

, an ) :  = A U

UCL uirtokopr
KCU

,
2n ,

-
-

-

, an EU

do kleinste Kimpo ,

der K and di euthiitt .

41.96mi
Kca ,

.  -
.

,
an ) = Quot ( Kan

,
- .

. .az )

Beweis : Kca , ,
.

.

.

,

did ist Unter ring von L und

daher nutltcilerfni .

Die luklusiou

Kfar ,
.  . san ] Us Klan ,  

-

- yah ) Komen wir

ant Quot ( Kca . ,
.  23 ) forbeheh and

uhalkn Quot C Klan ,
-

- said ) C Klan
,

-

i

,
du )

.

Awduerseits ist Quot ( Kan ,
. is

did ) ein

Uerlwhiirpe ,
do K und di euthaitt

,
also

gilt ouch Kkr
,

-
- )

du ) C Quot ( Klan ,
. iris )

.

D

41.106ft Sei Kal
,

DEL
.

Damn Sind aiguivaleut :

n ) I g E Kanto } wit gal - o

2) Ker ( Ya : KCx3→KCa3:xh2 ) ± do }

3) KC D= Kca )

4) Kca ] ist Kerper .



Falls 174 ) gilt , foyt , dap do normierte

Erlanger von Kerala ) , my
,

irredutibel

ist .

Aufsedem gilt [ KEN : KI = deg Cma )
,

{ 1,2 ,
.

.
.

,

ddlscmd ) "

} ist eine K -

Vektorraum basis von
Kca ]

.

4lDef ma heist das

Minimal
-

po#a
, deg Cma ) der

Graderon d
,

a heist algebraic

.lk
.

Element a EL
,

dei nicht

algebraists Ik Sind
, heifer treaty .

Beweis-von4.tt#

:

1) ⇒ 2 ) : g E Ker C Ya )

2) ⇒ n ) : F geo , g E Ker ( 42 )
,

me 't g Cal = o
.

Bed : Falls Cz ) gilt ,

So ist my

irredentist .

Sei my
= gregz

⇒ D= my (d) =

g. Cal . gzcd ) E L ⇒ E gelato



⇒ ga E Ker ( Ya ) = Cmas ⇒

ma Ign ⇒ F h : henna = g ,

⇒ my
= he m2 . gz ⇒ h .gz=1

⇒ gz
ist Einheit .

2) ⇒ 4 ) : Kca ]= Im C ya ) IKay Kerala )

= KE×%m
, >

and cuss ist

maximal
,

da ma
irreduzibel

⇒ kCx3¢m ,
ist Kayser

⇒ KELT ist Karpen .

41 ⇒ 2) Sei Kerala ) - to } ⇒

Kca ] - Imola )-_KC×%wcyay= K¥3

=K[x3 ist bein Karpen .

4) ⇒ 3) nach Definition .

3) ⇒ 4) klar

In KCx% may
bilder dei Klassen

Von A
,

×
,

x2
,

.

.

.

,

XDYC mm
eine



K - Vektorrawmbasrs ,
also eats prebend

discal - A

in KEL )
.

D1,2 ,
- - -

,
L

4.de#Bsep

n ) R E R ist algebraist IQ
,

deg GE ) = 2

2) i E Q ist algbraisd.IR ,
degli ) -2

3) IT ist toanszeudeut ii ber Q

Cohee Bennis )
.

4.t.AZ#KcLheiptalgebrgsh

i  
- ⇐

V-2 C- L : L ist algebraist 1k .

Falls Kel nicht algebraists ,

so heist

Kel
transzeudeut.B.pe

.
K a Kcx ) -- Quot ( KES ) ist

toauszurdeut ,

deem dei Potenza von ×

erfiitlu beine K - linear Relation .

4.1.14
Sate Sei Kel

.

-

Dawn sind Evguivaleut :

A ) [ L : K ] c a



2) Kel ist algebraists und F

Ln
,

- -
-

,
an E L : Kca

,
. .

. ,2u ) =L

3) F an
,

-
-

-

, an EL algsraisd mit

L = KCA
,

- -
- ,2u )

.

4.li#DefEineKorpererweikrung

,

die

4.1.14
D- 3) erfiht , heist

end lids
-

hrsbesoudve gilts eudliche Kotpererweitouyu

Sind algebraist .

B4:

A) ⇒ 2) .

.

Sei ( L :KJ=n
,

a EL

⇒ A
,

a
,

- -
.

,
L

" sild linear abhoingigh
,

n

⇒ I di EK : Edi di =0
.

j=O

Sette g
-

- Enoch. xi
,

dam gilt

gca )=o ⇒ a ist algebraic

Sei an
,

. .
.

,
du line K - Vektorraum basis

von L
,

dans ist Klan
,

. ,
an ) CL

( per Def ) und Lc KC Ln
,

.

.
.

,
du )

,

da LE L sich schreiber liipt



als Saidi  =L mit di EK

⇒ L = Kkr ,
-

-
-

,
2h )

.

2) ⇒ 3) War
41.3

3) ⇒ A ) [ Lik ] = C Klan
,

-

- yds ) : K ] =

⑥Cdr
,

. ,
an ) : Kkr

,
. yarn ) ] .

- - - . Ekka) : K ]

and jeder Fatter ist a -
,

da jedes

Li algebraists 1K ist
. D

41.166mmol

st KCL ,
NCL eine Teilmeege von

Elements ,

die algebraists iibo K

Sind ,
so ist KCN ) = KEN ] and

dei kiirpuerueeituung KCNIIK ist

algebraist .

( Der Fall INK folgt aus 4. t.to

per
Indentation . )

Bennis
Wir zeiger , dats KEN ] ein Kiper

ist .

Daza
missa wir ein Inverses

fir jedes g E KENT
,

geo ,

finder .



g
ist ein Polywom in evdlich viele

Ln
,

. .  -

, an E N wit Koeffitieuks in K
,

and dui hi Sind algebraic 1K
.

⇒ g E Kans -
-

,
an ] = Klan ,

.
.

. ,
h )

⇒ I g-
^ E Vicar ,

-
-

-

,
did CKCN ]

.

Da KG . ,
.

. .

,

an ) algebraic ist
,

ist g
algebraists 1K and damn 't

KEN ] algebraists 1K
. D



4. 2 Zerfiillungskiirpo und

-
algebraic , her Abschlup

-

4.
C Kronecker )

Sei K ein Ko - per , f- EKCX ]
,

f- = g-
h

, g
irredentist , L= KEY

Lg >

Damn hat f in L eine Nullstelle

D=

④
= Xt Cgs E L

,

L= Kca ]
.

Bennis : f Ca ) = fCKD=HADE↳ kC×%gs ,CFCXB-cg.hf-cgl.is]

= O
.

Das Minimal polymers von L

tuft g ,
da bride irreduzibd

Sind ,
sind He bis auf konstantin

Father gleich and donut LIKca ]
.

D



4. 2.2 Ko - collar
-

Sei K ei - Kirpo ,
f- EKCX I

,

D= degf so
.

A ) Z Kel
,

so dap f IL in

Liuearfaktoren zofcittt

2) Sind an ,
-

.

.

, Ld EL Nullstelleu
,

dann ist Kca ,
.

.  - sad ] der

kleiuste so Iche Kiirper

3) K [ Nullstelku ] iot bis auf

Isomorphic eindeutrg wind heist

Zo#¥po von f .

Beavis
-

:

1) Salt von
Kronecker 4.1.15 und

luduktron .

2) Seier an
,

. .
.

,
Ld E L Nuhstelleu

⇒ f -

-
c ( x - ah -

- - Cx - Ld ) E

Kca ,
.

- odd ] [ x ]

Nach Def ist Kkr
,

. .
.

,
du ) der

kleinste Kiper ,
do K und die di



euthoitt . Weger 4.1.10 ( unit Indentation )

gilt K Cdn ,
-

-

-

,
du ] = Klan .

- -

- shut ,

da jedes di als Nwnstelk eines

Polywoms in KCXJ per
Def

algebraists ist . D

3) f zofalle vibe L
'

> K
,

das heist ,

in L
? hat f d Nullstlleu a

'

,
.

→ Ld
'

.

Dann ist Weger 2) KEN
,

-
.

.

,
Ld

' ] ein

Kapu ( der kleiuste in L
'

,
vibe dem

f- zerfiiht ) .

zu teigen : KELI
,

- -
-

, Ld
'

]EKfar
,

-
-

- odd ] .

Sei f  =

g- h
, g. HE KCXI

,

g
irreduzibel und horniest

,
down

hat Wagen
des Sakes von Kronecker

4. 2. A f eine Nullstdle a in

KCx3kgs ± Kan ]
.

Als Fatter von f- zofiiltt and

g
vibes L

'
in Linearfaktoren

und dei Nullstellen von g in L
'



Sind auch Nulls titles von f n L
'

⇒ CE an
'

ist eine Nullsklle von

g
in L ?

Das Minimal polyhom von an
' vibe

K ist
,

da gun
' ) = O

,
ein

Faktor von g ,

and da g

iereduzibd und horniest gleich g .

⇒ Kai ]EKC×%g ,

= Kai
.

f- hat in Kan ] Ex ] und

KELI ] Cx ] den Linearfaktor ( x - da )

btw .
Cx - di )

, f- = Cx - an ) . fr
,

f- = Cx - ai ) . fi .

Der Isomorphisms KADE Kai ]

iuduziert einen Ring homomorphisms

Kcdicx ] Kai ] Cx ]
,

der f festhiitt ( da do Isomorphisms

Kai I Kai ] K fsthoitt )



Da anfvdem x - Ln ↳ x - Ln '

map and fr auf f ? uibofiwt

werden .

wir fiiwen Indentation vibe den Grad von f

wud bitumen daher per luduhtrons -

voraussettung aunehener
,

das der

zvfaitlungsliorpo von fr E Kai Cx ]

( btw . fit Kai ] Cx3 ) eindeutrg ist
,

damn 't ist and der Zeta
.it/uugskiirpvvonfei-deutrg

. D

4Kov
Sei f E KEX ]

,
der Zofoilluugskiipv

L von f hat tricksters Grad

[ L -

. KI E d ! iibo K
.

Bennis : Foyt durch suhzessives Adjuugierea

von Nullstellen aus 4.1.10 nerd

4. 2- A D

Bsf :

n ) Der Zofeilluugokorpo von

XZ -11 E RCH ist Cl
.



2) Sei f  = Xd - A E Oh Cx ]
.

Liber Cl zofiillt f ,
dei Nullstdleu

sad Lj  = eZ¥ .

-2

, j=o ,
- -

. ,d -1
,

dei d- ten Eiuheitswwzeln .

Die L aj } c I Sind eine

Z-yklischellutogmp.pe ,
erzeugt von

beliebrgen Lj wit ggtcj ,
d) =1

,

Zeb .
von Ln .

Daher ist do Zeta.it/ungkorper von

f- gleich Qf an ,
-

-
-

,
Ada ] =

QCLJ ] t j wit ggtcj ,dI=1 .

3) Sei f  = 53-2 E Oh [ x ]
.

② CTE ] ist nicht der Zerfiillungs -

keeper von f ,
dear dei Nullstelleu

von f in ¢ Sind

4=32 ,

f- TE .
e'

,
f- Zfz . EHF

• •

Do tofiilluugskorpo ist •

② Can
, 22,23 ] ft Ohki ] fit jedes i )

.



4.2.4Lemma_

Sei K ein Kiper .

Dann Sindoiguivaleut:

1) t f E KCx3
, degfzt gilt :

f- hat eine Nulls title in K
.

2) f E Kfx ] ist irreduzibd ⇐

degf -

- A

3) t ke L algebra
. sch ⇒ K =L

4.2efEin K
,

deaf 4. 2.4 1) - 3) erfiittt ,

heist
algbraischasgeschlossen.be#4.Z4

:

1) ⇒ 2) " =)
"

Sei dig f > A
, Weger

A ) hat f eine Nulls title d in K
,

do Linear fatter ( x - a ) spatter as

⇒ f ist nicht rrreduzikel

n
⇐

" Sei deg f= A
, f = g

- h

→ CE deg g= 1
, deg hero ⇒

h Einheit ⇒ f irreduzibel
.



2) ⇒ 3) Sei Kc L algebra 's oh
,

a EL
.

Das Minimal poly nom my ist irreduzibd

( 4. t.to ) =) deg ma = A ⇒

ma = x - a
,

da ma EKCXI folgt

LE K ⇒ LCK ⇒ K =L
.

3) ⇒ A ) Weger
des Sakes von

Kronecker 4. 2. A gift es fir jedes

f- E KCXI wit deg Cf ) z A eine

Nullstelle in

↳KATE
Kany Cgs

( wobei g ein irreducible Traktor von

f- ist )
,

and Kc L ist algsraisch

⇒ K =L ⇒ a E K ⇒

f- hat eine Nulls title in K
. D

Bsf : IQ
,

IR sind nicht

algebraists abgcschlossee ,
da Its

beine Nulls title hat
.



( Fundamentals att do Algebra)

Q ist algebraists abgeschlossa .

Bennis in Funktionentheore ,

btw . spoiler .

Fir K wollen wir dir Existent

des algebraists Absclrlufb VI zeiger .

Zur Vorbereituug :

4.2.72-orirsches.uaSei ( M ,
E ) ,

M¥0 ,
particle geo - duet

.

Besittt jede
Keefe in M eine oboe

Schrank ,

so
besitet Mein maximals

Element .

Das Zornsche Lemma ist oiquivaleut

Zum Auswahlatiom
und turn

Wohlordnungssatt ( Linear Algebra )
.4Prop

Sei R ein Ring
und I ⇐ R ein

Ideal .

Dam 2 maximals Ideal



m
mit Ic m ⇐ R

.

Beavis
-

:

Sei M= LT

¥
R Ideal ,

ICT }

Mt 0
,

da IEM .

M ist bezriiglich C particle geordnet .

Sei K eine
nicht - Here Keke

in M
,

seize S =
U T

TEK

Bed :
S E M

.

Da dei Keble nicht - lee ist
,

gift

is TEK and Ic Jcs .

Seier X
,

x
' E S

,

r ER .

Dana I I ,
J

'
E K mit x ET

,

X
'

C- J
'

,

CE Jc ]
'

,
da K total

geordie ⇒ xxx
' ET

'
CS

.

Aupodem r . x E J c S

⇒
S ist ein Ideal .

Noire S = R
,

so goibe es ein

JE K unit A E T Z



⇒ S ¥ R ⇒ SE M
.

Dawit besittt K eine oboe Schrank

Zombies
SEM =3 M besiht ein

Lemma

marinates
Element Me .

Es gilt Icm ,
da m

EM
.

Win 're m
kein maximals Ideal ,

so goibe

is
ein

Element in M echt groper m

Z zw
Maximal

. toit von me in M

⇒ me
iot ein

marinates Ideal
,

D

das I euthatt .

4.p C Artin )

Sei K ein Kiper .

Damn I

algbraische
Kiirpverueeitvung

Lok
,

so dats jedes
nicht - konstauk

Polynom f E kcx ] eine Nulls title

in L hat .

Bennis : Sei A= KASIK



die Menge alter nicht - Konstantin

Poly home .

Betrachk R= KC Xfl f En ]

deer Polynomn
-

ng
wit Variables fair

jedes f Eh .

Betrachk

I - L fcxf ) I f EAS CR
.

f- Cxf ) eubkht aus fcx ) EA
,

indium wir dei Variable undercover

als Xf .

Die Erlanger von Ihoiugeh
also von

vvsdriedeues
Variables as

.

Augeuommea ,

I = R
.

Daun F fn ,
-

-

-

, fk Eh
, gn ,

- is 9k ER :

k C * )
1 = E g : fi Cxfi )

.

i=n

Im Zvfiilluugskiirpe L
'

von

f- = fr - -
- fr E KCX ] woihlen



wir fir jedis fi eine Nullstelle

di
.

Wir werden deer Einseke homomorphisms

4 : R →

I
:{Xfi l→ di

Xf 1- O ft fi

out C* ) an
and erhalkn

1= Ekycgilfilcecxf; ) ) =

Fr

¥
.

4cg : ) fi Cail - €!4Cgi ) . 0=0

G ⇒ I ¥ R
.

Weger 4. 2.8 I ein maxi
- males

Ideal
Ic m ¥ R

.

Sette L= Rtm
,

dann it L

ein Koper wit K CL
.

Fiir f E KCXSLK 3- eine



Nullstclk in L
,

da fcxf ) E Icm

⇒ [ fcxf ) ] = [ o ] ⇒

f- ( [ xf ] ) = O
⇒ [ Xf ] ist

Nullstelle .

Noch zu teigen : L ist algebraists .

Da fCCxf3l=0
ist [ Xf ]

algebraists .

Aus 4.1 .

15 folgt

damn , dap
L = KCXf3fm = K C Cxf ] ]

algebraists iot - D

4.2.to#zJederKiirperbesih-teinenalgtraischeu

Abschlup VT
.

Bennis :
Sette Ko = K und

konstruiere unit 4
.

2. g

Ko C kn
,

so day jedes Poly hour

in Ko Ex ) ) Ko in Kr eine

Nulls title hat
.



Koustruiere rekursir

Ko C Krc Kz C - - -

a

and Sette E : = U Ki
.

F- O

BI : E ist der algebraists

Asscllufb von K
.

Seier a
,

B
,

r E E
,

dans F Ki unit

d
,

B ,
r

E Ki
,

da dei Ki eine

Keke biden .

Die kiirperaxiome for 2
,

B ,
r

( Gtp ) r
= artsy wow ) getter also

,

da sie is Ki gettin

⇒ E ist ein Kor per ,

is gift Vick .

1st at I F Ki : d C- Ki  ⇒

L algebraist 1k ⇒ E algebraists 1k
.

Sei f E ELSIE .

f- hat eedlich well Koeffizieuke

⇒ I Ki : f- E Kr Enki

Daun hat f nach Koustmktios



eine Nulls title in Kita CE

→ E ist algebraist abgexhlossee .

D



4.3 koustmktionen mit Zirkel

-curdling

4.3.tl#efwirideutifiziereulR2EC.kCa,r)bezeichne
deer Kreis um a

wit Radius r
,

at Q
,

r EIR
.

gcp , g
) tdzeichne dei lyra.de durch

p
und g

E ¢

4.3ef
Sei MCE ,

0,1 EM
.

GCM ) -_ Menge do Graden durch 2 Punks

von
M

KCM ) = Merge do Kruse mit Miltelpankt

aus M and Radius = Entfvncung

Zueeier
Punkk von M

ACM ) = Menge der Schuittpunkk zueeier

Grader = ft EIC I Fgs , gz E GCM )
,

get gz ,
t E going

]

BCM ) = Menge do Schuittpauhk einer



lyeraden mit einem Kreis =

{ zE¢ IF GE GCM )
, KE KCM )

,
2- Egnk ]

C CM ) = Menge do Schnitt punted zueeier Kruse

= f EEG It her
,

kz E KCMI
,

ki # kz
,

2- E Ksn kz
}

M
'

= ACM ) u Bcm ) u CCM )

Rekursiv Mo : = M
,

Mr = M 's Mz= Ms
'

,
. . .

A =
U Mn

UZO

M ist die Merge der aus M koustmierbaren

Puukk .

4. 3.3 Sate A ist ein Uwterkorpv von I
.

-

Bennis :

Beli ( Fat ) ist eine Hertog ruppe von CQ, T )
.

Fr = of .

Seine Z
,

Z
' E MT

.

Falls Z  =L ⇒ ztz
'

E k ( Z
,

lzt ) n

^

g Co ,z ) C tr
• 2z=Ztz

•

Z
• s

O



Falls ztz
'

=3 Ztz
' E KCZ ,

Iz 't ) n
~

KCI ,
let ) cm

^

it

get;
'

'

ez :
,

~

- Z E k Co
,

Izl ) n g Co
,

z ) C M

~

• Z

O
g

- z •

Bed 1h03
,

. ) ist Autograph ron

( Elton
,

. )
Data :

A ) z
,

Z
'

E Fido } n Rso ⇒ Zz
'

E Aldo }

2) z E NT 143 n Rso ⇒ ¥ E Also }

3) Z E F 1203 n IR
, o

⇒ i. z E Alto }

4) Z E MT 1h03 ⇒ 12-1
,

E
,

Rez
,

In Z E A

5) d ER , onFido }
,

2- Eriko ] ⇒ d 't Eriko ]

Danes folgt :

A 1h03 to
,

da AE Aldo }
.

Fair Z
,

z
' E rt 1403 beliebers gift



Z . z' = Reft ) . Rect I - Im Cz ) . lmcz ' ) ti .

( knCzYReCzItReCz' 11mA )

Da Produkk aus I Be # 1,1Rect 'll
,

llinczl
,

Ilm Cz 'll Weger A ) in Filho } sind and

Negative
da at ) llertvgmppe von Cgt )

ist
,

and ein Produkt von i unit einer

Zahl aus
Altos in dittos iot Weger

3) foyt Z . z
' E Aldo ]

.

Iz = ¥p . I E Alto 's
,

dean

Fz
,

Erik -03 weger 2 )
,

Fz
,

. ¥ ,
Weger a )

,

I Eriko 's wegen 4)

und reelles Vielfaches einer Zahl

in M~lho3 weger 5)
.

1) . Lot fallen out 1
,

glop )
^ Q z

' oestrogen lift P

•

. Lot filter ant 2-

p IZZ'

• Schnitt punks von

off •z >

gcqpy
mit Lot auf Z

see Q

Dann gilt fzQl= zz
'

wager Strahleusah
.



2)

falls
z > A :

• Lot faitkn auf Z
,

P A oestrogen liefvt P

^

•

. lot fallen auth

Q A
• Schuittpuukt von

of
't

of

, gco ,p ) wit Lot

falls z at
auf A tiedt

Q
.

Dann gilt
n Q

frat = YZ
•

P Yz wages
Stoahleusatz .

of '

ed

,

Z 1

3) ie z E g
Co

,

i ) n k Co
,

171 ) C

Rko
)

^ 9.z
•

• s

Z

n4)
. ht E

• z

k co
,

12-1 )
n

g Con ) C- Niko ) • s

IZI



• Rez = Lot von 7 auf g 6,1 )

• Inez = Lot von 2- auf g
CO ,

i )

( i E Tko ] Weger 3 ) )

• I = Spiegel uns von 2- an g Con )

5) Id.2-1=1 . lzt E Niko ] Weger 13,4 )

d. z E KCO
,

d - ht ) n g
Co

,
Z )

D

Beining : Oh c
Mm

,
da man vibe die

sbahleusoitzejedesbekom.int

4.3f
1) Eine kiirperercoeitvung

KCL heist

quadratisch abgeschlossen
-

in L : ⇐

t a E L mit ME K gilt LEK

2 ) Kal heist Quadratwwz.cl#eiteruug
.

-

⇐ Fan ,
.

.

,
an EL mit

L = KG . ,
. -

-

,
an ) ,

die EKG . ,
-

i

,
din )

,

di Et Kars .
.

.

,
him )

.

Beinerkueg
Der Grad einer Quad - atwwzderueeitvuug

it eine Zweierpotehz .



BIP : Rc ¢ ist nicht quadratics
abgeschlosseu ,

dean IZ =  - A C- R
,

i to R
.

Rc ¢
,

QC OCR ) Sind

Quadratwweelerweitruegeh-4.3.5.az

AT ist guadrahisch abgeschlosseu in ①
.

Beuys :

Sei Z E A n Roo
,

Zod
.

Koustruiere mit dem Kathetusatz a

wit lez  =a2 ⇒ A = a C- if :

of
O

• I
•

z

Sei z E NT n Bo
,

2- at ⇒

¥ s a ⇒ Az E A ⇒ At  = ¥ EF
.

Sei z= r .
eihl E A ⇒

^

I fr . e'
'

% E NT
,

dm
.

Z Ztlzt

Mr. e'
'

KE Rco ,rr ) n F). •  

Too
• s

12-1

g ( O
,

Ztlzl ) CF
D



4.3.GS#z
2- EF ⇐ I Q C Mutt ) a Lce

unit z EL und K - Oh C Mu MT ) CL

ist Quadratwwzderweiteruug .

his besoudve e
.

fiir M -
- { 0,13

,

3- E MY ⇒ C ⑨ Cz ) : @ 3=2
' ist

Zueeierpotenz .

Bennis :

"
⇐

" Sei QCMVMT ) CL c a wit

3- EL und K= Oh C Mutt ) CL Sei

Quadratwwzderweitvung .

⇒ L = Klan
,

- .
.

,
an )

,
di E Klan

,
. . ,

di - n
)

Indentation vibes n
.

h=0 :
L - K c NT

.

n
- A → n : Nach ludukkonsvorausseheuug gilt

Klan
,

.
.

.

,
an - n

) CA
.

Ln
'

E Klar ,
-

-

,
Lu - a

) ⇒ af E F ⇒

Ln E NT
,

da F qnadrahisch

asgesdlosseh
⇒ L CNT ⇒ z ENT

.

n
=3

" Wir verfolgu dir konstruktions -

Shrine
,

um z zu enriches and



adjuegrwen dei neuen Element schih-wu.se zu

K= ( Mutt ) data
,

K = Ko C Ks C - - .

 
.

Schneider wir Zwei Grader ,
so er halter wir die

koordirakn ( Rez
,

Ima ) des Schniltpuuht t durch

ii - linares Gleiclungssyshen vibes K - dies kipt

sich vibe K schon loser und air meissen

hills dazuadjuengieren .

Schneider wir eine lyerade
wit der lykichueg

y
-_ mxtb mit einem Kreis unit der

guiding ( x - ar ) 't Cy - act - r2
,

so

erfiittt X dei quadrat 's che Gleich neg

f- = ( x - qft Anxi - b - 9212 - r2 = O
.

Falls f irredentist Iki adjuugiva
air eine

Nulls title data und otaku Ki+r= KiC×Kf ,

mit [ Kien : Ki ] =2
.

Falls f redeem Iki ist
,

ist Kite - Ki
.

Schneider wir zwei Kreiser
unit den

lykichuugen Hanft C y
- bat - ri ,

( Kait Cy - bath ri
,

erseheu air zunoihst

dei zueeih lgkidueg durch die Different

brides :
2 Can - as )xt2Cbr - bzly =

- ritritairtbie- at - be

Dies ist eine lyvadeegleichwng .

Wir haben also wie
voter jeht

eine Kreis - und line lyradeugleiduey

wed uofalvu nie in fall voter
.



Wir erhalhn sdrtieplich L im tekken

vuonstmhtionssdritt als Quadratwurzelerweihrung
von K wit 2- EL -

D

Har

Wiirfduerdoppeluey
ist durch kousbuhtion nicht

miiglich .

-
.

.

Um einen Wii - fil des Volunteers 2 zu

Beevers L=

houstruieree ,
missus wir die Kaukulaiuge

3k honstruiereu .

Bef My
= x' - 2 EQCXJ iot Minimalpolgnous

Noire my
reduzibel

,

ma
-

- g
- h mid dgg so

,

degh > o
,

dana foyt ,

da degcgltdegcal =

dig C ma ) =3 CE dgg=1
⇒ g

iot ein

Linear father ⇒ die
Nullsteke von g ( die

and Nullstelle von my
ist ) map in Q

sein .

Aber dei Nullskllu von ma
Sind

3k
,

3rd . emits
,

3h . e' ' " its und

heine davar ist in Oh
.

Dawit gift Oh CTE ) IQC×¥zz ,
and

[ OGE ) : @ ] =3
.

Waite a honstruierbar ,
also LENT

,

so giibe is nach 4. 3.6 eine

QuadratwwzelerweituuegQcLmit0hc@C3rzlcL.aserfL.e
@ 3--2

'

Z



da 3+2
- D

403.8 Berner kung-
IT ist transcendent IQ ( Bsp . 4.1.1233 )

,

damn 't auch TF  ⇒ Ein Quadrat der

Flaihe IT -_ Kreisfloihe eines Kreiss von

Radius A ist nicht konstruierbar ⇒

die Quadratus des Kreiss iot nicht moglia .

In koroblar 43.7 war is uichtrg ,

die

t.rreduaibitito.it von x3 -2 zeiger zu

hitmen .

Fiir unite Aussagus dieso Art :

4.3.9sah-CEisehstcin-krite.nu#
Sei R faktoriell ,

f- E REAR primitive .

f- = .¥oaixi .

I p
ER prim

mit p lao
,

-
i

,
an - a

p
' tao ⇒ f irredentist in REX ]

.

Bennis :

Sei f = g.
h

, g= Eg b
.

- xi , h=j€cjx5
.

Falls bro
,

so ist g
ER

, g) ai

Ki
⇒ g

ERA
,

da f primitive

geeauso folgt h ERA
,

falls b- o
.



Sei k
,

e > o .

Da f -

- g
- h gilt an - ¥f⇒bicj

fiir k=0 ,
-

-
- in .

place = boo
,

da p prim folgt

E pl bo .
Da pika . folgt

ptco .

Bed : pl bi ti= O
,

- .
. ,k .

Per Indentation , plbo gilt .

Es geek pl bo
,

- -
-

,
bin

.

Da ai-bocitbrc.int
-

-
- t bi co

⇒ bi co = ai
- boci -

. .
.

 - bine ,

und alle
Surnmahdes realms werden von

p qhitt  ⇒ plbico ,
da

p prim
und ptco foyt plbi .

Dawit foyt plan -_ brace

⇒ pla . ,
- → an Z zu f primitive

D



BSI : f- Xt - 4×+2 EZCXJ ist primitive ,

2) are
,

. i

,
an - n

,

22 Tao ⇒ f ist irredentist
.

4.3.to#SatzseiRfaktoiek,fERCx3lR .

f- ist irredentist in RCx3 ⇐

f- primitive is RCTs andirredua-bel.inQuot CRDCX ]

Bennis
-

:

Weger des Sakes von Gaap CZ .

A ) ist

REX ] faktonell ,
Quoter )Cx3 iot and

faktariell ,
daher shed

irredentist curd

pom iiguivalent .

Sei f primitiv in REX ] and irredentist

Lemma 2.6

in Quot C RICH =3 f irredentist

in REX 3
.

Sei f irrederzibd in RCXJ
, f-  = g. h

wit g ,
h E Quoter ) Cx ]

.

wie in

Lemma 2.3 2) Schreiber wir g

and h als g= Cop ,
h= d. g



mit p , q E REX ] pimitir and c , d E Quotes )
.

Weger Lemma 2.5 ist peg primitive

=) f = Cad ) . peg
2¥13

( c.d) ER
.

① iese Gleich ang
ist also in R[x3

,
und

f- iot irredutbd in RCXI ⇒

zuri
do drei Fatheree Ccd )

,
P , 9

Sind Eihheikn .

Dana folgt CE g
- C -

p
ist Einheit

in Quot CR ) Cx ]

⇒ f ist irredentist .

f- mup primitsv sees
,

da fir einen

Teller e

ERlR*
alter Koeftitiehtu

f- = e . Ee soust eine Zdlegung

eiuheitur
wire .

D
in Nicht

Bsa :
XJ - 4×+2 E Qcx ] ist

irreducible .



4.3115dg
Sei eihl transcendent 10h

,

dawn ist

dei 3- Teiluug des Winkels 4 nicht

miglia .

Bennis
-

:

See Z
= e'

'

4
.

Das Bild des Eihsehe -

homomorphisms Cf : Oh Cx ] → Of :X to z

ist isomorph tu Oh [ x ]
,

da n .

U
.

z train zeedeut ,
also beine algetraische

Guiding erfiiht ,
also Kerce ) - sod .

⇒ Qcz ] ist faktoiell
and 2- E Orczy

ist prim .

Betrachk f = X3 - Z C- ② C ⇒ [ x ]

f ist pnmitiv ,
2- tilt alle Koeffizieaks

Eisenstein

auto an
,

Et Ao =3 f ist

4. 3.9

irreduzibd in QCz3 Cx ] f ist

irreduzibel in Quot Cafes ) Cx ] =

Q Czlcx ] ⇒ ×3 - z ist Minimal -

polynom von ei 93 wed

Cz , ( eius ) : OLGA ] =3
.

E zu

4. 3.6 C Quadrat wurzderweitvung )
. D



4.3.A2Beisp
Das regelmiiprge 5- Eck ist konstruierbar

.

Zueiaichst :
Fiir Z= e

"¥ und

f- = TILL = +4-1×3 -1×2+1 gilt fCzI=o .

Tri . 4 : ZCx3 ⇒KCx3 : xtsxtt

gilt 4 (f) = fCxth= GtN
=

Xtt -1

(9) Xi - A 1+5×+10×4 hoist 5×4×5-1-
- x

x

=
51-10×+10×2 -15×3-1×4

Da 4 Isomorphisms gilt f irreducible

⇒ Ucf ) rrreduzibel .

Da 51 alle Hoeft auto an
,

52 tao

forget wit Eisenstein C 4.3.97 Ucf )

icreduzibd

⇒ f irredentist

⇒ das Minimal polymer von z ist f

and hat Grad 4
.

Wir Kohner also heiner Widespread



zu Salt 4. 3.6 erzurgeh .

Um die Konstruierboheit zu zu
.

gu ,

missus

are ein Koustruktiousvwfahren angelou :

• Zwei aefcinaerdv senhrechh Graden

durch deer Mi Nelpunkt eines Kreiss

• Halbiere Radius
,

Nhalk Q

Q • P
. Viertel Radius

,

whelk P
•

• Kreis
unit Miltelpuuht

P durch Q schmidt

ljra.de l in Punks

R

a • P . Die Stroke durch R

•

orthogonal zu l ist

•
R die Diagonal eines

negluiafbrgen 5- Ehs
,

Hage

l
ihre Loing 5 meal as

.

Q • P

•

q • P

•

• OR •

• OR O

e
e



BI Die Konstruhhion fuuhhioniert
wir houstruierlh die Longer ,

gyp
r

? ⇐Tt⇐T= I ⇒

s f
r= To• IR •

g = ¥ - ¥
)

l
k -

- A- s= Ey - ME

In einem reglmoiforgus 5- Eck gilt  .
.

hrnenuiwhel 729
, Auffeeuinkel 1080

Sei a dei Seiki -

D binge ,

d dei Diagonal -

•

Laing -

E

• F : ::::÷::
⇒ D ABD ,

O CDF
•

A
•

• sad oihnlich
U B O AEF

⇒ CI -

- a
,

I -_f÷I= ¥ = Fa

Durch Loser dieu guadratischeelyleidueg

fiir d in a ehalke wir

D= E C At A )



Fiir die Hohe h - DI gilt damn

HE d
'

- If = IT Crtrsjz -

a¥=
off I

(1+27+5-1)
)= of . IT ( 5t2Fs )

Writer gilt MT -_ h -1 and in DAUM

A = AIT Ch - if =

It 42-2 htt = I't (5+25)
- ATTE -11

= ff(6t2Fs ) - a
527N + A

⇒ aICft2fs ) - a
5hAM =D

⇒ a . 3tz.IT -

Fast = O

⇒ a . 31¥ = FF

⇒ a=T =2F7C3-rr3tFs4

= I (5t2F)G4-GrfT
=

I 102AM = IEF-t-5-z.IN



Fiir k gilt demit

k2= of - d¥= of - I C 6+271 =

are (1%225) = 5-215 . 1%2I =

60-2055
= 30%055 =

25-1055-+5 =

- 16
2- 16

(575-12 ,

also hasa ur for k

dei richhge binge
konstruiert .

43.135dg
Das regdmoifsige 9- Eck iot nicht

konstmierbar .

Beweis
-

:

Zig E pi C fir M= hoist
.

Angono immer ,
e

⇒ a - eZ + e- 2¥ = 2ReCeZ ER

a3= e'
"%

+
3eZ +3 e-

"

+ e-
"

.

=3 a t e"%te-⇒
- n

•



=3 a-
A

Sei f  = x3 - 3×+1 C- REX ] ⇒ fcako

Behn . f irreduzibel .

Wai 're f  = g- h= ( cnxtcolcdzxtdrxtdo )

⇒ code -4 ⇒ co E Z*=f±1 }

und Gdz=t ⇒ a E Z*= fit }

⇒ Die miiglichen Liuearfaktoren sind

I ( XIA )
,

also It sind nicht

Nulls teller von f Z .

Mit 4. 3. to fohgt f EQCX ] ist

irreducible ⇒ fist Mininalpolynom

von a ⇒ Coca ) : Oh ] =3 E

weeper
Salt 4. 3.6

. D



Died

ruppe

4Def Sei Kol eine Kiirpererweiteuug .

Ein K - Automorphisms ist 4 : ↳ L

mit 41k = idk
.

BSI Sei Rc Q
,

damn iot die

komplexe Konjugatron
ein

R - Automorphisms von Cl
.

4.4.2.BE#merkwugyeder Automorphisms

von K ist ein
PCK ) - Automorphisms

fir den Primkiirpo PCK )
,

dear

4cm -_ A ⇒ 4cal )= a -1=9 f a EK
,

falls PLKKQ aefedemkft-kyfgt-F.gg

4.4362mA Sei Kal
,

4 ein K -

Automorphism us .

Dann ist le ein

K -
Vehtorraumhomomophismus .

Falls

[ Lik ] CA
,

ist 4 K - Veklorrdeun
-

Isomorphisms .



Beweis : Y Center )
-

- Ken ) t 462 ) fit

li EL
,

da 4 Kcirpo automorphism us
.

Sci X EK
,

EEL
,

damn gilt

4C del - Kd ) . ke ) = d . Kel
,

C
da 4 Koper automorphism us

da 91k = idk .

Als Kerper automorphisms

ist 4 injehtiv .

Falls Clik ] c a ⇒

drink L c a fogt damn 't
, dap

4 Isomorphisms
it .

g

44.413€
Sei Kc L eine Kiipoerweiterung .

Autre CL ) = 14 E Arita 19k - idk }

heist die Gruppe der K - Automorphism

von Loderdei

bmw
von Kal

.

Bsa : Iii IR CE gilt

Autpccl - hid ,
Kong -3 E 22

,

denn fir 4 E Autos CE ) gilt

- 1--441--444=4 Cito Ki ) -

- Kip
⇒ ceci ) E ft i } .



4. 4.5 Def
-

:

Sei K CL eine Kirpverweiteraeg wed

Uc Autre CL ) eine llirtvgruppe .

Dann ist

Fix Cu ) : - faEL/4CaI=at9EU}
do Fiskervon U

,

Kcfixcu
)cL

Iii - einen Zwischen keeper M
,

Kame

ist

Autre CL ) C Autre CL )

die Fixgruppe
von

M
.

Bep IRC Q
,

U= Lid ) c Zz
,

Fix CU ) = E
.

Fix C Zz ) = R
.



Let
Seo Kal

,
f- EkCx3

,4 E Autre CL )
.

Dann
bidet 4 die Nulls teller von f

auf die Nulls teller von f as
.

Beuys :

Sei f = Anxht -

-
- tao E KAI

,Seim
da

,
.

.

.

,
Ln die Nullstettenvon f ⇒0=4

Co ) = 4C fail )

-4( an dih t -
-

- t do ) = an Kai ) 't . -
- tao

= f Cudi ) )
.

D44.76in
Sei Kc Kan ,

- -

- sa r ] algebraists .

Y E Autry C Kan ,
- is

did ) ist eindeutig

durch die
Bilder 4cal

,
-

.

,
Kar )

festgebgt .

Bennis : Fiir r=o ist 4 - idk
.



Indentation nach r
.

Sei LE Kcdn
,

-
-

-

, ar ]
,

dann bist

sich l Schreiber als

b- Cd Ard t .

- - t Csar t Co

mit a . E K Can ,
-

- sdr - is
.

⇒ 461=9 Ccd ) 4Gr)dt -
-

- t Ka ) Karl t Yeo )

ist eindeutrg best - mint dud die Nail
,

da die 4 Cci ) durch Kan )
,

-

,
Kara )

had lhduhtiousvoraussettuag eindewtrg

bestimmt and
.

D

44.8kg
Sei f EKG ]

wit Zofiitluugskiirpo L
.

Seiler Ln
,

-
- ,

andie Null stellar von f .

Dann ist Anthill ) c In = $44,
-

.  - aid )

Die Operation
Autkk ) than

,
. is an } → fan

,
an }

( 4
,

di ) t Uchi )

ist ten
.

Beweiso-

Nach

4.46
gilt Uchi )= Lj ,

wir hitmen 4 also mit einer



Permutation do Li ideutifizieree .

Nach 4.

4.7
ist 4 dude die

Permutation eindeutrg .

fibtes ein Y so clap

ti
Khai So folgt 4 -_ id ⇒ dei

lyruppenurrkuug
it true

.
D

Bsp : Sei f = X3 - 2 E Q Cx ]
,

L = Oh Can ,
02,23 ] mit g-

 =p . e" I
.

Es gilt ②: 03=6 ,
dean

Qc QC3R ) CL
,

[ Off ) : 03=3
,

ACTE ) # L
,

% - za
E OCEAN ist

Minimal polymers
von Lz E L

.

Anta CL) I $3
,

da f heine

mehrfachen Nullstellea hat
.

4.4.SP.ro#

1st Kc L eedlich
,

so gift

I Autkclll E CL : KI
.



Bennis .

-

Sei L= Klan ,
. → an 3

,

Sei fj das

Minimal poly nom von Lj iiber

K[ 2n ,
-

- , dj - n
]

.

Die lnklusion Yo : K - L

ist der einziger Keiper homomorphisms

K → L
,

der K furthest .

Sei Uj - n
: Kca

,
. → g- - is → L

ein Kiper homomorphisms ,
der K fsthatt .

Bed I hiichskus degcfj ) Kiirpohomo -

morphism Yj : Kfar ,
.

.
.

, Lj ] → L

wit Ur Ikea
,

.
.

.

, g-  as

= % "

Wie in 4.

4.7
ist 4g.

durch das

Bild 4µg) fslgekgt ,
und 9jCLj )

mup eine Nullstelle von lljacfj )

sein
,

denn fir fj  = Crxrt - - - t co

mit Ci E Klan
,

.

.

- idf - n
] gilt



Yj ,
Cfi ) C Yj Cdjll =

Yj - n ( Cr ) lljcdjjrt - .
 - t 4J - n

Cco ) =

Uj (

craft
-

-
- too ) = g- ( for Cgt )

= O

Wir bekommen
daenit ihsgrsaurt hochstein

HI degcfj ) tloghihkeites fir Element

in Auth CL ) .

Es gilt

[ L '

. K] -

- [ Kca ,
- . saw ) : K ] =

[ Klan ,
-

-
.

,
an ) : Klan ,

- is
dunno -

- -  . [ Kund :K ]

= HI deg Cfj )
,

also folgt die Aussage . D

4.4.to#Korollar-e

.

Sei f EKCX ]
,

L do Zofiilhuyokorpe .

Dann gift I Antell)/ E CL '

- KI und

lyleiihhu ,

www.jederirredutbk

Fatter von f kline mehrfachen

Nulls teller hah
.



BI .

Wie im vorheigeu Bennis

durch Adjunction do Nulls teller von f .

Jedes Minimalpolynom fj ist ein

Teilo des Minimalpolynoms mg.

von Lj vibes

K
.

Da f  = C . man
- - - man vibe K

die Zulegung
in irreducible Fatheree

ist ,

und dei my ;
nach Vorausselzaeg

heine mehrfachee Nulls teller haha
,

Laser and dei fj heine

mehrfachen Nulls titles and wir haben

in jedun
Schnitt zur Koustmhtion

do Element von Autre CLI dei

D
vote Auswahl .



4. 5 Normale and separable

KErpoerwei-tvauf4.5.tl#efEinealgebraische
Kirpoerweiteruug

heipt normal ,

www.jedesirreduzibk

Polywom g E KCX 3 mit einer

Nullstdle in L schon vibe L in

Linearfaktocu
zofiitlt .

Bsd A) Qc GCSE ) ist nicht

normal ,

da 53-2 EQCX ]

irreducible ist ,
aber dei weitveh

Nullsklleu treaties ,
Tze

" tis ¢

Oh Czk ) lieges .

2) IRC ¢ ist normal
,

da

jedes irreduzibk Poly hour in REX ]

vibes Q in Linearfaktorea zofeittt
.



4.5.2lem.my
Sei 4 : K K

'

,
L Zofoilhuyokirper

von f EKCXS
,

L
' zotalluegokorpo

von Ucf ) E K' C XI

Daun I I :L → L
' mit Ily =p

.

Bennis :

Indentation had D= deg Cf )
.

Fair del ist G- K
,

4=6
'

,
1=4

.

Sei d > A
,

Sei an line Nullsklle

von f mit thnimalpolyhom g E KCX 's
.

g
ist ein irreduzibler Father von f ,

and 4cg) daunt ein irreduzibte Traktor

von Ucf )
,

Da L
' Zofeillaegskorper von

Ucf ) I hi E L
'

wit y (g) Can
' ) - o

.

q :
KGS -

KC ±
K' C%p±k 'S;]

ist ein Isomorphisms mite 41
µ

= y
.

E , gilt f = Cx - an ) . fr mit degcfnjcd

and 4 (f) = Y Cf ) = C x - Li ) . E. Cfn )

E K' Cai ] Cx ]
.



Dawit ist L Zofeilhuykorpo von

f- n
E KELD Cx ] and L

' Zvfeilluegohoper

von 4
,

Cfr ) E K' Chi ] Cx ]
.

Per

Indentation Kinner wir Yr Zu

I : L - L
' fortune . D

45.32170psSei L=
.

Zofeillueyskopo von f EKES
,

dawn ist Kc L normal .

Bennis :

Sei L= Klar ,
- .

.

,
du ] mit Nulls teller

An ,
- -

-

,
du Von f- .

Sei g
E KCXT irreduzibel met

Nullstelle BEL ,

and M der

zvfiihuugskiiper von g ELCXS
.

Sei y E M eine Nulls title von g .

Da g
irreduzibd ist gilt

KCBS I KC×%g ,

E Kcr ]
,



mit Isomorphisms 4 : KEPT → Kcr ]

and 41k = idk .

L [ r3= Kcr ] Can
,

.
.  

. sais ist

zofoillungskoyw von f E KERI Ex ]

fenausoiotl-LCPT-kcpskn.mu ]

zufiitluugskorpo von f E KCPICXI .

Weger 4. 5.2taft sich y zu

einem Isomorphism us

I .

. L → LET ] erveikrh .

Da Lc Lcp ] foyt L= Lcp ]

and f C- L
.

D

45.48g Eine eerdliche Erweitvaeg

KCL ist normal ⇐ 3

L ist Zofoilluugskorpo eines Poly hours

f- E KCx3
.

Bennis
-

:

"
⇐

" 4. 5.3

n
⇒

"

F algebraist di EL mit



L = K [ Ln ,
-

-
- sdn ]

.

Sei gi EKCX ] das Mininalpolynom

von Li .

Da KCL normal wed g ;

dei Nulls title di EL hat
,

zofaillt

gi
cibo L in Linear fabtorea .

Dawit ist L do Zofoitluugskorper

von f  = gie
-

-
- ogr .

D

4.5.TK#orotar
1st Kc L eine eudliche ,

normale

Ko
" rpverweikrung und Kc MCL

ein Zuischenkiirper ,
dawn iot arch

MCL normal .

Beuys : Weger 4. 5.4 rot L der

zofiittwgskiirper von f E KCXI CMAS
.

D

4. 5.6 Def
-

1) Ein irreducible Polyhom heist

separate
,

wenn es heine mehrfachen Nalls tellin

im Zofiilkugshiirpobcsilzt .

Ein Poly nom

heist separate ,
wenn seine irredentism

Fatheree separated sind .



2) Eine algebras die Kiirpererweituung

KCL heist separated,
wean fir

jedes a EL das Minimal polyhom

ma Separated iot
.

4.5-7L-em.me
Sei f E KEX ]

,

KCL
,

L E L

a ist melvfache Nulls title von f

⇐ for)
-

- O und ft61=0
.

Beavis
-

:

Sei f= Cx - a)
m

. g me
't gon ) # o

⇒ f' = ( x -a)
m -1

. ( mgt f-a) g
' I .

"
⇒

"

m > 2 ⇒ fi ( 21=0 -

u
⇐

"
Da gca ) # O ist f' C 21=0 nur

Week ur
- A 3 A

.

D

4. 5
.

8 Lemma . Ein irreducible
-

f- E KCx3 hat eine mehr tache Nullstelk

⇐ f
'

=O
.

Beuys :
n

⇒
" Sei a die mehrfache



Nullstclle ,
dam gilt f-

' Cato

Da degcf
' ) c degcf ) und f- das

Minimal polynom von a iot
, folgt

f- 1=0
.

u
⇐

" wenn fto gilt irsbesoudue

f-
' CLI =o fir jede Nullsklk a von f

und damn 't hat f eine mehr fade

Nulls title nach 4. 5.7 . D

4.si#emma
1st Kc L separated

und KCMCL

ein Zuischeekorpu ,

dans Sind and

Kc M und MCL Separated .

Bugs : Iiir Kc M nach Def .

Das Miinmalpolyhom von a C- L cibo

M iot ein
Teeter des Minimal -

poly hours vibe K ,
daher and MCL

.

D

4.5.to#Prop
Sei char Ck ) = O

,

dann ist jede

algbraische Kotpeeheeitouug Kal

separated .



Beevers-

Sei a EL ,
ma EKCXI das

Minimal poly nom
,

My = Xht An -nX" I
- -

- tao
.

Da n # O gilt My
'

= n x
" "

t - - -  to

⇒ ma hat heine mehrfache

Nullstdk weger
4- 5.8 . D

4.5.tn#oroarSeicharCKI--0
,

dans ist jedes

Polynom separate .

Beweis : Sei f = Cfr -
- fr dei

telegony in irreduzibk Faktoren .

wie eben gilt fi
'

to ⇒ fi

hat heine mehrfache Nullstelle

Weger
4.5-8 ⇒ f ist

D

Separate .



Bsg Sei K = 8pct) de Koper

de rationales Fanhhioner vibes Ep .

Dann ist f  = XP - t E kC×3

irredentist ,
denn f ist irreduzibel

in 72pct ] Cx ] : 2pct ] ist

faktorrdl ,
t E 2pct ] at prim ,

t I ao
,

ttao
,

f iot primitive

also folgt die lrreduzibilitoit mit

Eisenstein 4. 3.9 .

⇒ f ist Mininalpolyhom von

[ x3 in
KCH # s

=L
.

Kc L ist nicht separated ,

denn

f- ist nicht separate : f hat

eine mehrfache Nalls title
,

da

f-
'

= p
xp

-1
= 0 ( 4. 5.8

.

)



4. 6 Eudliche Koper
-

4.6.rs#t
Sei F ein Kerper wit eudlich when

Elements .

Damn
I p

Primzahl mit

char (F) =p ,
IFI = pr wobei

r = CF : Ep ] < a
,

wobei Ip der

Primkiirpv PCF ) ist .

Bennis : PCF ) = Zp and char (F) =p

Weger
Salt 4. 1.6

.

F ist endlicher

Ip -
Vektorraum ,

also CF : Bp ] = re -

⇒ F  = Xp )r als Bp - Vehtorraum

⇒ IF I - pr . D

BSI :

1) x2txt1 E Iz Cx 3 ist

irreduribel ,
denn die einziger Polyhome

vom Grad A in Zz C XI sad

Xt und X und XLIX -11 ist



bein Product wit diem Faktora .

⇒ Fy =

% ist ein

Cxztxtn >

endlicher Kiper mit 22=4 Elements

do Char 2 .

Seine Uerkniipfuegslttehs Sind :

+ O A X Xtt
. A x x -11

o o 1 X Xtt
y n x x -11

1 1 O Xtt X

X x Xth 1

X X Hh O 1Xthxtn
X 1 O XH XH 1 x

4 .6f Sei char CL ) =p .

Fr :L -3 L : a trap

heipt Frobeuiushomom#himus
wud

ist Koper homomorphisms , fir L

endlich Automorphisms .

Belies : Iii , a ,b EL ist

Fr ( a.
b) = @objP-aP.bP =

Fr Ca ) . Frcb ) and



Ir ( at b) = Cat b) P
=

apt ambient(Pj )aPJbtt .
.  - + (PIN)abPIbp

= apt bP= Trca ) t Fr Cbl
.

Falls aP=o ist a=o .

⇒

fr infelrtiv D

4.6.3sa.tt
Zu jeder Pimzahlpoturz gift es bis

auf Isomorphic glean
einen Kerper

F wit p
' Element

,

den

Zofoihungskiipv von f  = XP
'

- X E

Ip Cx I
.

BfYIpr.×P

"
- a =

- A EKpCx3

hat heine Nulls teller
,

also hat f

her 've mehrfachen Nulls tellin und ist

Separated .

Der Zerfiillungskopo L ron f euthatt die

pr Nulls teller von f and ist

der kleiuste sokhe Koper .



Bed .

.

Die Menge der Nulls telles von f

ist ein Kerper C damn 't gleich L
,

und

Ill = pr )
.

Es gilt : a Nulls tell von f ⇐

f- Cato ⇐s Lpr - 2=0 ⇐

Lpr -

- a ⇒ fr
" (a) = a ⇐

L ist Fixpuaht von Irr
.

Seier a
,

B Nullskllen von f .

Fr
" Cat pl =

Fr
' Ca ) t Frcp ) = atp

⇒ at B ist Nulls tell
.

O ist Nullstelle von f .

Irr fat =  - Fr Lak - a ⇒

- d ist Nulls title von f

⇒ L Nulls teller ) C ( L
,

t ) ist

Uertvgruppe .

Irr Ca . pl = Terral . frrcp )
,

Terr CI ) - ¥ca, ,
Finch - r

⇒ { Nulls teller } c ( Udo }
,

. ) iot

Uuhrgruppe .



Dawit ist L= Zofiillungskorper von f  =

{ Nulls teller von f } ein Keiper mit

ILI =p !

Sei F ein

bdiebigo
Kiper mit

IFI -_ pr . IF
't I = pr - t ⇒

t a E ft : (a)
PM = A

da die Ordway lines Elements in

F-
* dei Gruppen

ordering tilt

⇒ apr = a if a
E FA

⇒ apr = a
Ha EF

⇒ F c f Nulls tellin von f }

⇒ F  = f Nulls teller von f) =L
.

Wir Schreiber Fpr fir deer
D

Koper mit pr Elements .

4.6.4Def-4.IN→ I
,

4cal : -_ # I r EK ) herein , ggtcr ,nI=n3

Die ¥Won .



4.6.SU#arSeiG--LgSeinezyklische

frappe .

Sei 16km
,

d I n
.

Damn gist
es 4C d) Element

der Ordway

d in G ,{g" haltered , ggtcr, d) =D
.

Iusbesoudve gift is tech ) Element

der Ordway n
,

also Erzberger .

Folgt aus
dem Salz iiber Uerkrgruppea

zyklishw Gruppen .

BSI .

C 742
,

t )

Element O A 23 4 56 7891011

Or during A 126 4 3122123 4 6 12

4421=4

Erteugv von Kaz : A
, 517,11



Y C

61=2

,

Elements der Ordering 6 :

( to

F)
or -_ 2

,

@
.

⇒1=10
,

dear { 1,53 = Erl here 6
, ggtcr, 61=13

y ( 21=1
,

Element der Ordway 2 :µ
. Ez) .

1=6
4.GG#oroHarSei u

EN
.

I 4cal =h
.

dln

Bennis :
Sei G die zgklische

Gruppe der
Ord hung

is
. Jedes

Element hat als Ord hung when

Toiler d von n
,

fair jedeu

Toiler gibtes Kd ) Element

dieser Ordering .

Daher ist

d§4Cd ) die Anzali do Element

von G
. D



4.6.7-sa.tt

Sei K ein Koper ,
He K*

iudbiche Uertogrwppe ⇒ It zyklisch .

Benji : Sei THI = n
,

d In
,

a E A unit Ordway d
.

Dann ist ad =L
, @jd= A

,
.

.
.

, fad-74=1
⇒ A

,
a

,
.

.

.

,
ad -1

Sind Nullstellen von

f- = xd - A E KCX ]
.

Da deg Cfl = d

Sind dies alle Nulls teller und

{ b E K I bd=t}= It ,a ,
.

. .

,

ad " ] ist

eine zyklischellertergrup.pe von It

der Ordains d
.

Unto dim Elements sind Ycd )

Elements do Ordway d
.

Sette I (d) = # Element der Ordnung
d in H

Dann gilt

I Cd ) - { 4oCd
) 7 Element der Ordway d

Soust



⇒ n = IHK E Icd ) ⇐ E Kd )
dln dln

4.6-6
= h ⇒ Icd ) - held ) Hd ⇒

I Element de Ordway d f d In
,

iwsbesoudve Z Element do Ordway

n
und A iot zyklisch .

D

4.6.8-De.fr Eine Keiper erweikruug

do Form Kc Kca ) heist einfach .

a heipt primitives Element .4SattC Satz vom primitive Element )

Teele eudliche Erueeiterung eines

endlicher Kirpes ist ein fad .

Bennis : Sei Kal eedlicl
,

1kt ca

⇒ ILIC - ¥5 L 't ist zyklisch ,

also L* = Cd > und L= Kca )
.

D



4.6.to#oar
In Kp Cx ] gibtes irreduzible

Polynome
vom Grad r t r E Nso

.

Beyers :
Sei

Fpr
do KE - per

mit

pr Eleventh . Kp =

PCFPJCfp
.

ist line ein tache Erweitvueg

wegen
4. 6.9 ⇒

Fpr=
Zp Ca ) =

Ip Ca ]
,

da a algtraisch and

r= CF: Ip ] -- C Kpk ) e. Bp ] =

pr

deg C ma ) fir das Minimal pogrom

Md von
a ⇒ ma

ist ein irredentists

Polynom
in Zpcx ] von Grad r

.

D

In 4. 4.5 haben air Fixkorper

eehgfiihrt .

wir uutusuchea jeht

Fixkorper von
endlicher Koper .

Bsf

Fy =
REX ]⇐t×+n= 10,1 ,

x ,xtn }



Fr : 0 to
,

Atl
,

xts Next

X -11 to ¥12 = 542×+1 = X -11+1

= X

⇒ Fix ( Fr ) = Fz

( Beadle , allgemein ist Fr ein Ep -

Automorphisms von Fpr Weger 4. 4.2 )

Fri : OMO ,
1 test

,
Xts X4=(xtrj2

= X

X -11 ↳ Its )4= ×2 = Xtt

⇒ Fix C tr ) = Fy .

4.611kt
In Fpr I tu SI r guan

ein

Zwischen kirpo Bp C Fps
C Fpr

wit ps Elements ,

heimlich

Fps
= Fix ( Frs ) = { aEIpr/aPs=a} .

Dewey : IIpr*l= pr -1
, Weger 4.6-7

ist Fprtt =L as zyhlisch .



pry = psek - A = Cps- A ) . ( pm
" '

St .
.  . + pst )

⇒ p
't I

p
'

- A

In zyklisches Gruppen F zu jedem Teilo

de lyruppuordnung glean
eine lbrtvgruppe

dive Ordnuug

⇒ F ! Uirlugmppe U do Ordnung

Ps - A von Fpi ,

ivobei

U= L a ftp. > .

Fir jedes BE U gilt PPS -1=1

und jedes Element
,

denser Ordering

ps - n tilt
, kegt in U ⇒

pps =p
⇐
IsCpl =p ⇐ BE Uuho ]

⇒ Urho 's = Fix ( Frs )

ist du eindeutrge Untukopo wit

p
' Eleventh .

D

Bsf : Durch Probiereh sieht man
,

deep XY xx -11 E Fzcx ] irrednzibel

ist
.

Damn 't gilt



Frg = to
,

A , X ,
xtt

,
EL

,
Rtx ,

Htt , Rtx -11
,

+3
,

+3-1×2
,

Is + Rtx
,

x3tx
,

X3txtX -11
,

x3txt1 ,
x 't Ftl

,
Esta }

Feb = Fix C fr " ) = f a / and -
a }

Fz = Fix C Tr )

Fred : ( Xlt x )4= ×8tx4= XY - x4tx4

= (XTAKXTA ) txt = Xlt ttxtt = Xxx

( x2 -1×+174 = +8-1×4+1 = Gtr ) Ztxtr th

= Xlt At X

04=0 ,

14=1
,

alle andrea werden nicht

fcstghalke
⇒ Fix ( Fr2 ) = fo

,
A

,
Rtx

,
xzxxtr )

4.6.dz#ahXPr-XEFpCx3 ist das Product

alter irredentism hornier tea Poly home

vom grad d mit dlr .

Beavis : Sei f irreducible and

horniest vom Graded .

Wir zucgene f / ×
Pr

- ×
⇐ dlr



Da xpr - X nur einfache Jvullstlleu

hat , folgt dam die Behauptuey .

µ⇐
" Sei dlr .

Sei a eine Nullstdle von f .

Sei K= Fp Ca )
.

Es gilt [ K'  - Tp ]=d
,

4-6.tn
also Ikkpd ⇒ K Fix ( Ird )

C Fpr .

Das Polyhom

×
Pr

- x = IT ( × - a ) hat a ab

a E Fpr

Nullstclle .

Daunt wird es vom Minimal -

poly nom f von
a geteitt .

"
=3

"

f I xpr-x.lu Fpr zefoittt

×
Pr - x

und dawit and f is Linear -

faktoren .

Sei a eine Nulls title von

f- ,

dann
ist r - [ Fpr : Fp ] =

ffpr: Fpd] . [Fpcd ) : Fp ]
,

also
-

d

dlr . D

4.6.li#ahAutCfpr)ist2-yklischder0rdnuug

r wit Erzeugo
Fr

.



Beavis .

-

Tr hat dei Ordinary r
,

denn

fr
r (a) = 28=2 ⇒ err = rd

also Turk I id fir her
,

dean

Fix ( Trh ) ¥ Fpr .

Dawit ist LES C Aut C Fpr )

eine zyklische llertvgmppe do Ordering

r .

Es gilt Fpr
= Fp Ca ) und das

Minimal poly nom ma von a hat

Grad r= [ Fpr : Fp ] = [ Fpcd ) : Fp ]
.

ma E Fp Cx ] und

Fr
ist

Fp - Automorphisms Weger
4. 4.2 ⇒

Fr C ma ) -

- ma .

Damn 't ist mit a

and Treat eine Nulls title von ma

und Fri ( at , j > 0 and

⇒ ma
= II ( x - Tri Ca ) )

Sei 4 E Autfp Cfp )
,

down



gilt Weger
4.4-7 9k ) ist

Nulls title non my ⇒ Fj : 4cL )= Trig )

Wigen 4. 4.8 ist 4 eiudeertrg durch

YCL ) frstgelegt ,
also folgt 4 = Fri

.

=) Autfp CFpr ) = L Irs D

4-6.t4.az
Sei Kal eine endlicher Erweitvaug

endlicher Kiper ,

also K= Fg ,

L = For hit g= pr Pimzahlpoteez ,

dann ist K= Fix C Frg ) mit

Frg : L → L -

-
at a

' ( Trg = Tarr )

C Frg S = Autre CL )
,

I Autre CL ) ) - h
.

Beavis
-

:

Ip C K= Fg = Fpr C L=Fqn= Fpr . n

Fix C Irr ) = K Weger
4.6.11

.

4.6.13

Aut CL )= Cfr >
,

lAutC4l= her
.

Wie in 4.6.11 ist L* = LLS
,

K*= Cps m 't p=
Pm - try

L



and od CBI = pr - A ⇒ Fri ¢

Autre CL ) fir jar ( denn ppm # A

⇒ pp
'

= Fro
'

Cp ) # B ) also

IrrE Autre CL )
,

also Auto CL ) =

L Err >
.

D

Beemer kung-

Dawit erhalkh wir Bijehhioneer

{ Teilo von is } fzuischukiiperkcmcc )

s -
Fix ( Frgs ) I Fgs

deem of

"

=p
"

and die Zuischenkoper hommes

von Tei tern von rn ,
dei Vielfache von

r shed

{ Teeter von n } { urntvgruppu
von

Autre CL )
}

s - L Frgs >

da Autre CL ) tyhlioch der Ordmmgu .

Zusammen ergibt sich dawit :



4.6.15 Sate Cltauptsah der Galois there fair
-

eadhiche Koper )

Sei Kc L eine endlicher Erweituueg

endlicher Kor per .

Dann ist

{ llirtugruppen
at

von Autre CL ,
} ← { tuischeekiiper

Kc Mcc }

U - Fisch )

AutµC4 a M

line Bijection .

Anker dem gilt
Atk Nyanga,

E Autre C MI
.

Beweis : K= Fg ,
f- For ,

dei Bijehtroh

folgt aus do voraugegangeuen
Beemer kung .

lgeuauer : See Mein Zuisiheukoper ,
Kc MCL

Da of
-

- pr ist Fpc Kc MCL

⇒ M ist Zuischeukoper von Fp CL
,

⇒ M ist von
der

,

Form Fixcfrps )

C 4. 6. An ) und hat ps Element
,

wobei

s
' Teller von ru ist

,
denn L hat of =p

" Element
.

Da Kc M nmp M gs Element haben

fir ein s ⇒ gs= prs = ps
'

⇒

s
' ist ein Teeter von rn

,
do Vielfaclus



von r ist  ⇒ s ist ein Triter von n
.

vuvghebt kinmen wir fir jedeu Teilo s vonn

den Teeter rs von rn behachhn and

ehalkn writ 4-6-11 ein Kooper µ

= Fix C Trp
" )= Fix ( Frgs ) mit

Fp C M c L
,

da aufsedeer K=

Fix ( Fpr )= Fix CFrg ) gilt Kc M
.

Aus 4.6.14 folgt Autre CLI = Leg > ist

Zghlisch der Ordway n
, die Uertergruppeu

von Autre CLI sind also operate
die

L
Try

> unit s In
.

Fiir einen Zwischen kiper Kc Mcl

gilt dasei
Lfrg >

=

Aut = Igs >
Autmcl )

%↳=Es=
Autre CM )

,

deem mit K - Fg
,

Mefgs

ist Antrim ) zyklisdr der Ordway

S
. D



Bsg 9=4 ,
n=6 : p=2 , 9--22

,

re

q6= 46=212
.

K=Fy= Far ,
L -

- Fye
- Far

Teilo von
6 : 1,2 ,

3,6

Wir Eichner ein llutokorper -

,

Uutvgruppen - and Teilerdiagramm :

wir farren Az (qshichelt ,

6 dies we im y couture

I 13 obigeu Bennis / 6 Teikrzyon
2

y as Teller von
y :

,

\ 12 out
,

die
y / 3

1 Vielfachevon .

2
,

2 side .

'

.

,

i

^



Autre CL ) I %
,

Antarctic Autf

CLE
742

,
2

G- - Autfz C L ) wird erzurgt von Iz
,

d
.

h
.

Autfzcl ) ⇐ Kaz

Frz
1- y

H= Autre CC ) ist erzeugt von Fri = Fry .

⇒ A- Autre CL ) c Autfzcl ) -
- G

112 112

726--223 C 742

llertugmppur der Faz
,

die
auch Uuhrgmppur

der IgE L2 > okra Sind .

.

Cgcshichelt
:

alle Uertogmppen

G- 
- 7L

,

=L AS = LIES der Enz )
2 .

I -

,

I

24=637726--22
>

=H=
LIE ) =L Try >

'

- l '

LIKE

267=2223--24
> ELITE'S

=

LIE
>

= LIRE > I
\

id =

CRS
-_ cos =L Fran ) = Lid >

= L try >



Das dazughiin.ge Zm-siheuko-rperdiagram.us

( gosh
- belt : Zuisiheukopo von Ecc

,

dei nicht Zuischenhirper von Kel sind )
.

Achtung ,
diesis Diagrams megs man

von oben nach center teller ( i
. e -

oben

start der kleinste Keiper ,

weeks do

grift )
,

Weber man es analog turn

www.gmppudiagraurmbetrachka will

( wit id unten
,

G oben )
,

denn

u

je groper die Gruppe ,
desto kleiner

der Fixkiirper
"

.

Fa -_ Fixer )

,
'

- K

-1
'

Fa
-_ Fix CEE)

2Fz=FixCFrz) = Fix C Try )

a
.

/ I

Fg=Fx(Fz6)
Fixed )=Fi "

fixer )
=Fix(Fy3 )

\ /
FzrEFixCFz4=( =

Ii × C try )



Wenn man das llutukorpe von worker

had oben C vom Weinstein 2am gotten Kope )

sympathisers finder ,
dreht man es um :

Fez = Fix CIRE )

/
\

Fy = Fix CIE )

Fie = Fi xCIrz4 )
'

,

\ /
I÷

Fisher )

Fzefixcfrz )
,

,

'

'

,

"

"

-

- F Fifth

Damn pafbt is so nicht mehr zum

llutvgmppcndiagrainm ,
also das lluhrgmppee -

diagram m laipt sich hier and is

siurvobkr Weise uendreheer
,

induce air

zu einem Teeter dela nicht dei

Uirkrgmppe du Ordering d listen
,

Souder die Uirtvgmppe de Ordering I
,

dei von d. t E (Erzuigerd erring wird :



id

{fY±LIrj7-

Lid )
cgshicheet :

= L Fries alle Uutogmppen

\ der Biz )

/
LIE

267=2223--24> ELITE'S
= Cerys >

=

LIE
> /

"

i

,

\26=22
>

=H=
LIE ) -

- try >

24=437
I

.

a /
\

,

G- 
-

742=215
= LIES

• der

kurz try -_ FE

gefapt : y
t

Try ? They

If=Iz6

\ I i
.

Tv3

Fry - If
,

'

- l
-

,

Fr
,



Damn 't kaun man sich das ( uugdrelrk )

Clhkrgmppundiagramm
und das Zuisduukorper -

diagram m
nelseereinandohalkn and seher

,

dat es dasselbe ist ;

Tru ,6=frE
I

'

Try ? Izzy
If--Iz6

\ I i
.

Try - If FE- I

÷
Fa -

- Fixcfrz )
2

-
'

n K

-1
'

Fa
-

- Fix CEE)
2Fz=FixCFrz3) = Fix C Try )

n
.

/ I

Fg=FxCFz6)
Fixer 'tFi "

fixer )
=FixCFy3 )

\ /
Fzz=FixCFz4=L =

Ii × C try )



4.7D.ie#skoupmleuz4.7.SatE
( Sate vom primitives Element )

Jede
eudhiche separable Kcipererueeiterug

ist einfadr .

Bennis : Iiir eudliche Keiper : 46.9
.

Sei IKI = a
.

BI:
Falls Kc Klan

, Bid ,
so ist

dei Erweituueg einfad .

Daun folgt die Aussage
unit Indirection

.

Seier f , g
dei Minimal polyuome von

Ln
, Br vom Grad d btw .

e
.

Da f and g separated
sand

,

gibt is im Zofeilkugskorper von f. g

d vuuhiedeue Nulls teller an
,

-
.

 - add non f

u
"

fr ,
- rope Vong .

and e

Da Ikk a 3- d E K wit

di - Lsd I - f skied
,

2Ejee .

Bn - Br .



Sette r -- dnt dfn .

Bed : Kca ,BD=KCy3

us
"

klar

a
C

"

Sei h = f C r - dx ) EKED

Dawn ist hCG ) - f- Cr - dfs ) = flank O
.

Das Minimal poly nom von p ,
iibo KEPT

ist also ein Teller von h and

von go h and g
Kinner auto Be

keineweikregemu.name

Nullsklk hake
,

deem

wire hcfj ) -
-

O fir j 3 2
,

so gilt

fir ein i :O -

- f Cai )= f Cr - dpj ) - hfsj )

⇒ a ;= r - dpj  
= I ant dm) - dB

tntdcprtsj )

=) di - an

⇒
= A 3

Dawit hat das Minimal poly nom

von An iibo Kcr ] Grad A

⇒ An E Kcr ] ⇒ an =p - dpn

C- Kcr )
- D



4.7-ZL-em.me
Sei Uc Auto eine endlicher

Uertugruppe ,

DEL
.

Daun ist a algebraists vibes Fix C u )

mit separation Minimal poly nom

f- = IT Cx - B ) C- Fitch )

BE U2

U2 ist die Baker von 2 unto der

Operation von U : Ua -_ 146314€63 .

Bennis
-

:

f- Cal - o
.

Fair 4 EU gilt

Ucf ) = IT C x - Ups) = ITE
- B) = f

,

Bella
Bella

denn 4 permanent dei Element der Baha
.

⇒ f E Fix CU ) Ex ]

f- ist no - mint und separated
need

wind vom
Minimal polynom ma ERHU )

getcitt .

Es gilt ma
C 4cal )= 4 ( machi ) =

MALL ) -_ O K 4 C- U
.

Somite Sind

alle BE Ua Nullstellee von my ⇒

ma = f .

D



47.3k€ Sei KCL eudlich und

Uc Autre CL ) eine Uertvgruppe ,

dann

ist Fix CUT CL eine ein tache
,

normale and separable Erweitvung .

Bew : Fir jades at L ist

ma
E Fix C U )[ x ] separated Weger

4-7-2

=3 Fix CU ) CL Separated .

Weger 4. 7. A ist Fitch )cL einfach

⇒ I r EL : L= Fiscal EH .

Sei mr E Fix Cu ) Cx ] das Minimal -

polyhom von y .

Aus 4. 7.2 folgt

Mr
=

petty
G- p )

,

und da p = Ur ) EL

foyt mr zofiiht vibe L
.

Der Zvfiilluugskorper von Mr muts dei

Nulls the r
euthaltus ,

also Lc Bofill wigs
-

keeper ⇒ L= Zwfiilhugsko r per von Mr

4. 5.3
fix (a) c L normal

.

⇒ D

4. 7.4 Prop Sei Kc L eudlich
,

-

Uc Autre CLI eine Untugruppe .



Daun gilt Autfncu ,
CL ) = U

and lU/= C L -

-
Fix CUD

.

Beuys : Nach 4. 7. A I y EL mid

L = Fix CU ) Cy ]
.

Das Minimal polynom

Mr
von y

vibe Fix ( U ) hat den

Grad CL : FXCU ) ]

4.4.10

=3 IAutti.eu,
CHI E CL : Fitch ]

Es gilt Uc Anthea ,

C l )
I

denn dei Element aus
U halter

fix ( U ) fest .

Mit 4. 7.2 folgt ②'
- Fiscus ] =

deg Cmr )= I Url Elul

⇒ IN E taut # × cus
CD left . Ficus ]

Elul

⇒ lgleichheit ,
and U Autficugcl)

.

D



47.513€
Eine eudhiche ,

normale
, separable

Kooper www.tuaegheiptlyaloiserweitg .

Beep
char CK ) = O

) f- EKCXI
,

he Zofoilhugskope ,

damn ist KCL lgaloiserueeitvwg .

4. 7.6 Lemma
-

-

Sei Kal normal wud eudlich
,

L CE

eine Erueeitvuhg . Sei Y :

LIF
ein

korpermonomorphism.us

mit %= idk
,

dawn ist 4 E Autre CL )
.

Beweis
-

I

Weeper 4. 5.4 ist L Zofeilluegskorper eines

Polynoms f- EKCx3
,

vibe L gilt

f- = a . ITCX - di ) and

[ = Kun ,
-

-
- san )

.

Sei 4 : L → F
.

Da f Ekcx ) und 41k = idk gilt

0--461=4C flail ) = f C 4cal )

⇒ Uchi ) E far ,
- . , an } fi



⇒ y :L -s L

und 4km
,

.
. .mg

: has ,
- →

his → hair - an }
,

da 4 injckhv gilt 4C far
,

. .

. ,au3I=

fan ,
- . .

,
an } ⇒ fi : ai Elm (4)

⇒ L C Im 4

⇒ y C- Autre C L )
. D

4.7.FR#SeiKcLlyaloiserweitvuuguedKcMcLZuischeukiirpe

.

Dann gilt Fix C Autos ) = M
.

Beavis : Da alle M - Automorphism

M fcsthalkn , gilt Mc Fix C Autos Cll )
.

Sei a ELIM und ma EMCx3 das

Minimal polywom ,
dam ist degcma ) 32 .

Weger 4. 5.9 ist Mcl separated ,

ihsbesondve ist ma Separated .



Weeper 4. 5.5 ist Mcl normal

( ihsbesondve ist Mcl lyaloiserweitvuug)
.

Daher I Bt a
,

BEL , B. Nullstelle

von ma .

Es gilt

Cleo MCD E MCB ]
,

Da MEAT c L

Weger 4.59 separable iot
, F unit

4. 7. A T mit L= MCNETT
.

Sei my E M Cx ] das Minimal -

polyhom .

Daher ist

I
: L -

- Moser ]= MAIR
,

E

MCMC
mr ,

=

mcpscr
'S

ein Isomorphism us
,

wobei y
?

eine

Nulls title non Karr ) ist
.

Damn 't ist I :L E'smqsscr.sc Lcr ]

ein Ko
"

- pemonomorphivmus
unit

4- Ik = idk and Kc L ist normal

4. 7.6
⇒ I E Autre CL )

.

Wir



bhatta so einen Automorphism us

4- :L -5L
,

der a nicht fstha.lt
,

also M
.

⇒ a E Fix (

Antrim
)

⇒ Fix (

Autmcll
) c M

⇒ Fix ( Anton CLI ) = M
D

4. 7.8 Korollar
-

KCL lyaloiseweitoang ⇐

Fix ( Auth CL ) ) = K

Beyer's : , ,
⇒

" 4. 7.7

u
⇐

" 4. 7.3 C Excuse ist faloiserweitoang)
p

.



4.796ft CHauptsatt do lyaloislheorie )

Sci Kal lyaloiserweiteraeg .

Uukrgmpper
heel

NhonAuras
) a Todaymy

U - Fixcu )

Antacid - M

2 ) lAutµCaI= [ Lim ]

3) MCL ist lyaloiseweituuug .

4) Kc M ist lyaloisewu
-

hung ⇐

Antarctic Autre CL ) Nomalteikr ,

damn

gilt Auge C m ) I AutreyAntara )
.

Beavis
-

:

n ) Weger 4. 7.4 gilt it Acheron ,
CL )

,

Weger 4. 7.7 Fix C Autry Ca ) = M ⇒

dir Leiden Abb
.

Uts Fix CU ) and

Mrs Anton C L ) Sind invert tueinaeder

wud lichen daher dir Bijection .



2) Foyt aus 4. 7.4
,

da jedo Zwischen -

Kiper ein Fixhorpo rot
.

3) Mcl ist eudh 'd
,

normal C 4. 5.5 )
,

separated ( 4. 5.9 )
.

4)
n

⇐
"

Wengen 4. 5.9 ist Kem separated .

Kc M ist eedh.ch .

Bel : Kc M ist normal
.

Ii g
E KEX ] irreduaibel mit

Nulls title a EM
.

Da KCL normal
,

zvfiittt g
cibo L in Cinearfaktorea .

Sei BEL eine Nulls title
.

Wir auger BE Fix CAutm.ca ) = M
.

Sii 4 E Autin CL )
.

Wie im Bennis von
4. 7.7 I

I :L -7 L unit the = idk und

4- Cat - B .

Es gilt

1-
'

o Yo 1=9
'

E Autmcc ) ( Nomattuto )
,

LEM

also 4CpI=4( Kcal )= ICY 'm E

I C at =p ⇒ p E Fix C Ausmus )
.

Damn
't ist Kc M normal und

daher lyaloiserweiterueg .



"

=3
" Sei KCM normal

.

Betrachk

IT : Antacid → Antrim )

y te Ulm

- Wohldehiniest ,
i -

e
. 41mi ME M weger

Lemma 4.7-6

- Gruppen
homomorphisms

- Kerch - { 4/44=1 'd }=Autmk )

- IT ist surjektiv ,
da sich jedo

Automorphisms
von M Zu einem

von L eueeihru lait ,
da Mc L

imdb.ch .

⇒ Auten C L ) ist Nomalteikr als

Kerr einer Gruppen homomorphisms

and
Autre

Autarchy

= AutreCL) far city

I
1mF )

= Autre ( M )
.

D



4.7.to#Kor-arSeikcLeudlich.KcListlyaloiserweitvung⇐

I AutkC4I= [ L : K ]

Beavis .

-
.

"
=3

" Aus dem Hauptsah do lyaloiulheoie
4. 7.9 (2) .

,
⇐

" Sei F  = Fix C Antu C 4),
aus

4. 7.4 fast Aute C L ) =

Autfixftutkcci,

CL ) = Artie CL )
.

und I Autarchy = CL: fix CAutoCad
= [ L : FJ

.

Es gilt

[ L : F ] . [ f : K ] = [ L : K ) =

I Antral = I Auteuil - CL : F ]

⇒ C F : k3= I ⇒ K=F

Kal ist Galois eweiteruy .

D



4.7.tn#Vorollar

:

Sei KCL end lid
.

Kch ist galoiseweiteung
⇐

List zufiillueyskiirpo eines

separates Polynoms f E KCB
.

Bennis 4-5.4
-

:

,

=3
" Kal ist normal ⇒ L ist

zvfiilluugskope lines Polymers f Ekes
.

Sei f = a fr -
-

- fr wit nominees

Sei

irredutblees Fahtoree fi .

di E L eine Nulls title von fi .

Damn
ist fi das Minimal polycom

von di ,

und da Kal separated

ist
,

ist jedes fi separated and

damn 't f .

"
⇐

" Ans 4. 5.4 folgt KCL normal
.

Aus 4.4.10 folgt lAutkC4f=

[ Lik ) and mit 4.7 .
to daher

KCL ist lyaloiseweiteueg .

D



4.7.12 Bsp
-

Sei f -

-

X
"

- 2 E Q Cx ] und

( der Zofoillueyskiirper .

⑨ CL ist Galois
eroeiteueg .

Die Nullstillee von f and

2
,

-_ If
,

dz= if ,
Lz =

- If
,

Ly =
- ; If .

( = Q Can ,
-

.  . say ) = Q [ i
,

YE ]
.

I Anta Cut = CL : ② I

-[L: R&R ] ) . [ 04h23 : Q I =

2 . 4 = 8
,



da x4 - 2 das Minimal poly how von

Kfz iibv Oh ist und x' th das

von i iiber Oh CTE ]
.

Ein Oh - Automorphisms maps

Nulls teller do Minimal poly home auf

Nulls then abbilden
,

somit gist es

folgude Miiglichkeitu :

: a i i i i - i - i - i - i

IFL ↳ de Lz Lz dy de 42 43 dy

4
,

42 43 44 4 Ya A he

Es gilt Un
-

- id .

Um Aut ②
C L ) C $4 darzustdlen

,

bestimmeu wir did Operation
do Yi

auf do Nullstellenmeuge { an ,
- - say ) :

Ya = id ,

42 : dnt dz
,

dz= i If ↳ i idf =

- Iff = 43

Lz=
- IFL m - i IFL = Ly

ay = - i If t
- i. i HE = Ln ⇒ 42=9234 )



Uz i Ln T 23

a z
= i If is iftar ) -

- dy

23 =
- If us

- C- 4h27 = a

Ly = - i KE to - C- i TE ) =

Lz
⇒ 4z= C 137 C 24 )

Yy : an I → dy

22 =
i IR ↳ i C- i TE ) =L

,

Lz =
- IE to - fi IE ) = Lz

Ly =
- idf te - i Eiffel = 23

⇒ q = ( 1432 )

Us .

.

d
n t da

Lz = i Ife to
- i Ife = dy

Lz =
- tf t Lz

dy -

-

- i tr 1-7 i If = Lz

Yg
: an us az

⇒ 45 = C 24 )

22 = i If ts Gi ) ( i IE ) = TE =L
,

Lz = - 4S to - idf = dy

dy = - i IE t - fi ) ( i 4h21 =
- YE = g

⇒

46
= ( 12 ) C 34 )

47 : Ln t 23

be i tf to fi ) C- IFL ) = i tf = Lz

↳
=

- YR to IFL =L
,

dy = - i tf ts - fi ) C- If ) = Ly
⇒ 47 = C 13 )



4g : dr t dy

Lz = i If t , Gi ) C- idk ) = 23

43=-452 ts - Gier ) - idf =L
,

dy = - i NEH - fi ) C- IIE ) = If = a

⇒ 48 = ( 14 ) C 23 )

⇒ AutoCad =

{ id
,

C 1234 ) ,
C 1310241 ,

C 14237
,

Ct 37
,

( 247 ,
( 14 ) C 23 )

,
CA 27 C 3413

Sym C Quadrat ) -

- Sym ( ID! )

= Sym ( I;D !;) fgkfmo.fm?.meamit
its - i gehau

dei Spiegel augur
Sind

,

dei unit its i

guan
dii

Drehungen .



Uirtvgruppeaverbavd der Sym ( ID j ) :

Sym C D )

/ , \

id
,

( 1211341
,{

Chow ,C14Kz3, ) C Gz39D
did

,
937

,
God

,

C 13h29 ) }1×1/11
j 41373 42413

( C1411231 ) ( 12h34 ) ) LADEN

Xl 11
{ id }

Zuisihenkorperuuband von
Oh CL :

Q

I I \
OL Cir ] QCi3 04h23

INIT I

QC China ] autism ] Qciir ] QCi4r3 QARI

→ I ←
Qciir ]


