
5.AM#duugen5.ADerFuudameertalsatyAgesra

5mma

a ) R besiht heine Kirpverweituuug

von negra
dem Grad

h > t
.

2) a
besiht

beine Kirpereweiteung

vom Grad 2
.

Bennis
:

s )
Sei Rcl eine Korpoerueeihruug

vom Grad n . Weger 4. 5. to ist

IRC L Separated . Aus dem
Sak

vom primitives
Element 4. 7.1

foyt :
3- LE L : L= IRK )

,

und das Minimalpolynom my
E Raz

ist irredentist von uugeradem Grad

h .

Damn gilt Iim mycxl -
- a

,

X - s - a

him ma
C x ) =

a
.

Aus dem

x → a



Zwischen wertsah foyt , dap my
eine

Nulls title in IR hat .
Dee my

irreduzbel

ist
,

mu }
damn 't ma - x - d Grad A

hatch .

2) wire
ECL vom Grad 2

,

so wire

nie rocher L= ECL ) and ma
=

XZT pxtg
E Cl Cx3

.

Dana hat

Md
also dei Nulls teller

x=
- I ITEM E Q and

zvfiihh in
Linear fakto.ee Z .

5.AZ#emma

Sei Kel
eine Galois

www.toung
and

pk I [ Lik ] fir
eine

Primtahlp ,

dana I
Zuisiheukorper

Kc Ncl mit

[ L
'

. N ] = ph .

Bennis : Nach deem Hauptsah der

Galois
theorie gilt C L :K3= tantrum

also pkl
I Autre Cut

.

Nach Salt A. 5.4 I Uutugruppe



HcAutre CLI mit IHI = pk ,
and

had dem Hauptsah de lyaloislheoie

dawit N= Fix CH ) mit

Kc Nc L wud CL : NJ

-1Autn Cut = IHI = ph .

pg

5.1.3504 ( Fundamentals att de Algebra)

Der Kerper
Q ist algebraist

abgrsclrlosseh .

BI :

Sei f E GEX ] ein nicht konstanty

Polynom
and sei L der

Zofailluegskiirpervon f .

Es gilt R c QCL
,

and

Rcl ist ehdlich
,

separated
C 4. 5. to )

und daher eifach ( 4. 7.1
,

Sak

vom primitive
Element ?

⇒ he IRK ) fir ein a EL .

Sei ma
das

Minimal polyhom von

L cibo R wud M do Zwfeilluegs -



Korpi von Md .

IR C M ist end lid
,

normal ( 4. 5.3 )

lead separated ( 4.5.10 )
,

also eine

lyaloiserweitouug
.

IRC Cl c L -_ IRK ) C M

⇒ 2 - IQ :B ] ICM :B ]

Hanpbatt

⇒ 2
I

I Autpcmsl
de

Galois
-

Theorie

Nach
Salt 1.5-4 F 2- Sylowuutugmppe

Hc Aut CM ) and nach deem

Haupbatt
de Galois

theorie

Ne Fix CH ) mit Autarcm ) -_ It

and [ M -

- N ]= I Antu C M )1=141 .

Da pic Nc M foyt

( N : . [ M : N ] = [ M : IR ] ⇒

( N
:

. IHI = [ M : RI = lautpcmsl

Da A 2- Sylow gruppe
in Autp C M )

foyt [
Ni

.

ist uegvade .



Mit Lemma
T.AZ A ) folgt dance

N = IR .

⇒ [ Mi .R3= IHI =
2k

⇒ CM .
=

CM"RI

¥33
= 2k -1

Wire k > 2
,

so moire ICC M

wellies
,

separated
and normal ( 4.5.51

,

also lyaloiserweitouug
.

Mit Lemma

5. 1.2 F dam Zwischen hope

Qc N' CM mit [ N
'

:Q3=2

tf zu
Lemma

5. A
.

A t ) ⇒ my

⇒ M=E ,

da IRCQCLCM

and L -_ Cl
.

Dawit zofiillt f ah silicon iibu

Q in Linear fahtoree
need ¢

ist algebraists abgesddossee .

D



5. 2 Aufloisbarkeit polynomials Gleich anger
-

Sei f =
xht An - n

X
" -

't -
- - tao

ein

Polynom
in ICCXI

.

Wir milter die Nulls teller von f durch

dei Koe ffitieuhr ausdiichen .

5Bsp

a) n=A
,

f = Xiao ,

- do
ist Nullstelle .

2) n=2 f = XFpx -19 ,

Nullstdlen
sind

- ZIPI-gM .

3) n=3
,

dei Fomek von Corday :

Seta g= f C x
- E) = x' t pxxg

unit p
-

- an - ATS
, g

= q . Azaz +213
27 .

1st p
-

- O
,

so
sind die 3

.

Warily aus

q
dei Nulls teller

.

1st p
# O

,

sike X= Utv mit

UH O and v=
- P3U .



Aus gcxko wind

u3tv3t3uv ( Utv ) t pcutv ) t 9=0

⇒
Wtf +9=0

⇒ u3+q - Ifa = o
⇒

u6tqu3 - PII = O =)

us =

- FIFTEEN
.

Sei u
E Cl eine

dike Wurzel

aus
der

rechka
Senile

,

so gilt

met r=

- Fu
,

dap
Utv eine

Losing
von gcx ) = o

ist
.

4) h=4 so
iihnlich .

5.2.2011
) Eine

Kiirpererueeitoung
Kc L heist

Radically ,

wean
G- Kca

,
- -

- shin )

und Lik
"

E Klan
,

. .
.

,
din ) fir ein

ki 32 .



2) Eine Radikal erueitvang heist able
,

ween

KCL
, ,

.

.
.

,
hi -

n ) c Kkr
,

-
.  - sdi ) eine Galois -

www.tuuegnritaklschvlyaloisgruppe ist

tf i= 2
,

-

- - in
'

3) f E KEX ) heist

dwchthadikaleautloibarvibe K
,

wenn es eine Radikal -

erweitvung
Kel gist ,

so deaf f cibo

L in Linear fahtorer zvfoiht .

Beenuhciug :

Sei f = aux
"

t
-

.  
- tao

E CICX ]
,

K= Oh Cao ,
-

-

-

,
an

)
.

Guan
dam ,

wenn f EKCXI vibe K durch

Radikal auto 's bar iot
,

honour wir

wie in Bsp .

5. 2.1 die Nullskllee

von f durch Warthen von
rationale

Fuuktioneu
de

koeffizieerknausdriihees.5.2.3.az

Sei f- E KCXI
,

char Cato
,

L der

Zofiilluugskiirper von f .

Dann :

f- ist vibes K durch Radikal aunts bar

⇐ Antwi ) ist autlosbar



5.2462mmol
Sei char CKKO

,

5n=eZ¥ EK
.

1) 1st L= KCL ) mit a
"

EK
,

dans ist L

do
zefiillungshorpuvon xn - d

"

,

Kch ist lyaloiserueeiteueg
and

Autres ist zyklisch unit Antral In
.

2) 1st KCL galnseweitouag
mit

Autre CL ) I In und n prim ,
dawn

ist L= KG ) mit a
"

Ek
.

Beavis :

y ) x

"

- a

"

- ( x - Sia ) . Cx - Ga ) .
. .

. . ( x -

5

;
-2 )

Da In EK ⇒ Sick ⇒ 25mi EL

⇒ L = KK ) -
- KC 5 :L , Sua ,

- - .

,

Sima
)

ist do Zofiilluugskorpo von xn - a

"

×

"

- L
"

ist separated

h

tech ist lyaloiserweitvaug

Wir sateen IT : Autre CL ) → In :

wobeiqfal-gnka.tk
' → k



Da bro be = Grete ist IT ein

Gruppen homomorphisms .
IT ist auch

injehtir .

⇒ Autkcl ) ist line Uertegmppe von

In und dann 't sellout zyklisd
mit

einer Ordering ,

dei n
tilt .

2) Arty CL ) =
2b >

,

cord C b) = n
.

Betrachte 6 Als K - Vehtorrdum

endomorphisms6 : L - L -

Da E= id map das Minimalpolynom

Mb
X

"

- A teilen .

E- A zofiiht cibo K in die Linear -

fahtoren ( x
-59 )

- -

- Cx - 55 )
.

Da das Minimalpolynom paarueeise
veschiedeee

Linear falterer
hat ,

iot 6 diagoualioidbar.

Ahh Eigeuwerte
sind n

- te Einheitswwzek .

Wine A do linkage Eigeuwert  ⇒ 6 = id

⇒ u=
A Z zu u prim

Sei Ota EL Eigenvector zum

Eigeuwert 5 EK
,

also 261=52

⇒ 6 Can ) - 6cL )h= 52
"

= an

⇒ 2
"

E Fix ( Autre CLI ) = K



da Kc L lyaloiserueeiteung

Bed : G- Kca )

no
"

Wear

u

c
" Da [ Liked ] ' CKCL) -

- K]=[ Lik ]

= I Antu C LI I = h nerd Prim

folgt [ Kla ) : K ] E Lt
,

n }
.

Wire ( Kcal:K]=1 ⇒ LEK ⇒

no GI =L E zu 661=52

unit Eigeerwert 5th

⇒ ( Kcal : K]=h
⇒ CL : Kcal ]=1

⇒ f- KK )
-

D

5. 2.5 Korollar
-

Sei L Zwischen kirpo einerRadikaleraeeiteraeg
wit char ( 4--0 .

Dauer ist L Zwischen -

Kiir per
einer

abelschen Radikalerweiteueg .

Beef
: Sei Kc Lc M

,

µ= Klan ,
-

r
,

am )
,

tiki E Kca
,

-

→
din )

.

Sei Ki
-

-
Klan

,
. .

.

,
di )

,

damn ist



ki  = [ Ki : Ki -

n ]
.

Sei h= ki . -

o km

Sei Sn -

- e

"

EE
.

Betrachk

K -
- Koc Kock ) CKNCSN ) c-  '  

- ckmcsn ) - MCS)

Da mit Sn and dei

ki - ten Einheibwurzelh in Kocsis )

whacks sind
, gilt unit 5.2.41 )

augewendrt auf

Ki - n
Csn ) und

Kien ) = Kim Cai ) mit dik '

C-

Ki -

a
Csn )

Kin ( Sn )c Kicks ) ist lyaloiserweikneg

unit zyhlisihe ,

damn 't aselsclw ,
Galois -

gruppe
.

Auch
Kock.CL ) istlyaloiserweihnng ,

da Kocsis ) Zufiilluegskorper von
Xu - A

ist
,

and dei Galois gruppe
ist Ej

,

fir top C Snl
-

- Suk C wesen

da n

bke
-

- babe ) Antico C Kock ) )Es 2K

6k 1- k



Die Eiuheikhgmppe In
't

ist abelsd
.

-

Da Jj = A ist Kc Mcsn ) - Klan
,

.
.

. .am ,5n )

line
abelsche Radikalerueeitvaeg ,

dei L als Zuioheakorpoeuthoitt .

D

5.2.co#PropCTrauslationssatz
)

Sei KCM eine
Emeeitvueg ,

N ,
L

Zuischuko
-

per ,

KCN lyaloiseroeitvueg
.

Dam sind and Ln Nc N and

I CLCN ) lyaloiserweitvueyee
unit

Autun
CN )

I Aut<
CLCNI )

.

Beever 's

-

:

L n N ist Zuisdunhiirper der Galois
-

www.touugkcN ,

dawit ist Ln Now

and lyaloiseweituueg
Wesen des Haupt sakes

der Galois
theorie 4. 7.9

.

Wigen
4.7.11 ist

N Zofoillungskorper

eines Separates Polynoms f EKCX ]
.



Seim an
,

.

.

.

,
an dei Nulls teller von f

=3 N = Klan ,
.

.

.

,
an )

⇒ LCN )= Lcds ,
- is

an ) ist der

zofiilluugskorpo
von f vibe L and

demit ist Lc LCN ) lyaloiserweiteang

Wigen
4.7.11 .

Sei to
E Aut

,

CLCN ) )
,

damn hoitt

6 insbcsondve
K fest ,

and da

Kc N
normal ist folgt

mit 4. 7.6

b/w : N - s LCN ) ist schou in Artie CN )
.

⇒ IT : Ante
CLCN ' ) → Autre CN )

to 1- bln

ist wohldehiriuto Gruppen homomorphisms .

Da to durch die Bilder de di festgelgt

ist and
di EN ti folgt IT ist

injehkv
⇒

Aut ,

CLCNI ) I U Uutugmppe von Aitken )

Damn gilt Fix ( U )=faENlzGI=a

Fb E Ante
CLCNI ) } =



N nfa ELCNSI 661=2 fit 6 E AutoCAD)

= N n Fix L Antillon )

= N n L
,

da LCLCN ) Galois
-

erueeihruug
iot

⇒
U= Autun ,

CN ) weger
des

Haupt sakes der Galois
there .

D

Beavis von
5. 2.3

-

Erinueuug
: 5.234£

Sei f E KCXI
,

char Ckko
,

L der

Zofiilluugskorper von f .

Dana :

f- ist vibes K durch Radikal antlobar

⇐ Antwi ) ist author 's bar

Beweis .

-

⇒
" nach Def F Radikalerweitvung

It

Kc M
,

so dat f azer M in Linear fahtorer

zvfoiht .

Da L der Zofoitlueyokorpe

von f ist
,

ist Kc LCM

Zwischen kjrper .

Da char (c) = char C kI=o



folgt mit To 2.5
, deep L Zuivhuhorpe

einer aselscheh Radikal erweiteung

M
'

= Kca
,

. .

.

,
am ) ist mit

Li
ki

E KCA ,
-

- ki -

a
)

.

Seta Ki -- Klan ,
-

.  
- sdi )

.

Wir tiger per
Indentation iiberm

,
das

Autre CL ) antlosbar iot .

Fir in
-_ o gilt

K=L=M
' and

Autre
CL ) = Les

.

Sei mso
.

L C kn ) ist der

Zofiillwgsko
"

-

per
von f E kn EXT

and ist Zwischen koper der

aselscheh
Radikalerveitoueg

Knc M
'

.

Per Indecision
tonnes wir

aunehnee , dap Autre
,

CLCKN ) )

Translations -

auto 's bar iot
.

Es gilt t.sah-s.z.co

Autry
( 4km ) = Antarctica ) I

Antuna
)

,

C da KCL Galois
-

erweihrurg
ist

,

da f separated Weger

char ( KHO ,
4.5.11 . )



⇒ Autumn ( L ) ist

autlo-sbar.CA

)

Da Kc M
' asclshe Radihalerweitvueg ist

,

ist neck ,
lyaloiseueeituueg

und

Anta ( kn ) abuses .

Da Kc
Lnkr C kn Zwischen kiper

ist Autumn
( Ky) llutugruppe

von

Autumn
)

,

damn
't Normattcilv ,

and

aus
dem

ltauptsah do Galois theorie

4. 7.9 foyt
Kc Karl ist

Galois
www.tvuug

und

Autre ( kn )

¥nCkn )

= Autvcknnl )
,

wobei letzte als Fahtorgmppe einer

aselschen Gruppe
and aklsch ist

.

Da Kc Lnkncl Zwischen kiper ist

lend Kc Ln Kr lyaloiserweikreeg

folgt wieder mit deem Hauptsah



4.7-9 Autumn CL ) Nomalkikr

in Autre CC ) and

Autarchy
I Autre Chaka )

Autnkncl )

and dies Gruppe
ist abelsch and

damn
't aufhisbar .

⇒ Der Nomatteikr Autun
,

CL )

ist auto 's bar C * )
,

die Fahtorgmppe
Autk%uqnµ(

L ) ist aufhisbar

A 6.5

⇒ Autre
CL ) ist auto 's bar

.

a

⇐
"

Sei Autre CL ) aufhisbar .

Sei h= [ L :K ]
.

t.FI
:

Sei Su EK
.

Da Autre CL ) auto 's bar
,

F nach

Salt 1. 6.9 eine Kompositionsreihe ,

i.e
.



L e) = Gm CGM
,

C -

-

. c Go = Arty CL )
,

so dap Gi c Gi - n

Normal triter und

Gi - n/a
;

zyklisch von Primtahlorduwgpi .

Betrachk
dei Zuischeekorper

Ki :=Fix C Gi ) c L

Kc
.

Da
Kal Galois

- watering ( f separated ,

4. 5. M
and

4-7-11 ) ist and

Kin c L lyaloiseweituuug
mit

Artie ;

CL ) = Autres ,

.§L
) =

Gin- a

nach
deem Hauptsatt

do Galois
theorie

4. 7.9 .

Da Gi in Gi ,

Nomaltcikr ist
,

gilt Atrium

Gi -

Yg
;

= I
± Autkinki )

Artie ;
CL )

wud Ki - a
C Ki ist lyaksserweituaug

unit zyhlischer Galois gruppe

Gi ' YG
.

.

.

Da K - Ko c Knc
- -

-

C Km = L und



[ Lik ) = I Km : Km - n
] .  - -

- C Ki : Ki .

n ) -
- fkn: Ko ]

und
.

[ Ki : Ki - D= I Antrim C Kill

=/
Gi - YG ;

) =p ; folgt

pi
In .

Dann
't ist auch Spi = e

= EZII
. Fi

=

5nF EK
.

Damn
't k when

air 5.2.42 ) ahweadee

und
vhalkn Ki  = Kim Cai ) mit

dip
"

E Ki - A .

Damn
't ist L= Klan

,
.

.
 

-

,
am ) eine

Radikal www.teruug .

2.FI
Su E K

.

Verweede den
Translations salt 5.26 fir

K c L C 5h )
,

Znischenbiirper
L

,
Kcsn )

wit Kc L lyaloiseroeiteruy ,

dann

ist Ln KCI ) CL and

Kcsn ) C LCE ) lyaloisvwihruag



wit Autres ,
CLCSN ) ) E- Antenna ,

( L )
.

Daun ist k : - [ LCE ) :KC5nD=

I Autkcsn ,

( tch ) ) ) =/Antenna
,

CL ) I

= [ L : Lnkcsn ) ] I CL :K3=h

⇒ Sr = SEE KCB )

Da Autre ( L ) aufhisbar ist and

dei Untugmppe Autumn
,

CL ) anflosbar
,

also Autres
.

,

C LCS ) ) aeflosbar .

Dann
't erfiillt KC5n)cLC5n ) dei

Voraussetzuugee von
Fall A

.

Der Zofiitluugskorper LCE ) von f

iibv KC Sn ) Cx ] ist weger
faut

eine
Radikal erweitvung

L ( In ) = Kcsnlcdn ,
. .

.

,

am ) mit

Libi EKCSN ) Cdn
,

.

.
.

,
Lin )

.

Da

Sir -

- A EK ist auch Kc Ksn )



Radikalerueeituung ,

vibe do f zofoillt

⇒ f ist durch Radikal anflo 's bar
.

g

5.2.7korollar.su
. f E KCX ] vom Grad hochstein 4

,

K ein Tutko
"

- per
von E

,
L do Zofilluigs .

hope von f .

Wigen
4. 4.8 ist Autre CL ) C Sly

Uwkrgmppe
und Weger Bsp 2) nach

1. 6.4 ist Sly autos bar ⇒

f- ist durch
Radikal auflisbar

( wuplen
wir

show Weger
der Tunnels

von
Cardano

5. 2. A 3) )
.

SBsp_
Sei f  = XIX

'
- 4×3 - 3×2+3×+1

C- ② Cx ]
.

Man Kann Zeiger , dats f das Minimal -

polynom
von te Sutfin

' ist
.

Dann
ist Q c Oh Ca ) C GCE .

)

and Auto ( ② C Em ) ) = %* Csiehe

Bennis von 5.2
.

T )
,

%* I Kno



ist zykliscb ,

daher ist jede Uutugmppe

ein Normal tiler wud damn 't

② COCA ) lyaloiserweitouug .

= Auto C Ocean ) )

Auto C 0kcal ) -
Antone ,

CQCS.nl )

ist Faktorgmppe
einer zyhlisihee

Gruppe
and danit sellout zghlisch .

Da ( Old ) :03--5 folgt

Auto ( QQ ) = Is .

lusbesondve
ist Auto ( Qld )

awhisb.eu ,

and da f cibo Old ) show

zofiiht , gilt f ist dud Radikal

aufliisbw .

Die
Radikal ausdriiche fir dei Nulls teller

von f henna wir dadurd also

nicht
.

5.2.SI#p
Sei p

eine Pimzahl
,

I E Slp eine Transposition
and

O ein p
- tykel ,

damn gilt

$p
= L Z

,
37

.



Bennis
. OE I = C 12 )

.

-

1st 3 = C 123 -
- -

p
)

,
so gilt

( i it ) = ( I
"

Ct )b'
"

( 2 ) ) =

zi
-

no @z ) f-
Ci "

E L E
,

so >

f i = l
,

.
.  -

, p
-1

.

Da Slp von

Nabba transpositions ereugt mind
, folgt

air Behauptung .

1st z ein
belie longer p

- Zykel ,

so

sad Seine
Rotates and p

- Zyhel

( da
p

prim ) and wir him eine

Potent
neither

,

so daf

fi = C Azaz
-

. - Ap )

1234 - - .

p
Fir I = ( aza , ay

.
. .

ap
) gilt

b
'

"

o bio z
'

= ( A -
- -

p
) and

b
'

-

to ( tho b
'

= C 12 )
,

so clap

fir U= LE ,
67 gilt

$p=
LE

,
CA -

-

-

p
) ) C no

'
it Uz

'
c Slp



⇒ 65^66 '
= Slp ⇒

the 6
'

Slp 8
'

- '
= Slp D

5atE

C Abel - Ruffini )

Sei f E Oh Cx ] irreduzibd von

uugvadem
Primzahlgrad p

wit genome

2 nicht -
redler Nulls tellin

,

Sei L

do zofoillungskorpo
von f

,

damn

gilt
Aut

C L ) I Slp .

Bennis : Sei d E ¢
eine Nullstelk

von f ,

so gilt fc 5) = ft , =f=o

⇒ dei kompkxe Konjngatron j
: a → a

pomutiert
dei Nulls teller von f

⇒ jk :L → L c Auto CL )

Da f guar p
- 2

reeve

Nulls teller hat
,

ist til Nuts teller

eine
Transposition .

Sei a eine Nulls the von f
,



dawn gilt

p=
[ Old ) : as I E-Of I Auto CLII

,

da Q CL Galois
uueeikrrug Weger

4.7 .

M wud 4.5.11 C char 0=0
,

also

f- separate )
.

Damn 't euthoitt Anta CL ) p
- Sybwgmppes

du Ordway p ,

also einer p
- Zyhel .

hit 5.

2.9
folgt Auto CL )±$p .

a

5.2.MU#ollarf-=xT-4xt2EQCx3

ist vibes Q nicht durch Radikal

Aeiflosbar .

Beweis
:

Weger
des Eisenstein krileriuurs

4. 3.9

ist f
irreducible

vibes K and

Wengen
4. 3. to

ouch iiber Oh
.

Es gilt fir t ER :

t
- 2 -1 A 2

f- ( t ) -22 5 - A 26



Aus dem Zuisiheeswertsah folgt dane
,

clap f mi - dusters 3 reeve

Nullstelleu
besitet

.

f
'

= 5×4-4

besiht zwei
reelle Nullstlleu

X= I 45¥ ,

daher gift is

Mr 2 lobate
Extrema

and

daher hochstein
3 reelle Nulls teller

.

Dawit hat f gerau
zww

nicht -

reeve Nulls teller
.

Aus Abel - Ruffini 5. 2. to folgt ,

clap fir du tofiillungshorper L

von f gilt Auto CL ) I Sls
.

Weger
1. 6.6 ist Auto CL ) nicht

auto 's bar . Weger
5. 2.3 ist f

nicht durch
Radikal auftoobar .

Berner hung
-

:

Darius folgt ,
dap es fir Polynome



vom Grad 35 heine allgemeine Tomek

fir die Nullstdlen wie dir

Cardano - Formeh geber
Kaun

.

Auch wenn fiir
eihzeke Polycom

( side 5-2.6 ) solid Tomek gift ,

so gibt es
aber and welche

,
fair

dei is
heine gift C 5. 2. art

,

so

dap
es

heine allgeeneisgiittrgee geber

team
.



Notion zoom
-

meeting 24.7
.

zu Gruppen
:



zu Kir pun
:


