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Anfrage nicht per E-Mail kldren lassen, werden Sie fiir Do, 17.9.2020 vormittags einen Termin zur
elektronischen Einsicht zugeteilt bekommen.



Aufgabe 1 (8 Punkte)

Berechnen Sie die Smith-Normalform von

8§ 8 3 9
A= 5 2 1 6 € Mat3><4(Z).
18 12 5 10

Losung: Mit dem Smith-Normalform-Algorithmus oder durch Berechnung von gréssten gemeinsamen
Teilern von Minoren erhilt man:

10 0 0
A={0 1 0 0] €Matseu(2).
00 —11 0

(Die Rechenschritte sind dabei auszufiihren.)

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Welche der folgenden Gleichungen kénnen eine Klassengleichung einer Gruppe der Ordnung 15 darstellen?
Begriinden Sie ihre Entscheidung.

e 15=(1+1+1)+5+7
e I5=(1+1+14+14+1+1+1+14+14+1+1+1+1+141)

e 15=(1+1+14+1+1)+5+5

Dabei kommen die aufaddierten Einsen in Klammern von den Elementen aus dem Zentrum.
Losung:

Die zweite Moglichkeit erhélt man fiir G = Z15. Da nach Vorlesung jede Gruppe der Ordnung 15 zyklisch
ist, also isomorph zu Zi5, konnen die erste und dritte Moglichkeit nicht auftreten. Die erste Moglichkeit
kann man auch dadurch ausschliefen, dass 7 kein Teiler von 15 ist, die Anzahl der Elemente einer
Konjugationsklasse aber die Gruppenordnung teilen muss.

Aufgabe 3 (7 Punkte)
Beweisen Sie: Gruppen der Ordnung 84 sind nicht einfach.

Losung:

84 = 22.3.7. Wegen der Sylowsitze gilt n7|12 und (n; kongruent 1 mod 7 = n7 € {1,8,...}), wobei
n7 die Anzahl der 7-Sylowgruppen bezeichnet. Also ny = 1. Das heifit, es gibt genau eine 7-Sylowgruppe.
Diese ist ein echter Normalteiler: echt, da sie weder trivial noch gleich der ganzen Gruppe ist, da ihre
Ordnung 7 # 84 ist, Normalteiler, da ihre Konjugationsklasse nur sie selbst enthélt. Damit ist G nicht
einfach.

Aufgabe 4 (6 Punkte)

a) Bestimmen Sie fiir G = Zg X Zs X Z16 X Zag X Z144 X Z175 eine Darstellung in der Form H?Zl pri
wobei die p; fiir ¢ = 1, ..., n nicht notwendigerweise verschiedene Primzahlen sind.

b) Bestimmen Sie die Elementarteiler fiir G = Zz X Ziya X Zig X gz X oy 1 X Zoy1 X Zugy X Loy X Togg X Lggs X 72
(Sie missen das Produkt der Primfaktoren nicht ausrechnen.)

Losung:

a) Wegen des chinesischen Restsatzes gilt Zg = Zo X Zs, Zag = L3 X Lo, ZLigg = Lg2 X Loa, Ly7s =
Zs2 X Z7, da die Faktoren rechts jeweils teilerfremd sind. Damit folgt

G = Ly x (73)? X Tigs x (Zga)® X Lgz X Ly X sz



b) Der Primfaktor, der fiir die meisten Faktoren auftaucht, ist 7. Da er dreimal auftaucht, muss es
drei Elementarteiler geben, der erste enthélt einen Faktor von 7, der zweite 72, der dritte 7%. Da
11 und 89 zweimal vorkommen, muss ds einen Faktor 11 und 89 enthalten, und ds 11 und 893. Da
3, 31 und 472 je nur einmal vorkommen, sind sie alle Faktoren von ds. Damit erhalten wir fiir die
Elementarteiler dy = 7, dy = 72 -11-89, d3 = 3 -7*-11-31-47%-893 und

~ 2
G = Z7 X Lr2.11.89 X L3.74.11.31.472.80% X L°.

(Einheiten als Elementarteiler konnen wir vernachlissigen, da sie nur zu trivialen Faktoren fithren
wiirden, die wir hier nicht auflisten miissen.)

Aufgabe 5 (9 Punkte)
Priifen Sie, ob die folgenden Polynome {iber den angegebenen Ringen irreduzibel sind. Geben Sie fiir
reduzible Polynome die Zerlegung in irreduzible Polynome an.

a) f1 :X3+X2+X+2 ng[X],
fg = X4+X+ 1 GFg[X],
f3 = X3+1€IF3[X]

b) g1 := X*+25X3 + 15X + 10 € Z[X] und Q[X],
go = X* — 4 € Z]X] und Q[X].

Losung:

a) f1 hat keine Nullstelle, da 0+04+04+2=2#0,14+14+142=2#0,84+44+2+2=16=1#0.
Daher ist f; irreduzibel (sieche Ubung).

f2 hat die Nullstelle 1, damit spaltet X — 1 = X 4 2 ab und man berechnet fo = f1 - (X + 2). Da
f1 irreduzibel ist, ist dies die Zerlegung in irreduzible Faktoren.

f3 hat die Nullstelle 2, daher spaltet X —2 = X + 1 ab und man berechnet f3 = (X + 1)3, dies ist
die Zerlegung in irreduzible Faktoren.

b) g1 ist normiert, also primitiv. Z ist faktoriell, 5 ist ein Primelement mit 510, 15,25 und 52 teilt 10
nicht. Damit greift Eisenstein und g¢; ist irreduzibel iiber Z. Damit ist g; auch irreduzibel tiber Q.

g2 = (X?-2)-(X2+2) = (X—\/i)-(X—l—ﬂ)-(X—iﬂ)-(X—i—i\/i) ist die Zerlegung in Linearfaktoren
iiber C. Da die Koeffizienten der Linearfaktoren in C\ Q liegen, ist go = (X2 —2) - (X? + 2) die
Zerlegung in irreduzible Faktoren iiber Z und iiber Q (siehe Vorlesung und Ubung).

Aufgabe 6 (8 Punkte)

Zeigen Sie Q(v/2 4+ v/3) = Q(v/2,v/3) und bestimmen Sie fiir Q(v/2 4 v/3)/Q die Galoisgruppe mit allen
Untergruppen und das Fixkérperdiagramm.

Losung:
Bs gilt Q(v2 + v/3) € Q(v/2,V/3). Ausserdem ist
1 V2+43 1
(\/§+\/§7 2-3 )'(*1)' (75)

(-3 (2 ¥)

=(-3) (VB-VB-VE-VB) = (- 3) (-2V8) = VB € Q(VZ + V)
Damit ist auch v/2 = \/_—l—\/_—\/_EQ(\/_—i-\/_)alSO (\/_\/_ CQ(\/_+\/_)

Das Minimalpolynom von /2 iiber Q ist 2> — 2 € Q[z], da es normiert ist, und v/2 zu Null macht,
und der Linearfaktor z — /2 nicht abspaltet, da v/2 ¢ Q. Das Minimalpolynom von /3 iiber Q(v/2)




ist 22 — 3, da es normiert ist, und /3 zu Null macht, und der Linearfaktor # — v/3 nicht abspaltet, da
V3 ¢ (@(\/5) (Wére V3 in @(\/5), so gibe es a,b € Q mit V3 = a + bv/2. Wire dabei b = 0, so wire
V3 € Q, Widerspruch. Wire a = 0, so wére \/g = b € Q, Widerspruch. Sonst wére 3 = a2+ 2abyv/2 + 202,

und damit 2 = # € Q, Widerspruch.) Die weiteren Nullstellen dieser Polynome sind —+/2 bzw.
—/3 in Q(v/2,/3). Daher ist Q(v/2,v/3) der Zerfillungskorper von (z? — 2) - (22 — 3). Insbesondere ist
Q € Q(v/2,V/3) galoisch (siehe Vorlesung), und die Galoisgruppe ist isomorph zu Zy x Zs, erzeugt von ¢
und ¥ mit ¢(v2) = —v/2, ¢(v/3) = V3 bzw. ¥(v/3) = —/3, ¥(1/2) = v/2. Das Untergruppendiagramm
und das zugehérige Unterkorperdiagramm sind wie abgebildet. Dabei gilt oW (v/2v/3) = ¢(v/2-(—V3)) =
(—v2) - (—V3) = V23, daher liegt v/2v/3 im Zwischenkorper F' zur Untergruppe erzeugt von ¢ o .

a [K(V2,V3) : F] = |Autp(K(vV2,v3))| = |[{p o ¥)| = 2 und [K(v/2,V3) : K] = 4 folgt [F : K] = 2.
Da K C K(v/2V3) C F folgt [K(v/2V3) : K] = 1 oder [F : K(v/2V/3)] = 1, und da v2V3 ¢ K folgt
[F: K(v/2V3)] =1 also F = K(v/2v/3). Analog fiir die beiden iibrigen Zwischenkorper.

Q
Q(V3) Q(v2)
N e
Q(v2,v3)

{ud}

Aufgabe 7 (8 Punkte)

Bestimmen Sie die Anzahl und Isomorphietypen der 5-Sylowuntergruppen von Ss.

Losung:

IS5| = 120 = 5-4-3-2-1, also gilt 5 teilt |S5| und 52 teilt nicht |S5|. Die 5-Sylowuntergruppen haben damit
Ordnung 5, sind also zyklisch (da von Primzahlordnung, siche Vorlesung). Damit ist jede 5-Sylowgruppe
in Ss isomorph zu Zs. Elemente der Ordnung 5 (die in den 5-Sylowgruppen vorkommen miissen, jeweils
4 in einer) in der S5 sind genau die 5-Zykel (siehe Vorlesung), es gibt % = 24 von ihnen. Da in jeder
5-Sylowgruppe 4 vorkommen, und da diese jeweils verschieden sind, da aufgrund der Primzahlordnung
verschiedene 5-Sylowgruppen Schnitt {id} haben, gibt es = = 6 5-Sylowuntergruppen der S5. Mit den
Sylowsétzen kann man berechnen, dass die Anzahl ny der 5 Sylowgruppen 24 teilen muss und kongruent
1 mod 5 sein muss, woraus folgt, dass ns = 1 oder n5 = 6. Um die genaue Anzahl zu bestimmen, benotigt
man die Uberlegung mit den 5-Zykeln.

Aufgabe 8 (8 Punkte)
Sei L/K eine galoissche Korpererweiterung. Zeigen Sie: Gibt es ein ¢ € L mit o(a) # a fiir alle
o € Autg (L) \ {id}, so ist L = K(a).

Losung:

Da K C L galoisch, ist auch K(a) C L galoisch (siche Vorlesung). Die Gruppe Autg(q)(L) ist eine
Untergruppe der Galoisgruppe Autg (L), sie enthélt alle o mit o(x) = z fiir alle € K(a). Da nach
Voraussetzung o(a) # a fiir alle 0 € Autg (L) \ {id}, und a € K(a), folgt Autg(,)(L) = {id}. Da
K (a) C L galoisch ist, gilt [L : K(a)] = [Autg,)(L)| = 1 (siche Vorlesung), und damit K (a) = L.



