
3.5fakton.dk#inge3.5DefSeiReinkommeelatiuer

Ring ,

a
,

b C- R
,

a

b
,

a/b
,

falls
F c ER : ca

= b
.

3.si#emmaCRegelufiirTeilbarheitI

Sei R
nultteikrfei ,

Seier as ↳

Gd
ER

.

1) C Kiirzungsregel)
Cto

,

ac=bc⇒a=b

2) alo
,

ala
,

it a

3) alb
,

u E R
't

⇒ au
lb

,

a tub

4) R
't

= fat air }

5) at u
wit u ER

't
⇒ a E R

's

6) Cto
,

Caleb ⇐ alb

7) cla
,

clb ⇒ clxatyb Kay ER

8) alls
,

old ⇒ aclbd

Bennis
:

A ) ac=bc ⇒ ac
- bc=o ⇒ Ca-b) c= o

Da R nulltukrfhi ist and Cto

folgt
a-

6=0 ⇒ a
-_ b

.

2) Da O . a
= O

,

he a
= a

,
a .t= a



3) a/b ⇒ t c : ace b ⇒ a .

u
. Cary

=b ⇒ awl b
.

a @a)= ab ⇒

alub

4) R*={ at F b : ab -13 - Lalah ]

5) alu ⇒ Fc : ac
= u ⇒

aclu
'

) - unit = t ⇒ a C- R*

6) ⇒

" Caleb ⇒ td : Cad = Cb

¥9
"

ad -_ b ⇒ a/b
.

n

⇐
"

klar

7) da
,

clb ⇒ 7 d. e :

Cd=a,ce=b
⇒ co ( dxtey

) = cdxtcey
= axxby

as claxtby

8) a/b
,

old ⇒ I e
, f : ae=b

,
cf=d

⇒ accef ) = bd ⇒ act bd
pg

3.5.3.DE#
Sei R hultteikrfsw ,

a ,b ER
.

a ,b heifer
assoziert : ⇐ Fu ERA :

ace
-_ b

.

25.46in Sei R uulttikrfni .

a
,

b anoziiert ⇐ a/b
,

bla ⇐

< as = Lbs



Begs
: a ,b assoziiert ⇒ 2 WE RA :

au
-

- b ⇒ a/b
, aufurdem gilt

but -_ a
⇒ bla .

Es getter
bla

,

alb ⇒ F c
,

d :

ac=b ,

bd=a ⇒ a C- Lbs
,

be
Las ⇒ La > CCD

,

Lb > clay

→ La >
= Lbs

.

Es geek
Ca ) = Lbs

.

⇒ BELAS

und a E Lbs ⇒ I c
,

d :

a. c=b ,

b. D= a

1- Fall
-

-
Sei a

- O
⇒ b=ca= a 0=0

⇒ a
and b and

another

2. Fall : ato .
Aus a. c.

d = a

folgt
dam

mit do ltcirzungsregd

Cd
-

-
A ⇒ c

,

de RK ⇒

a
and

b and assoziiert . D

Bsg

a) a
,

b ER sihd anoziiert ⇐ late lb ,

2) Sei K eel Koper .

Dann Sind

a
,

b to
anoziiert .



3) Seven f , g
E REX ]

. fig and

another ⇐ Fu ERA : f- Ug .

35Df
Sei R uulltcikrfni .

Sei Ota ERI Ri

a )
a heist tireder Cunzolegbar

) ' ⇐

falls
a-

be wit be ER foyt

b E RF oder c
ERA

2) a heist prim
: ⇐

falls
a Ibc fair ↳ c

ER foyt

a/b oder at c.

Bennets
:

tu 72 ist prom
und

icreduzibd aigwialent
Gate 1.12 )

3.5.6lemm.ae
Sei R nulthikrtsci .

a C- R Sei prim
=) a

iot irreduaibd
.

Bennis
:

Sei a prim ,

Sei of be

⇒ alba ⇒
E a/b ⇒ Id :

a deb ⇒ a= a Cd
✓

5 f- cd

⇒ c E R
's

⇒ a iot irreduztal
.

D



Being
Im Allgemeine foyt aus

irreduzibd
nicht prim ,

ein Bsp

daron gibes
in des iibungen :

2€ ZEFF] ist irredentist ,

aber

nicht prim
.

3.5.tlemm.ae
Sei R uullteitetni ,

O ta E RI R*

Las ist Prim ideal ⇐ a prim

Bennis
:

,

⇒

"

Sei L as Prim ideal
,

a
I be ⇒ be Eca > ⇒ E betas

⇒ a/b as a prom
.

ne
"

Sei a prim ,

be E Las ⇒

at be ⇒ E a/b ⇒ b E Cas

⇒ Las
Pnhridial

. D

3. 5.8 Lemma
-

Sei R uullteitetni ,

O ta E RI R*

L as
maximal

⇒ a
irredentist

Bennis
: Sei a

= be ⇒ a E Cbs

⇒ Las c
Lb >



Falls La > = Lbs ⇒ BE Cas ⇒

I d
.

-
ad=b ⇒ a=adchEE

dc=1
⇒

C Einheit .

Falls Las ⇐
Cbs ⇒ Cb > = R

⇒ AE Lbs ⇒ I d : both

⇒ b Einheit

⇒ a
iot irreduzibel .

D

Bss Es gift
irreducible Element

,

die bein nationales Ideal
erzcegu .

f- =

Xy
- A E Q Cx ,y3

f- if irreduzibel ,

ivoire is zerkgbar ,

so miipk
es in Zwei Polynome

vom Grad
1 zerfallea axtbytc , dtteytf

man redcoat had
, dat es das

nicht tut .

Xy
- A C- CX -1

, y
- AS

,
dean

Xy
- A = ycx

-

hey
- A

X
- A E Lxy

- r >

⇒
cxy

- a > € Cx - A
, y

-1 > ⇐ Clay ]



3.5atz
Sei R hoethersch

,

Ota E RIBA
.

Damn Iot Ae go
-

-

-

go
ein Product

von rrredeotibku Element .

Beuys 1st a
irredentist

,

ist niches za

zeiger .

1st a zdkgbar ⇒ I an ,b,
E

RTR
's

,

a
=

an bi .

Sind a
, ,b ,

irredentist ,
fvtrg .

Sont E as zvkgbar

⇒ F az ,
bz % An

= azbz wow .

So pro
derrieres

wir eine
Keke

Las c Cans c < azs c-  
.  -

dei Weger
croethvsch station.at wird

⇒ I ki .

Cars
=Lakers

⇒ Ice . are
=

Ak
- c

=) Ak
= akin bkxr = akcbk.tn

⇒ cbk+n=1 ⇒ bkee E R
's

⇒
ape

it irredentist

und a
= as

-

.

.

ape
ist ein

Product von rrreduzibke Elements
.

D



ef Ein nutttcikrfnier Ring ,

in deem jedes
Ota E RlR* eine

bis auf Vutausclneng
herd Einheiteu

eihdeutrge Darsklkeug a
=

pre
-

. -

opr

mit
pie prim beoiht

, heist faktoiell

( ZPE "
Zeskgung

n Primfaktoreu
ist

uhdeutrg
"

,

UFD "
unique factorization

domain
"

)

tbsp I ist faktoriell .

3.5.MP.ro#SeiRfaktaiell.airreduzibel
⇒ a prim

.

Insbesoudve
Sind Wigen

Lemma 35.6

die beidler Begin
-

He in faktorielleu

Ringer aiguivaleut
.

Bewuis
: Sei a

irredeioibel ,

Scheibe

a =p
- - -

pr
als Product von

Prim -

faktoren ,

damn map
FA und

a- pr getter . D



3.8.12 Safe Sei R nulttcikrfni .

-

R fakton.ch ⇐ jades Ota -CRlR*

besiht eine bis auf Vutauschuag

and Einheikn eiudeutrge Darstcltung

als Proderkt von irredutibleer

Eleventh .

Bennis
-

:

"

=3

" Existent
: a

besitet eine

Darskltuug
als Product von

Primtaktoren
,

jedes
Prim element ist irreduzibel .

Eihdurhgheit
: Jedi Zdlegung

in

irreducible tfaktoreu
rut auch eine

zvkgwug
in

Primfaktonen
und tetetue

ist n .

V.

eindeutrg .

"

⇐
"

Bed : jedis
irreduzibk Element

ist prom
.

Dawn folger Efiokhz
und Eindeuhgkeit

der Zukgung
a Pnimfaktorer

aus der

Existent
wud Eindentrgheit

der

Zokguug
in

irreduzibk Teletoon
.

See p
irredentist und plats

1st a E R
't ⇒ plb .

1st a=o
⇒ pla



Also koinheh wir aerhehenen
,

a. BE 12143*0203 )
.

ITC : pc
= ab

.

Bride Seiter

haben eindewtrge Zcrkguegen
in irredeemable

Element , p
ist

n
.

V
.

irreduarbel
,

daunt iot
p

einer do Faktoreer von

a
oder b ( bis auf Einheit ) ⇒

Pla oder plb .

⇒
p

rot prim .

D

BSI

A) Re QCX
,

yf.ws/Lxy-zwgiotnultteikrfni,daxy-zwECCx.y,z,w3

prim .

R ist nicht faktonidl :

t
, y ,z ,

W
and irredutibel ,

also

Xy=zw
ist nicht

eindurtigals

Product
von

irredeezibku Elements .

Weger
Salt 3.5.12 Kaun

R daher

nicht faktoriell
seen

.

2) R
-

- KEAS

-1at
bF5/ a ,bEK3 CQ

Bed
'

.

R ist nicht faktoniell .



wir bestimrmen dit Einheit von R :

Cat bas ) Cct dhs ) - 1 ⇒

I at bat lctd # 1=1 ⇒ ↳ d=o
,

a
,

c E { In ] ⇒ R*= 9113
.

Bed
.

.

2 ist irredentist .

Augeuommen
,

2 = ( axbF3)( ctdfz )

⇒ 4=42+35 ) C c2t3d2 )

Einer diver
Faktoreh rump

1 sein
,

also
E a

E htt 3
,

b=o ⇒ at-bats

ist Einheit

Analog
sieht man

AIA it irreduaihd
.

Daunt
Sind

2. 2=(1+73) G - Fs )

verschiedene Zerkguagcu
in irreducible

Element .

Weger
Salt 3.5.12 Kann

R daher

nicht faktoriell
seen

.

3.5.MS#EinhoetlwsIurwdltu7erfnierRihg

ist faktoiell
⇐ jedes irreduzibk

Element
ist pins .



Bennis :

u
→

"

3.5.11 .

u
⇐

"

Wigen
Satz 3. 5.9 besiht

a
E 12143*0403) eine Darskltung

als Produkt von
irreduaibku

Ekeneerku ,

damn
't besiht es

and

une als Product von
Primfaktoren .

Eiudeutigkeit : wie in fate 1.12

vibes die Eindeutrgheit
der

Pnhsfaktorzwhguugis 22 :

Induction iiber k = Auzahe
Taktoren .

Sei k=A
,

a =p ,
prim .

Falls pr
= pi .

- . pie so folgt

b- A and p ,

= pi ,

de p ,

irreduaibd
.

Sei k > A
,

a =p ,

-
-

.

pre
-

- pi
-

.  - pie

Pk prim

⇒ pre
I

pi
-

. - pi ⇒ Zi :

Pk
I

pi

'

.

Da bride prom
and

,

fohgt ph
ist anoziiert zu pi

'

.

⇒ Fu ER
't

: u pi
-

-

ppm
=

pi
.

.

.

pin

'

piti
-

-
-

Pe
'



Da nach Indentations wrauneh.mg

fir Broderick von
k - t

Rnhrelemeukndie Eihdeuhgkeit gegeben
rot

, folgt
,

clap
die se Faldo . en gleich and

( bis auf Einheit )
.

pg

3.5.hr#Def
Sei R uultkikrfni ,

a ,b ER
.

d ist ein

gropwguneinsamoer.vn
qb , ggt Carb )

,

wenn

a ) dla
,

dlb

2) Kd
'

:
d

' la
,

d
'

lb ⇒ d
'

Id

m
ist emkleiushsgemeinsames-ielfachesvona.br

,

kgvc a ,b )
,

wenn

A ) at m
,

blm

2) f m

'

: alm
'

,

blm
'

→ mlm '

Analog fir mehr als zwei
Element

.

Demoting

A ) ggt
und Kgv sind new bis

auf Einheit bistimmt



2) Falls d und d
?

ggt ,

so foyt

dld '

,

d
'

Id also Sind sie

anoziiert

3) ggt
und Kgv miidseh nicht exiotiereu

4) Exishiut ggtca ,

b )
,

damn and

kgvca.bj-abggtca.to )

5) ggtcaidokgvcqb
) and ab

find
anoziiert .

3.5.WS#SeiRfaktorrell ,

a= pp
.

-

- - paste
,

b=
p .

"
-

- perk

Darghllungeu
als Product von

Pnhrfaktoren
.

Daun
etivhweu ggTCa,b

)
,

kgvcqb
)

und

ggtca ,

b) = IT pimicsisri
)

Kgv Ca
,

b) = ftp..ua
Csis ri )

Beavis Uibuug
.



3.6Hauptidealringe-3.6.DE

Ein Ideal I
,

das von
einem

Element erzeugt
wird

,

I -_ Las
,

heist Hauptdal .

Ein nultteitufnier Ring ,

in dear

alle Ideate ltauptideale
and

, heipt

Hauptidi-alnng.BIZ
ist Haupt

ideal ring .

3. 6.2
Bennelong

- hoellrersch .

ltauptidealringesind3.6.3.at

In einem Haupt ideating
and

irreducible
Element prim

.

Bennis
:

Sei
p

irredentist ,

plats .

Es gilt Lp
's cap ,as ,

< psccp ,

bs
.

Wire
Cpa > = peers

= Cp ,

b )
,

so goibe
es

he ,
s ;

hit
rn

at s
, p=1 = rzbtszp



⇒ A = Crna -1 Snp
) C rzbtszp ) =

r ,
rzabt rnszaptrzssbptsnszp

?

C- Cps ,

da ab Edp > Z da

P
beine

Einheit .

Also ist E Cp,
as ¥

R
.

Da R Haupt
' dealing ist

,
I

de . < pas
= Lds ER .

Dawid

d € R*
.

Dana
F c

,

e :

p
-

- Ced
,

a -_ e. d
.

Da
p

irreduaibd

ist
, folgt c E R* ⇒

a
= ed = e c- ^cd= eep

C- Cps
also pla .

Dawit
ist

p prim . pg

3.6.tk#oroarHauptidealn-ugesindfaktoriell .

Beavis : Haupt
.

dealing
and noelhersch

weeper
3. 6.2 and nultkitofni a .

V
.

Da Wigen
3. 6.3

irreduzibk



Element prom
sind

, fogt mit

Satz 3.5.13
, dap Hauptidealringe

ferktoriell
and

. D

3.6.si#Satz
Sei R ein Hanptidealring ,

an
,

-
. jar ER

1) Can
,

.

.

. ,ar >
= Lggtca . ,

.
 . yard )

hrsbesoudve gist is
eine Darsteltuug

ggtcan ,
. .

.

,
ar )

= Xnant
-

.

- +

Xrar
2) cars n

-
.

. near ) = Lkgvcan ,
- -

- sard

Bennis
-

:

a ) Da R Haupt ideating
ist

,

ist

Lan ,

- i

,
ar ) = Cd > fair ein d

.

Esgilt
ai

E Cds ti ⇒ dlaiki

Aupvdun
de Cano .

.

,
ar > ⇒

I Xi ER : D= Xian t -

-

- + Xrar
.

Sei d
'

ein
Teilo von ai Ki

,

damn gilt
d

' tuft Kart
.  -

- txrar =D
.

Damn
't ist D= ggtcan ,

- - .

,

ar )
.

2) Der Schnitt ist een Ideal
,

daher I me . Lass n
. .  -

n Lars = Lm >
.



⇒ m E Lais ti ⇒ ai Im ti
.

gift a ;
I m

' fi frit ein m
'

,
so

folgt
m

'
E Lais Ki

 

⇒ m

'

E

La ,
> n

. .  . n Lars = Lms ⇒ m Im
'

⇒ m
= kgvc an ,

-
-  

. sar )
.

D

Bsp :

1) In Z ist 26,153=23 >
= LggTCGsJD

26 > nuts =

230
> = LKGVCGTTD

2) QCX
, y

] ist bein Hauptidealnhg .

CX
, y

's kann nicht von
einem

Polyhom
erzcugt

werden .

¢Cxiy3
ist faktoiell

Cohere Beavis )

also ex

' shirt ggtcx , y ) =1
.

Aber Cx , y
> ¥ LAS = QCX , y ]

.

3.6.6Lemma Sei Rltauptidealring ,

-

a E Rl C Rio dos )
.

Damn ist

< as maximal ⇐ a irreduzibel

Bennis :
"

⇒
"

Lemma 3. 5.8

( R nullteilerfrei n .

U
.
)

.



u

⇐
"

Sei a irreduzibel
,

Seo

C as c
Lb > c R ⇒ a E Lbs

⇒ I c
: a

= bc ⇒ b ERK

• der c
E R

*

1- Tall : b E R
't

⇒ Cb 's = R

2. Fall :
C C- R* ⇒ < a > =

Cb >

⇒ Las ist maximal .

pg

3.7-Euklidis.de#inge3.7.1-DefEinnulltcilerfnier

Ring

heist
euklidisch wean

-

Z v : Rlds
→ IN

,

ta
,

b E Rko 's mit rca ) > ✓ Cb )

Z
g ,

r ER :

A) a= gbtr

2) r=o
oder rcr ) L r (b)

.

1) heist
down Division m

't Rest
,

v heist
iuklidische Norm .

-



Bsa

A ) 72 ist euklidisch mit rears lat

z ) KC × ] ist euktidisde not r= deg
.

Bsp fir eine Polywom
division :

( XY - 1) .

.

(542×+1) = XZ -2×+3

- (44+2×4×2)

-2×3=-1
- ( -2×3-4×2 - 2x )

-

3×2-12×-1

- (3×2+6×+3)

¥4 Rest

( x
'

- A) = ( Kats ) . ( X42xtn ) -1 (-4×-4)

-
-

- -

a 9
b r

Dalai gilt degrcdegb .

Fair das Verfalven beeiotrger air
, das

K een Kerper ist
,

denn more map

durch Leitkoeffizieutu take
.



3.7.2sa.tt

Euklidische Ringe sind ltauptidealringe .

Beweis
: I -_ Los rot von O erzurgt .

See I # Los
.

Woihk m EI mit

mini
.

maker r
.

Behe .

I = Lm >

u

>

" klar

u

C
"

Sei b EI
.

Division wit Rest

unit m liefvt b =

g.
m tr

wit ✓ Cr ) c ran ) oder r=o

⇒ r
= b -

gm
E I

Da m
mini

-

males ✓ hate
,

folgt r=o ⇒ b= gm
⇒

b C- Lm )
. D

Bspy

R = Ici ] - fat bi la ,bEK3cQ

der Ring
der

gautier tyauschu tally

Sette r : Rhos → IN :

at bi te a2tb= latbil



Behe . ✓
ist euklidvsche Norm

.

Seier
atbi ,

ctdi E Kci ]
,

betrachte
atbi

Ftd
= ' Xt iy

mit

actbd

X =

⇒ , y
- 2¥81 E Oh

.

Wiihk
p ,g

ER mit
Ip

-Xl EH
,

I
g

- yl E
'
k

.

Dann
ist

lxtiy-cptg.is/2-(x-pRtCy-gJ2eYyt4yct

⇒ laetitia - Cptgi ) )
-

at ⇒

I atib - Cptgi ) Cctdi ) 122 Ict dip

Sette atbi
- Cptgilcctdi

) als

Rest
,

damn erfiitlt
C Kci ]

,

r )

Def 3.

7.1
.

Dawit rot KCi3 Haupt ideating and

faktorell .

BSI 7<[1+-17] ist Hauptidialnug ,

aber nicht euklidisch Cohee Bennis !



3.t.3.at

C Euhlidisdrer Algorithms )

See R mid r : Rko3→ IN euklidisd
.

Seier a
,

b E Rko 's mit rca ) >
vcb )

dit : q==a ,
by -

. =b

2. Shrift Berechue are
Division not

-

Rest q= g.
both

Weech Ry
= o dance ist

ggtca ,

b) = be
,

stop .

Sont Sette Az
: = by

,

bz : =p
,

and
wieder hole Schnitt 2 m

't

diesels
.

Riickwairtseinutzea lieut eine

Darshlluug ggtca ,

b) = xatyb .

Beavis we in I
.

Bsp :
Wrc buechner in ICIJ den

ggt
von

31-4 i und - Atri

-fII? =

Ertt2 =
45-4012

gtA6
25

12 - LEI -

-

I Es I -
- Ifl e

'

k

12 - Least = I I = El
⇐ 72



⇒ C-ttrzi )
- C2t2i)C3t4i ) tr

mit r
= (-1+121) - C2t2iK3t4i ) =

fttri ) - ( - 2 t Nyi ) - A - Zi

1- Zito
,

writer :

-

5ttOT3Iz4÷=⇐4i¥ttZ
=

I
=

-1+2
:

⇒

(3t4i)=①t2i)Ct

- Zi ) + O

⇒ ggT(3t4i ,

- tttzi ) = 1 - Zi

Dies iot nur
eindeutrg

bid auf

Eiuheiku ZCi3*= f It
,

Ii }
.

Andre ggt
and

- 1t2i
,

Zti ,
-2 - i

.



3.8Derchines.is#heRestsak3.8.1Def

Sei R ein konsmutatiuer

Ring
met A

,

In
,

Iz Ideate in R
.

Wir delirium
die

Sunny
Int Iz = fat b la EIN

, BEIT

and das

Product
In . Iz

= L ab I at In
,

b EID
,

das sind jewels Ideate in R
.

3.8.2Def_
In

,
Iz heifer koprihs i ⇐

Int Iz
= Ct >

BSI

1) Fiir Haupt
'

drab Ii La )
,

Iz=LbS

gift Int Iz
- La

,

b >

In . Iz
= Lab >

2) See R ein Haupt
'

deal ring .

Las ,
Lbs sad koprim ⇐



ggtca ,
b) =A C Salt 3. 6.5 ) ⇒

Kgv
Ca

,

b) = a. b ⇐ s

La > . Cb > = Lab > = Lkgvca ,

b) S
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