
2.lgmppen-2.tl

DefinitiouwderokBeispiele_Autographical

ZDef

Eine Gruppe
rot eine

Menge
G rousannnen

mit einer

Verkuiipfung
Cdh einer

Abb )

* a
G x

G - G : Cx
, y

) to x *

y
,

so dap folgeude Eigeushaftur getter ,

1) C Assoziativitiit ) t x. y ,
Z EG :

⇐*

y ) * Z
= x * Cy * z )

Wir slereiben dance X *

y
* Z

2) C Existent des Neutrals )

F e
EG :

e * x = x f x EG

3) C Existent von Inverses )

Fx EG I x' EG :
x' * x=e

Man newest x

'

das Inverse von X

and sihreibt XT
.

Wir beaudreau die Gruppe wit

CG
,

* ) coder auch new G
, falls

* aus dem ttontext klar ist .

Gift zusiih-h.ch



4) Ckommutativitiitt x*y=y*x

t Xi y
E G

so heist G abets oder kommntativ
.

Bsp 1 ) CK
,

t
)

,

COL
,

t
)

,

CR
.

't sind

abelsche Gruppen
.

O ist neutrals
,

- x das

Inverse tu X
.

2) CQ1h03
,

. )
,

C Rko 's
,

. ) and

abelsche Gruppen
.

I ist neutrals
,

I

das Inverse tax .

3)
1st M eine Menge ,

so ist

Sym CM ) :
-

- ff .

. M → M
,

fbijekhv }

mit der Kompositiou von Abb

line Gruppe .

Es gilt Assoziativitoit

( Analysis )
,

Edm
ist Neutrals

,

die Unrkehrabb CAnalysis ) das hnrerse
.

Ewthoiitt M mehr als 2 Element
,

so ist Sym CM ) nicht abelson :

Serien Xn
,

Xz
,

Xz in M
,

defihiere

f- : M → µ ,

Xr - xz

Xz m X3€3'T txt Xn ,XuX3



g
: M - s M .

.

Xr m xz

⇐I
,

tx # xnx .

Dann ist fo g
C xn )=fCXz)=Xz

go f C xn ) - gcxz ) -

- X
,

also ist fog # got .

1st M = LA
,

-
.

.

,
n }

,

so schreiber wir

Sin.

-

= Sym CM ) und bezeicheen

sie als Permutations gruppe
oder

¥¥ppe
and ihre

Element alsPermutation .

Mehr zur
Permutations gruppe

In :

-

Wir beschreibeu
ein Element 6 E IS

,

wie folgt : ( get, £2,68376%1 )2.12¥
:

Eine Permutation b
,

fair die es

{ an
,

.
.  

-

sak } i { brr . .

,
bn - k3= ht

,
-

-

-

in }



gibt
mit

An 92 93
- -

-

AkuAk
by '  '  - by - k

b = (
az as ay

.
- -ah a

,
by . .

 -bad
heiptk-Z-ykel.hr

Schreiber Kurz b= Can az
- .

- ak )
.

( ( an az
- -

-

are ) = ( azaz
- -

-

agar ) etc )

Ein 2- Zykd heist Transposition .

Eine Transposition Cig ) vertauscht

genome
zuni

Zahler i and j
curd

hoitt die andreu fest .

Eine Transposition
Cr its ) heist

Nadrbar transposition-

Bsd

$z= { id
,

CAN }

§= f id
,

( 127
,

Cts )
,

C 233,9231 ,

CBD }

2. 1.3 Safe I Slu I = n ! : = n . Cu - Doin
-



Bennis : Um eine
Permutation z

festtulegeu ,

missus wir Bilder fair alle

Zahler A
,

-
- in festtegen .

Fair 1

gist es n Miglichkeilen ,
fair 2

h
- A Glean 6 CA ) geht nicht ) now

.

Also gist es ihsgesanrt w ! Moglia -

keith
,

die alle Element der In
tiefggs

.

4Pop
Jede

Permutation Kann als Product von

disjuuktur Zykeln grschrieben werden
.

Bsf f =

1 2 3 4 56 78

( 3 4 56 1 z p z
) E $8

Verfolge die
Zahler :

1ms 3 ns 5 ms A

Z ts 4 to 6 to 2

7 to 8 is 7

To = ( 135 ) ( 246 ) ( 78 )
.



Bennis von
2. 1.4 : Koustruktiv ;

-
Fir i C- hi

,

- - in
} ist i in einem

Zykel ,

man
Kaan ihu mit i

beginning

antschreibeu : ( i zci ) Rci ) .
. . zktc , , )

bis man
k finder writ zkci ) - i

.

Es ist nicht Megha , deaf bkcil-zt.ci )

for Ocjck ,

denn da to bijektiv ist
,

folgt
damn 6k

- it '

( it = i und

man
heike shorn fruitier gaudet .

Betrachk ein go ,

das nicht ihr

usher Zykel liegt and fabre fort .

D

Zykel der Lange 1 lassen air
weg

:

( Az ) ( 36 ) C 4) C 5) =

(
236

4455 )

= ( 12 ) C 36 )
21 6 3

2.t.5lemma.su

CG
,

* ) eine

Gruppe
.

A
.

Das
neutral Element

ist eindeutrg

bestimmt und hat die Eigeuschaft

x * e = x K X GG
.

2
.

Sei x
EG

.

Das Inverse x

'

ist

eihdeutig
bestimmt und erfiitlt



× * X-1 =

e
.

3
.

Fir x
, y

E G gilt f) Ix

wind ( x *

y )
- '

=

y
"

* x

- n

.

Elbing .

Notation Als lrerkuiipfungssynrbolverweudeu

wir oft a

.

"

und schreiber down 1 fir

das Neutral
and X-1 oder I fir

Inverse .
Vermeulen ur

"
t

'

,

schreiber

wir O bzw
.

- X
.

Dies ist nur

eine
Schreibweik , augelehut an

dei

iiblicheu Bsp .

Notation :
Sei CG

,

. ) eine Gruppe ,

X E G
.

Wir setzer Xo : = e and

fiir i EIN rekursiv x

"

: = x. Xi Y

,

und x

"
= ( x

'

)
:

.

Man sieht leicht
, dap

x

"

. xJ= x' to

,

⇐ It = x
's

.

.



2. 1.6 Def Die Ording
IGI einer

-

Gruppe
ist dei Anzahl ihre Element

,

falls G urdlich ist
,

und a roust
.

2Def
Erfiillt G new 2. A

as
,

sohu.pt
G Hatbgrwppe

( Bsp :(Abo
,

-1 ) )
,

erfiiht G 2.1

( a ) and CZ )
,

so heist G Monoid

C Bsp
: CIN

,

t ) )
.

3spcfeie Gruppen
)

Sei A-  = La ,b ,
c

,

.  
-

3 eine
eudh

'

che

Menge .

Ein Wort vibe dear Alphabet

A iot eine
eudlvche Folger

w
-

- Ln
-

- - Ln init n E IN
> o

,

di EA
.

Ist w

'
ein writers Wort

,

so

detiniert
Hintereinaudesihreibeer eine

assortative

Verhuiipfwngo
out do Minge

alter Worker G
.

Wir erhalhn eine

Hahbgmppe . Teigen
wir das Ture Wort



e hinzu
,

ist CG
,

o ) Monoid
.

Fiigen wir unite Buchstalde air
, by .

.

unit de Rigel
aah = at a

-_ e
,

b 5h -_ b-
'

b -

- e
,

- -
-

Zu
,

so e
halter

wir die facie Gruppe erzeugt von

-

A
.

-

Zum Beigsiel
ist CZ

,

t ) dei freie

Gruppe
erturgt von 113

.

21.9

Def See CG
,

. ) eine Gruppe .

Free
.pt Uetergruppe ,

falls CU
,

. )

( wit der Eiuxhrainkuug
• luxu )

wieder eine Gruppe ist

€roposition :(Unlergruppeukrilerinm )

Jee. C G
,

. ) Gruppeund 0 # Uc G
.

U ist Untergruppe ⇐

V-x.y.EU
:

Xy
EU and Xt EU

.



Bennis
-

:

"

=3

" Dawit CU
,

-7 Gruppe ist
, mfs

• fun

:uUxU→
U getter ,

also xyfu

fiir x
, y

EU
.

N .

V
.

existiereu die

Inner seen in U
.

Da did hrnerseer in

G einduetrg
Sind

,

ist X

"

( das

Inverse in G ) in U
.

"

⇐
"

Da
Xy

EU Fx
, y

EU ist

• he

:uU×U→

U
.

Assoaiativitat gilt ,

da sie
in G gilt .

Da Uto

F x EU
,

n .

V
.

I donut and X

-

tell
,

und dann Xt . X
=

e EU
.

Da e

Neutrals in G ist
,

ist es das and

ih U
.

Die luverseee existence

h .
V

.

in U
. D

Bsd n ) C L - his
,

. ) ist Unter
gruppe

von Cahors
,

. )
.

2) K C Oh
,

Kc IR
,

Q CR

jewels
mit t and Untergruppen .



3) Sei n EZ
,

Sette uk : -_ fnzlz E 23

die Menge
alter durch a Kilbourne

Zahler .

Cuz
,

t ) ist Uutvgruppe

von CK
,

t ) ( iibung )
.

Z.Def

Seier CG
,

. )
,

Ctt
,

* )

Gruppen ,
f : G - H eine Abbilduug .

f- heipt ( C
Gruppen

- ) Homo - ) Morphism

( strukturerhalteude Abb )
, falls

V-x.y-CGfcx.gl - fcx ) * fly )
.

Bsf A ) a ER
, fa " ( R ,t ) → f Rt ) :

x - ax

facxty )= acxty ) =

axtay
= facxltfacg )

⇒ fa ist Morphism us .

2) Sei C G . I eine frappe , g
EG

.

Die Reefstranslation

Rg : G - s Ge . x to xg

und die Links translation

Lgn .

G → G : x tsgx

Sind heine Gruppen homomorphisms

fit g
te

,

denn Z .

B
.



Lgcg
. g) = of

,

Lgcg ) . ↳ Cgl =g4
,

woire g3=g4 ,
so wiirde durch Nuit

mit (g351 folger
e=g

E
.

3) Die Konjugation mitg

ig :
G - G : x us g- nxg

rst ein bijektiver Morphisms
:

igcx
- yl

=

g-
'

x
.

y
.

g
= g-

'

xeyg

= g-
'

xgg

-

tyg
= igcxtigcy )

Surjektiv
: gxg

-1 ist Urbild von x
,

denn igcgxg
'

) = g-
'

gxg "g= exe --x

-1
- n

lniekhv : Sei

gxg
=gyg , dam

folgt nach Mutt von links mit
g

and ron nechts writ

g-
1

X
=

y .

2.1.12 Lemma
-

-

Seier fr : CG
.

,

. I → C Gz
,

* )

fo : ( Gz
,

* I → C Gz
,

x )

Gruppen homomorphisms ,
dauer ist and

fzofn : (Gn
,

. ) → CG3,x ) ein

Gruppen homomorphisms .

Beavis : fzofncgh ) = fzff , G. 4) =



f- off . (g) * fzchlffzcfncgyxfzff.ch ) ) .

D

2.113kt

Sei f. CG
,

. I → C Him

ein Morphis
mus

.

s ) f heist Monomorphic ,
falls frhjehtiv .

2)
" Epimogshivmus ,

falls four jektin .

3) " Isomorphisms , falls f bijektiv

4) "

Endorphins
, falls

G = It
.

5) " Hes ,
falls f

Endo

- t Isomorphisms
ist .

Existiert fir Gruppen
G

,

H ein

Isomorphisms ,
so

schreiber wir

GE He
,

G iot isomorph zu
It

.

Isomorphic
ist line

'

A'quivaleez
relation C side

2. t.tt 2.1.14 )
.

Bsd
Die ltonjugatrou ig

iot ein

Automorphisms
.

Z.de#rop-osition

:
Sei f : CG

,

e) → CH
,

* )

ein Morphism
us

.

1) flea )
-

-

eh

2) fCxY= fCx5
'

tf x EG



3) 1st f bijektiv ,

so ist f ? It → G

ein Morphis
mas .

4) 1st 0¥ UCG Ucrtvgmppe ,

so ist

ouch f Cut c It Untograppe .

5) 1st ol # VCH Untoyruppe ,
so ist

and f
-

'

Cv ) c G Untwgruppe
.

6) Imf  ist Uutvgruppe
von A

.

7) Kerf : = f-
'

Celt )
,

der Kermit
,

ist Uutcrgruppe von G
.

Beuys :

1) f leg ) -
- flea -

es ) - f- Ceos ) * flea )
,

durch

Multiplication
unit flee )

' erhoitt man

f- Cecil = et .

2) fcx
'

. x ) = fees ) - e*=fCx' I fail
,

aus
do Eindurtigkeit

der Inverses

folgt fCx5
'

= fcx
-

Y
.

3) 1st f bijektiv ,

so existiert die

Umkehrabb f
'

= A  → G
.

Serien u ,v EH
,

settee x = f
- '

Cut
,

y
-

- f
- '

Cvl
,

dawn gilt

f-
i

( u
* v ) - f-

'

( fcx ) * fly ) ) =

f-
" cfcx.gl/--idgCx.y1--



X. y
= f- Cu ) . f-

 n

Cvl
.

4) Seim u
,

v E flu ) ⇒

Fx
, y

E U e

. f- Cx ) -

- u
, fly )=v

.

Da U Untergruppe
ist

, gilt

x
y

EU ⇒ fcxy ) = fat * fly )

-u*vE flu )
.

Auch X
'

EU and damit f C ×

- n )

f-Cx )
'

= ut E flu )
.

Da Utf iot faded
,

daenit

ist das Uutergruppurkriterinm 18.4

erfiittt and fcu ) CH ist Uutegruppe

5)
geuauso

6) folgt
aus 4)

,

da GUntugruppe
von

G ist .

7) folgt aus
5)

,

da ( he # 3
,

* )

Uutogruppe
von It ist

.

pg

Z.tl#emmaSei f : ( G
,

. ) → C It
,

* ) Morphism us
,

f injektiv ⇐ Kerf = Leg }



Bennis :
"

⇒

"

Da f Cea ) = e
#

,

ist

eg E kerf .

Fiir x E Kerf

gilt fcxl
=

EH ⇒ f Cx ) = fled

⇒ x = es
,

da f injektiv

⇒ Kerf = LEGS
.

"

⇐

"

Seier x
, y

E G mit fcxtfcy )

⇒ e
#

= f Cx ) * f- Cy )
'

=

f Cx ) * fly
-

n ) = f C x.
y

"

)

⇒ x -

y

"

E Kerf  = Leg }

⇒ x
y

'

= eg
⇒ x

-

y .

¥pen
D

¥
Def Sei G eine Gruppe and

~ eine Equivalent
relation auf G

.

~ heipt
wit do

lgmppurstmktuvertroigh.ch
, falls f x. y ,z

E G :

x -

y
⇒ ZX

N zy
.Df

Sei UCG eine llutegruppe .



Fiir U definiens wir eine Aiguivaleuz
-

relation auf G durch

×
- y

: ⇐ x'
'

y
EU

fir x. y
EG

.

2. 2.3 Lemma Dre Relation - ist

-

eine wit der lymppcnstrukturuertnigh.ee

Equivalent relation .

Eire Equivalent
blame ist

[ x I = x. U :
= { x. u fufu }

Bennis :

Refktivitoit : X - x
,

da I X =

e EU

Symmetries X -

y ⇒ x'
y

EU ⇒

( x'
y

)
-

'
=

g-
'

(x-D '= gtx EU

⇒ y
- x

Trausitivitoit : x
-

y , y
- z ⇒

x'
y , g-

'

z EU ⇒ Hy ) . Cy
-

⇒ =

X' Cyy
-

Tz - x

- '

ez = x

- '

z EU

⇒ X NZ



Vertraegich : X -

y
⇒

x' yell ⇒

X-tz-hzy-fzxjtzy.EU
⇒

zxvzy
.

Sei Cx ] nice Equivalent klasse
,

y
E Cx ] ⇒ X -

y
⇒ Ely EU

,

settee u := x

-

ng
,

dawn ist
y

-_ Xu

⇒ C × ] c x
. U

.

Sei
y

E x. U⇒ y= x
-

u fir ein

u
E U ⇒ x'

y
= u E U⇒

YE Ex ]

⇒ f × ] = X . U
.

D

Die Menge
alter A guivahnzklarsen

wird mit Gyu bezeichuet
,

x. U heist
Restklasse von x

modulo U
.

Bsf : 6=2
,

U=n2
,

G/u=%z

Eine A
 '

guivalenzkhasse Ex ] ist

die Restklase { yl y X mod n }
.



Kfz erbt die lymppurstsuhkr von I
,

i . e
.

die Verkniipfung Cast C his = [ atb ]

if wohldetiniert .

Das fuuktiouiert
nicht fir beliesrge U

,

Sanden new fir Normal toiler :

2. 2.4 Def Eine Untergmppe UCG

-

heift normal oder Nonvoter falls

FXEG
,

u
EU gilt

xu
E U .

x : =
Lu '

. x ) n' EU }
.

Dies
ist Equivalent

zu :

Tx EG
,

ut U gilt

xux

' E U
.

1st G abelsih
,

so ist je de llutergruppe

Normal toiler
.

Bsf 1) nk ist Normal tiler
.

z ) U= { id
,

021 ) C $3 ist bein

Normattciler ,

deem fir 6=023 ) E $3

gift fo Cryo 6-
t

- C 23 ) CR )C23 )

= C 13 ) IE U



r

2. 2.5 Sate Sei CG
,

- ) eine Gruppe .

-

1) Eine Uutergruppe
Uc G ist

Normatteikr
⇐ auf Glee

ist die Operation

Cx 3. CyT= Cxy ] E Glu

wohldefiuiert .

2) 1st UCG Nomatteiler
,

dann ist

( Glu
,

. ) unit der in I ) definite

Verkuiipfung eine

Gruppe
mit

Neutralism Ce ] -

- U
,

fiir

Inverse gilt Cx 3
-1

= [

x-D
.

Man meant Glu die Faktogruppe

von
G nach U

.

Die Restklanenabbildung

IT : G → Glu : x - Cx ]

ist ein lyruppeuhomomaphiomus

mit Ker Crt ) = U
.



Bugis :

1)
"

⇒

" Sei U ein Nomattciter ,

Cx ] , Ey ] E Glu
.

Sei x' E Ex ]
,

y

'

E Cy ] ⇒ x' = Xu
,

y

'
-_

yv

fir u
,

v EU
.

⇒ x

'

y

'
= XU y

v
.

Wir wollen
zeiger ,

x'
y

'

E Cx -

y ]=XyU
,

also
xuyv

E xyll .

Da v EU

ist dies Equivalent zu

xuy E x
y

U ⇒ uy
E

y
U

Das gilt ,

da U Normal triter ist
.

u

⇐
" Sei x E G

,

u EU
.

U= e. U= [ e ] = C x. x

"

]

-

[ is . C x-D = Ex - us . Cx
'

I

= C x . u
. x-D

also ist xux
"

EU und

U ist Nomattciler
.



.

2) Wengen
1) ist die Operation

wohldefiuiert .

[ e ] . Cx ] = [ e
- x ]= Cx ]

,

also

ist Ce ] = U Neutrals .

[ x-D .

= C x-1 x ] - [ e ]
,

also ist Cx
" ] Inverses tax

.

ITC x -

y )= Cx -

y
] = Cx ] . Cy ]

= ITCH .

Fly )

Kern (A) = fix EG ) Cx3=Ee3=U }

= U
.

D

Bsp n Ic I ist Nomatteiler

Die Addition rn khz ist

wohldefihiert .

Wir schreiber In
'

-

= 7%72
.



2.2.6satt-CHomomorphiesa.tt

)

1st f : G → H ein Morphisms ,

damn gilt
:

1) Ker Cf ) ist Normal tater von G

2) Die durch f induzierte Abb
.

I " Kerf
→ Imf :

[ x 3 1- fcx )

ist wohldefiniert and ein

Isomorphisms
.

Berg :

1) Sei u E Ker Cf )
,

x E G ⇒

f- C xux

- n I - f Cx ) f- Cw ) fast
'

= f Cx ) e*fCxT= fcx )fCxH=e*

⇒ Xux

"

E Ker Cf )

Daunt ist Ker Cf ) Nonnatteiter .

2) Sei Cx3= [ x' I E Ghcerf

⇒ xn x

'
⇒ X

"

x

'

E Kerf

⇒ e*= f C x

'
x' I = fCx5

'

fcx
'

)

⇒ f Cx ) = fcx
' )



Also ist I wohldefiniert .

ICCXI - Cup ) = FCCXYI ) - fcxy ) -

f- Cx ) fly ) -

- ICED ICED

also ist I Morphisms .

I ist offcusichth.ch Surjektiu .

Seier [ x ]
,

Cy ] E Glkerf mit

f- Cx ) - Ices ) = Icap )
= fly )

⇒ e*= fCx51fCyI= f Cx
-

Tfg )

= f C x

- n

y
) ⇒ x

"

y
E Kerf

⇒
x my

⇒ CxJ= C
y ]

,

also

ist I injektiv .

pg

2.3Erzeuguisseuudz-yhhi.ch#lgruppen2.3.ADef

Sei G eine Gruppe ,

Sc G eine Teilmeege .



Dann
ist

LS > :
= n u

Scu

CG

Ullutogmppe

die von
S erzeugtellertogruppe .

2. 3.2 Lemma
-

.

( s ) = f winter in S bzw .

du Inverses

der Element von S3

Brewers
:

,

C
"

,

da die rechk Seite Uukrgmppe U

mit S cu ist

no
"

,

die
rechk Seek iot in jeder

Uutogmppe ,

die S euthatt
,

und

daher
and

in Schmitt .

D

Bsf

A ) Gluck ) C die Gruppe
der iwvertiubareu

nxn
- Mathieu

vibe einem Kooper K )

wird erzeugt von Eleureetarnratizea
,

da man jede
Matrix roller Range

wit Elemental matrix ( elementary

Zrikuuenformuugee ) out die

reduaiuk Zeilustufeuform
,

also die



Einheit matrix An
, bringer harm

.

2) I wird von
A erring .

3) In wird von Nachbar transpositions

erring
C side ggf . Linear

Algebra
1 )

.

4) Kfz wird von [ A ] erzugt .

23ef
Sei G eine Gruppe ,

K = { Cab ) Cba )
"

la
,

BEG} ist

-

=aba-^b
"

die Menge der Konnnutatoeu
in G

,

[ G. G ) i =
LKS die von

K

erzcugkkommutatoreegrup.pe
.

Bemerkuug : CG ,G ) = fed ⇐ G abelsch

Z.3.lt#enmeeCG,G3ioteewNomaItu7er

.



Beavis
: Sei

g
EG

,

u=
aba 'S "

ECG ,G]
.

Dann gilt

gag
"

= gaba
- '

b-
'

g-
'

=

ga⑨g1b⑨g ) a-
'

Cg-1g ) b-
'

g

'

=

gag
'

gbg-iga-ig-ngb-g-1-gag-igbg-ncgag-T-ncgbg-MECG.GS
.

Mit Rrodukteu von Komumtatorea uwfeiwt

war
analog - D

2.3.SK#orollar

Sei G eine Gruppe ,

U ein
Normal tiler

.

Glu ist aselsch ⇐
Us CG ,G ]

hrsbesoudve ist GKG.GS abelsch .

Beavis : Cas Cbs = Chicas ta
,

b ⇐

[ as Cb ] Cat
'

C 551 = [ ET ta ,b
⇐

Cabot
's -13 = Ce ] ta

,

b ⇐

U= e. U - Ce ] 3 LK 's = [ 6,63
pg



2.

3.6
Def

-

Eire Gruppe
G heist Zyktisch

,

falls I g
C- G -

- G = Lg >

Bsf
: I

,

7%2=2

and zyklisch .

2.3.FI#Sei
g

E G
,

ordcg ) .

. =/ Cg > I

heist
dei ↳ von g .

Bsp :

n ) Fir C 23 E Kfz ist ord CCD )⇒
,

denn CEI ) = { Co2
,

C 23
,

C 43 }

2) Die Ordway eines k - Zykels

in Sir ist k
.



2.3.84

C Lagrange
)

Sei G eine
eudhihe Gruppe ,

U

eine Uukrgruppe
.

Dawn gist

1Gt -

- lui .

1%1

hrsbesondve
ist die Ordnung einer

Uutogmppe
ein

Teeter der Gruppen
-

ordering .

Bennis
: Die A' quivabnz relation

fiir
U C Siebe Def .

2-2.2 ) zerlegt

G disjuaht
is 1%1 Ai guiraleuz

-

klassen . Wengen
2. 2.3

hat jede

Klasse
die Form X

. U
,

also

Ix . UH 1W Element . D

2.3.9korollar-seiGeudh.ch

,

g
GG

.

Dann gilt ordcg )

11Gt
.

Z.3.to#olar

Sei G eine Gruppe

von Primzahlordnuug .

Dann ist

G zyklisch .



Beavis
: Sei

g
E Gilles

.

Da

(g)
c G Uutrgruppe ist

, folgt
printed

• rdcg ) = 1cg > I 11Gt ⇒ legs I =

161
⇒ Cg > = G

.

D

2.3.MSatt-seiGtykk.sk

.

Falls G uueudhihe Ordway
hat

,
so

ist G E Z
.

Falls 16km
,

so at G I Em
.

Bennis .

-

Sei G = Lg >
.

Sette fcn ) : =

g

"

,

dann ist

f- : I → G ein Gruppen

homomorphismsC dean fcntml
=

g

"

!

g- gm= f Cut - fcml ) .

f-
ist surjekhv .

Dawit ist Ker Cf ) c I eine

Uutvgmppe ,

also Kercfl = m2

fir ein m
.



Falls m
-

- O ist G EZ
,

falls

into ist GE %z - Em .

Der ersh Fall tritt uh genome
damn

,

wenn
161 =D

,

do twerk guan
dam

,

wenn G eerdlich .

D

2.31250ft

Sei G zyklisch .

jade Uukgruppe
von G ist zyklisd .

Beuys :
Sei G -

- Lg > und U -_ he 3. Sei

a
:=min {

j
Emiko Igt

.

EU } .

Been : U=

Cga
>

"

3

"

klar
.

.

C

"

Sei u
EU

.

Da u
EG

Z b E Zee u
-

-gb.

Scheibe b nach
Division not

Rest als b =

g.

at
r wit

oerca
.

Damn gilt u= gb = got
-

atr

=

gala . gr = cg49.gr ⇒

gr =
u .

Cga ) -9 E U



⇒ r
-

- o ⇒ u= (5)
9 C- Lga?

D

2.3.t3.su#Uutergmppentyklinherfruppenj

Sei G eine Gruppe , gf G
.

a ) ordcg ) = min fu Enso (
g

"

-
e }

Iusbesoudve god = e
,

< g)
= he ,g ,

g2 ,
.

. .

,
gooks

' - '

}

z )
g

"

-

- e
⇐ ordcg ) In

3) Hat g
eudliche Ordway and

ist JEN ,
so gilt

od ( gli
) =

ordcgsggtcordcgl.gr)

4) Hat
g

eudliche Ordway n
and

ist d E IN
,

d In
,

so sand die

Element von Ordering
d

'
mit

d
'

Id in der ron

g errington

zyklisdun Uutvgneppe guan

die gk
. 'd

mit k EN
.



Dalai hat

gkeFOrdmmgd@3ggTCk.d
) = A

.

5) 1st G zykksch
der Ordering a

,

so gist es zu jealous
Teeter d In

gwan
eine lbrteymppe

Ud der

Ordering
d

.

Bennis .

-

n ) Lg ) ist zyhlisch ,

mit 2. 3.7

ergibt sick Lg ) E {
Z

Zm

Falls Cg > ER
,

so ist ordcg ) = a

and L n E IN
> o Ig

"

= e3 ist

uuseschraiwkt ,
da f : I → G : Ang

Isomorphisms
ist and g

"=
fcu ) # e

fir u # O
.

Falls Lg > I Km
,

so ist ord (g) =
m

and Rm - G : [ isms g
ist

n Swnrnnanden

Isomorphisms
.

-

Da m
-

- min fu I Cr ) t - - + Cn ] = o ]

ist and m= min f n
I

g

"

-- e3
.



2) "

-3

"

gn=e ⇒ min Lj I g5=e3 En

⇒ ordcg ) Eh
.

Sei o - dog )= m

,

Schreiber

n
-

-

of
- mtr

,

OERL m C Division mit Rest )
.

Dann ist e=gn= g9-mtr-cgmj9.gr

= e.gr ,
da ram and gree folgt

r
-

-
o

⇒ n
-

-

Of
- m ⇒ mln ⇒

a rolled In
.

u

⇐
"

and (g) In ⇒ I
g

: n =

g
- ordg )

⇒

g

"

= got
- odb )

= (gooks
) )

'
=

e

3) Sei m
-

- ordcg )
.

Sei j
EIN

und d=ggTCm,j )

Bek : ma = min Lk C- IN
, o

I ( g
't )k=e3

= od Cgt)

Da ( go )
'd

= (gutta
-

-

e
ist

MI E Lk lcgijk
-

- e }

⇒ ordcgsi
) E F

.



Sei RE Lkl (gsijk: e3 ⇒

Cgi ) e
⇒ gon -

e

⇒ ml jr ⇒ jr
ist ein

geineinsaenes
Vielfaches von m

and j .

Damn 't fogt

mad = kgvcmij ) I Jr
.

hrsbesondere MI I r
.

⇒ ma I mind kkgnk=e3

⇒ Fel ordcgsi )

Da and ordcgi ) E ma ⇒

ma = ordcgt)
.

4) Sei d ein
Teilo von n

,

d
I

em
Teeter von

d und

gt E Cgs
ein Element der Ordering

d
'

= hggtcnij ) .

h

⇒

g ⇒ , ,
Id ⇒ £1ggtcuij)



Da ggtluij ) Ij foyt 2- Ij

⇒ I k :

g-
 

= k . ha
.

Damn 't ist gJ=gkE in der geurihnhks

Form darpsklls .

Sei uengekehrt
ein Element der

Form gk
. £

gegbees ,

ur women

High , dap ordcgte ) I d
.

Es gilt ordcgk
'd
) - ggFT.kz )

,

h

und a I ggtcn ,

KE )

⇒
=

ggtcu.kz ) / d

⇒ odcgk
'd

) Id
.

Es gilt
ad ( gk

'd ) = d ⇐

gghtcn.kz ,

= d ⇒ I -

-

ggtcn.kz/--ggTCd
. I

,

k . Fe) ⇐



ggtck ,

d ) = 1
.

5) Zu jedun
Teeter dln

betrachk

Ud
:-CGE )

.

Dies

Uertvgmpp
hat Ordinary

d
,

da

od C GE ) = hggtcn
,

⇒

= d
.

Weger 4) and alle Element der

Ordway
d C da dtd ) von

do Form gk£
and dams in

Ud euthalku .

Sei U
'

eine Hertog ruppe
der

Ordering d
. Weger 2. 3.8 ist

U
'

zyklisch ⇒ F h E G
,

ordchl
-

- d
,

W = Lhs
.

Dann rot aber h E Ud ⇒

U' c Ud ⇒ W' = Ud
.

pg



2.3.tk#Def

Sei G eine Gruppe .

Wir delirium auf fu I U ist

Uirhrgruppe
von GI eine

Teilo - during
durch Uele

'
-

. ⇐

Ucu
'

Wir stellar dies Relation als

Diagram
( Verband ) dar

.

Fir n E IN
> o

dehiniereu wir

auf Ldl din ) eine Teilordnuug

durch de d
'

e ⇐ d Id
'

.2.3.15Koro Uar

#ruppm verband einer

zyhlischeu Gruppe
der Ordering u

ist gleich
dem der Teilo von n

.

Deweese

Sei G -

- Cgs . Jade lbrtvgmppe

ist von
do Form Ud -_ Lg

#
S

= { gk
- na Ik EN 3

.



Daher gilt Ud C Ud' ⇐

f- ist ein Vielfadus von

has
⇒

d Id '
⇐ d Ed

'

p

Bsp Der Untugruppesverbaud von

¥36 ist

I

=L0,1
,

2,3 ,

-
.  -

,

353

36

/ \

2,8=-225-135
I742 IWOR

,
4,6 ,

.

,
343

{ 0,3 , 6,9 ,
- - -133) \ I

I
245=C6S=g| 726 196,14 .

. .

,

= f 0,48 ,

- .  .

,
323

303¥4/\/food
,
} :*zEazs=

L res
E K2

\ /
to

,
12,243

"

to ,r83
Lehto



Z.4freielyruppenwrdRelatiouen.hr
neratlgemutwulabstrahieren Bsp .

21.8 :

2rJef Sei A eine endlicher Menge .

Eine Gruppe
F heist fee

erzeugtrout

,

falls
F folgurde

universelle Eigeuschaft
erfutllt :

f Gruppe
G and Abb 4 : A → G

F ! Morphisms
F : F

→ G
,

der

4 erweitot :

A
4- G

in :÷¥
.

.

.

-

-

'

Ini

Eire Gruppe heist fri
,

wenn eine Menge

Act
existent

,

die F foci erzeugt .

Bsf I ist foci
,

I wird foci erzeugt

von
l

.

I wird nicht von 92,33

fri erring ,

aber 2=22,33 .



hrsbcsondve eutheitt nicht jede

erzurgude
Teil

merge
nine foci erzeugude

Tail merge
.

3.4¥C frie Gruppe ,
Eiudeuhgkeit )

Sei A eine
eedliche Menge .

Dana exiotiert

hi
-

Instars eine fei von
A erzeugk

Gruppe
F C bit ant kauouishe Isomorphic )

.

Beavis
: Seine F

,
F

' Ari erzeugt rout
.

if
'

A → F
'

¥
.

if
.

-
a ! I

F

' -

A
→ F

.

! !. ¥ ±
IEEE:*:*

.

I
-

- 4- off and
,

aus
do Eihdeuhrgkeit von

I folgt

idp
= To 4T

.

lyeuauso idp
' = 4709

.

⇒ FE F
'

.

D



Kawanishi : die Isomorphisms F  → F
'

,

F' → F sad id auf S und

Sind die einziger Isomorphisms ,

die

rolls erweiton
, Weger

der Eiudurtrgheit

in der
universelle Eigeuschaft .

2.4Cfscie Gruppe ,

Etiokuz )

Sei A eine
ehdhihe Menge .

Dana exiotiert

eine von
A fri erzcugk Gruppe .

Bennis : Wir zeiger ,
day die Gruppe

ours Bsp .

2.18 die
universelle Eigeusdaft

erfiittt .

.

F = Menge
do Witter in A and A-

1

In

= far -
-

- Lulu EIN
,

di EA
.UA" 3 fu

wobei f Works x
, y ,

a EA :

Xaa
'

y
v

Xy ,
Xa

'

nay -

xy

Hintoeinaudwslreibee
ist arsoziahiv

,

das here Wot
E iot neutrals

,

in uenghehrkr

Reihenfolge Schreiber and involves lictor

Inverse .

A c F
.

Sei G eine anime Gruppe ,

Y : A
→ G eine Abb

.



wir honstruieru rekwsiv eine Abb 4*

von do Menge do Winter durch :

E trs e

a. x to 4cal . 4- Cx )

a-
'

ex
- 4651 . 4*4 )

ta EA
,

Wort x
.

Nach Def iot 4* kompatibel
mit der

A'guivaleezrelatron
n auf der Marge

der winter
,

und liefot daunt

IT e

. F
→ G

,

dei Morphis mas ist
.

D

Z.4.lt#oLar
Sei F foci erzeugt

von A
, damn

rot LAS = F
.

Being :
Die freie Gruppe

ans Bsp .

2.18 btw .

Sat 2.

4.3
ist ron

A erzcugt ,

and sie ist eindeutrg .

D

2Rop
Sei F eine freie

Gruppe
. Alte freier Erzeugmdeusyohure

have die gleichen
Ahtahl

,

deer

Rang von
F

.



Bennis
: F sei fri erzcngt von

A
,

I Aku .

Die Menge do Homo -

morphine
F  → Zz

,

Hom CF
, Rz )

,

erfiittt I Hom CF
,

2271=2
"

,

also

being n her von
F as und nicht

D

von
A .

Dir schreiber Fu fit die von n

Elements foci erzugk Gruppe .

Bep Fn ± 2

Been A) 2×2=22 ist nicht foci

erzugt von
CI )

,

(9)
,

denn

⑦ t (9) = (9) t ( I ) ist eine
Relation

,

die zusaihh 'd zu deer lwveseer

⑦ TC
-

ft -

- e .
.

.

erfiittt ist
.

Man Kann 7.
B

.

nicht (f) rs ( r2 )
,

(9) ts ( 137 E $3
abbilden

,

dean

sorest

⑦ t (9) ts ( 121063 ) t nicht

wohl -

(9) t Co Its 9310421 defines .



In der Tat rot 22 nicht fri .

2) Endhihe Gruppen
Sind nicht fri ,

da ein Element g
end like Ordering

hat
,

also Z r : gr -_ e
und

som it gibt es eine zusoihhihe

Relation .

Man kann nicht

g
N 1 EZ

abbihden
,

da

gr = e
us

O I r =
At - .  - th nicht

Wohl -

gr
= go

.  - -

og
I defines .

2.4.co#orollar
Eine Gruppe

G ist

eudhih errand ⇐

GETTIN

fir eine
foie Gruppe Fu

und einen Normal titer N
.

Bennis n

⇐
" klar

"

⇒

" Sei G = CAS
,

IAI = n ca
.

Mit der universelle Eigcuschaft

finder ur T : Fu → G
,

der surjehhv
iot

,
da G= LAS

.

Sette N -

- KOCHI
,

dana foyt aus

dem

Homomorphiesatt

GE FYN
.

D



2.4.tl#t
Sei G eine Gruppe ,

ACG
.

( AJ ist der kleinste Namalteiler

von
G

,

do A euthatte

CAT = n N
.

ACN
CG

N Nomatteikr

24.862mA

C Aso
-

- f g. digit . .  . → ganging ;^)

MEN
,

Ei E HIM
, g .

-

EG
,

diet }

Siebe Lemma
2. 3.2

.

DefC Erzberger und
Relatroneu )

( AIR> : =FIRS ,

wobei
F die fri von

A erzugk

Gruppe
ist

,

it die Gruppe erzcugt

von A nut Retaken R
.

< AIRS heist

Pr-on
der

Gruppe .



Bspe

n ) Cx I xn ) I In

2) L x
, y

I
xyx

- '

y
" S EEZ

[ man
shrift manchineel

and
xyx

- n

y

-

=e

ode
xy

= yx

x - CI )

y
- (9)

3) Lx
, y

/ xyx
-

Ej , yxy -1×25

= he } :

X = Nyk
- '

x ) y

"

) = ( xyx
-1 ) xy

-

'

= YZX y
'

= ycyxy
- n

)

-yx2⇒ e
-

-

yx
⇒

y
= ×

- a

y

-

2= x2= yxy

- it

=

yy

- '

y

'

I
y

-

'

⇒
y

-

- e ⇒ x
-

- e
.



4) ( a
,

b I a2=b2=CabP= e >
I

$3 :

a ↳ CAZ )
,

b ts CAS )

ab to Crucis )=G32 )
,

es gilt

C 13213 = e

,

dies ist vutsaglich

wit do Relation ( abt =e
.

Die Gruppe
G -

- Ca ,b
I a2=b2=CabP= e >

bestest aus Worton m a
,

b

,
wobei a und b abweohsekd

hintereinander kommer
.

Es gilt ( bab5= babbab =

e

and Caba ) C bab ) = ( abP=e

⇒ aba = (bass
"

= bab
.

Miglichkeitur fair Water auto a ,b,e :

I
.

ab ab - -
- ab II abas

.  -
- aba

HI baba -
.  -

ba I baba -

-
bas

I Hochstein , 2 hliederholaegu
,

da Caffee
.

Aber ab ab = babb = ba
.

Also wer at
.

I ababa = aabaa = b

Also wer aba
.



II Nur ba
,

I bas = aba

as G= fe
,

a
,

b
,

ab
,

ba
,

aba }

Die Zuordnung Ats CAZ )
,

bins CB ) heft einen

Isomorphisms G → $3

÷¥i÷i÷i÷zi÷i:÷:

Bein
: Folgeude

universelle Eigeuxhatt

gilt fir Gruppen ,

dei durch

Erlanger
und Relations gegeseu

sad :

f Gruppen
G

,
Abb 4 : A

→ G

wit 4
*

Cr ) -

- e in G t r ER

( wobei 4* den ant den Worton

honstruiuke Morphisms aus
Jatt

2. 4.3 ( Etiskez freie Gruppe
) bezcichuet )

F ! Gruppen homomorphisms

Te .

< AIRS → G mit



To IT = y :

A
4- G

c a

I r

F
I F ! T

\
,

* ,

,

,*

I
=

'

LAIRS

T¥R8

Dies folgt ans der universelle

Eigeuschalt fir frie Gruppen ,

and

fir Faktorgmppen
.:

GIN
,

IT : G→ GIN erfiitku focgurde

universelle Eigurschaft : f Gruppen
A

,

Morphisms 4 : G → A suit

Nc Kera ) F ! 4- : GIN - A

mit Toft
 

= 4 :

Die universelle

G I H Eigeuschalt fair

a
Faktorgruppen

- zeigt man
wie

IT I - FIT bein ttomomophie
-

G1
I Satz

,
ihdeeu Mr

N 4- Ccgs ) -

- Tcg . NI -

9cg )

setter
.


