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Aufgabe 1 (1+4=5 Punkte)
Sei E := (e1, . . . , e4) die Standardbasis des R4 und sei α ∈

∧2 R4 durch α := e1∧e2+e1∧e3+e2∧e4+e3∧e4
gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass α zerlegbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung f : R4 →
∧3 R4, x 7→ x ∧ α linear ist und bestimmen Sie die

Abbildungsmatrix EMB(f) von f bezüglich der Basen E und B, wobei die Basis B von
∧3 R4

durch B := (e1 ∧ e2 ∧ e3, e1 ∧ e2 ∧ e4, e1 ∧ e3 ∧ e4, e2 ∧ e3 ∧ e4) gegeben ist.

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Sei V ein K-Vektorraum und sei (v1, . . . , vn) eine Familie von linear unabhängigen Vektoren in V . Seien
v′1, . . . , v

′
n ∈ V , und seien U := 〈v1, . . . , vn〉 und U ′ := 〈v′1, . . . , v′n〉 zwei Unterräume von V . Zeigen Sie,

dass U = U ′ genau dann gilt, wenn ein λ ∈ K\{0} existiert, sodass v1 ∧ · · · ∧ vn = λ(v′1 ∧ · · · ∧ v′n).

Aufgabe 3 (3+3=6 Punkte)
Seien V,W zwei K-Vektorräume und sei f : V →W eine lineare Abbildung.

(a) Sei f von endlichem Rang m ∈ N. Zeigen Sie, dass Rang (
∧n

f) =
(

m
n

)
für alle n ∈ N>0 gilt.

(b) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(1) f hat endlichen Rang.
(2) Für fast alle (d.h. für alle bis auf endlich viele) n ∈ N>0 gilt

∧n
f = 0.

(3) Es existiert ein s ∈ N>0 mit
∧s

f = 0.

Wir definieren die Spur einer quadratischen Matrix als Summe ihrer Diagonaleinträge. Für einen Endo-
morphismus f definiert man Spur(f) als Summe der Diagonaleinträge einer beliebigen Darstellungsmatrix
von f . Man kann zeigen, dass die Spur einer Matrix unter Basiswechsel invariant ist (das folgt zum Bei-
spiel direkt aus Aufgabe 3(b) von Blatt 10 der linearen Algebra I). Deshalb ist Spur(f) wohldefiniert.
Außerdem definieren wir

∧0
V := K und

∧0
f := idK für einen K-Vektorraum V .

Aufgabe 4 (8 Punkte)
Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Sei f ∈ End(V ) ein Endomorphismus mit charakteristischem
Polynom χf (x) =

∑n
k=0 an−kx

k. Zeigen Sie, dass ak = (−1)n−k Spur
(∧k

f
)
für k = 0, . . . , n gilt.

Die zusammengetackerten Übungsblätter können im Postfachzimmer A16 des C-Gebäudes
im 3. Stock im Briefkasten des jeweiligen Übungsleiters abgegeben werden.


