
t.Dualrauml.tl

Dualraum und Bidualraum

-

1¥08

C Dualraum )

Sei V ein Veklarraumiiber K
.

✓ : = Homie ( V
,

K ) heist
der

Duatraun
von V

.

Seine Element

heifer
Linemen .

Aus L At : Homa C yw ) iot ein

Vektorrawm ,

insbesoudve ist V em

Vektorraum .

Bsp

F) V=R3
,

f :
1133 → R :

+

(f) ts xtytz

ist eine Linear form .

2) V= KCXIED ,

a EK
,

§ : V → K : frs f Ca)

ist eine Linear form .



3) Sei V= { f- R→R
, f- sting }

Jab : V → R : f tsfafcxldx

ist Linear form .

1.1212mA

Sei V eudlich - dimensional
.

Dann ist V I V !

Bennis : Aus der Theorie der linemen

Abbilduugeu
and Mathieu CLAS )

folgt Hank ( V
,

K ) I Matches
,

K )

£ K
"

I V
.

D

1.1.3
C Duak Basis ) Sei dimarco

,

B. = { us ,

.
.

.

,
us ] eine

Basis von
V

.

wir setter v ! E V
"

,

u ; Cvj ) :
-

- Sij :
-

- { toEst

( Kronecker - Symbol
)

and B ! Lui
,

.

.  -

,
vi3

.

Bein : viv heingt von gain
B as

,



nicht war von Vi
.

Die Abbilduug u ? iot durch linear

Forbearing gegku
: up (

E
djvj )

-j=nn
n

Edjvicvj ) =

Edjfij
= di

.

j=r j=n

t.to#emmaCDualeBasiDSeidinzVca

.

B eine Basis .

Dann ist Bu eine

Basis .

Benny :

Wir teigen
: A

.

B
"

ist linear uiaehoiugig .

2
.

Bu erzeugt
V .

Damn folgt
die Behauptuug .

1
.

Sei unit
-

- +

µnv
! = o

⇒ Hr EV :

µ .
uit - -

- turn ( v ) -_ o

hrsbcsoudbe gilt
fit ,

- - in :

O -

µ .us
't - -

-

turn ( vi )

-µ
.

vnvcuilt
- -

- + Maui
C vile

Mr fait
-

-

-

tha fu ;
=

Mi .

2
.

Sei f EV
.

Wie jede linear

Abbildug
ist f durch dei



Note out einer Basis eindeutrg

fcstgdegt CLAN -

Sei
mi

-

fail .

Sei v EV
,

Seier
di E K e

f- Indivi
.

Dana gilt

f- Cr ) = f ( Edivi ) = Edi fail =

Edi mi
= Ed :(quit

-
- - tanuki ))

= unit
- - -

teen
vi ( Edivi ) -

Movie
.  - - + Maui ( v )

⇒ f-
= unit

- - -

turn

⇒ f E Lvi
,

-

- -

,

vid
.

D

Bundang
: Schreiber wir

v EV als

Liuearkonrbinatiou
einer Basis D= Cui )

,

✓
= Edivi

,

und f EV als

Liueahombi nation von Bu
, f  =

Jeju ,

damn gilt

flu )
-

-

§µjvj(E.
divi ) -

ifejbivjcui
)

= Efejbi Sif
 

= §µidi=µn
dnt -

.
 

-

tank .

iij



Dies iutspriclrt dear Matrix product ,

wenn
wir v als Spaltuwktor f}:)

Schreiber
und f ab Zeikeruktar

Gen ,

- -
-

, Mn
)

.

Es eriuuert auch an

das Skalarprodukt .

t.r.si#CBidualraum

)

Vw :
= ( V )

u

it der Bim
von V

.

t.no#sihouCBidualraum)DieAbbildueg

i : V → V
"

: v 1-
i Cv )

mit icu ) : V
"

- s Ke . f- to if

)Cf
) : =

flu
)

ist ein
Monomorphic's mas .

1st dim KV c-
,

So ist i ein Isomorphisms .

Bennis
:

Wohldehiniute
ZZ :

i Cu ) EV
"

,

i . e .

icu ) :
VI K ist linear .

Seine f , 9 E V

,
d E K

.

Dana gilt

if ) C f
t g) = ftg Cv ) = flvltgcv )

= iculcflt ich Cg )
.

icvl Cdf ) = tfcv )
-

-
d . iculcf )

.



Morphis
must

Seiler u
,

w E V
,

d EK
.

Dana :

:( vtw ) Cf ) = fcvtw ) - fcvltfcw ) -

icu ) C ft t i

-

Cw ) Cf ) t f E V

⇒ icvtw ) -_ icu ) ti Cw )

icdv ) Cf ) = f Cdr ) = dfcv)=

d ich Cf ) t f EV
-

⇒ icdv ) -- dial .

lnjekhv : Sei OF v EV .

Ergoinze

v zu
einer

Basis B von V
.

Define 've f E V durch f Cw ) - t

f w E B
.

hrsbcsondve gilt

icu ) C f)
= flu ) -

- l ⇒ icu ) ist

nicht dei Nullasbildueg .

Damn 't

tiegt v
nicht im Kern von i

⇒ Ker Ci )= 103 ⇒ i ist iujehhv .

1st V eudlich - dimensional ,

so gilt

weeper
1. 1.2 VIVI V

"

,

also it

i een Isomorphisms
-

D



t.ZDiedualeAbbilduugl.2.li#efCDaaleA8bildung

)

Seine V
,

W K - kektonoiume
,

f- E Homie
C Yw

!
.

Wir delirium die

dua_leA8bi2duug

ft : WIN :

gtsftcg ) :=gof

VI. w -9 K

-

ftcg )

12.28208in:
Serien U ,V

,

W K -

Vektorroiume
,

f. I E Homie ( YW )
, f

'

E Hominid
,

d E K
.

Daun gift
:

r ) ft ist linear

2) ( idvtt
 

= idw

3) ( f
'

of )t= ft of
't

4) f Isomorphisms
⇒ ft Isomorphisms

5) ( ft Itt -

- ft -1 It
,

( dflt = d . ft .

Iusbesoudue ist



t : Hank ( yw ) → Homie ( hi
,

v )

f- to ft

eine linear Abbihdwg .

Beuys :

1) Seier g ,

he E W
"

,

d E K
.

Dana ist

ft Cgth ) = ( gth
) of  = goft Lof

= ft (g) t fetch )
,

ft ( dgl
= ( d g)of = dcgof )

-1
ftcg )

2) Sei
g

EV
"

,

damn ist

( idrjt Cgl
= go idr

=

g
⇒

( idk =
id

,

3) v
f-w 't U

,

f-
'

of E Hour C V. u )
.

Sei g
E W

,

dann ist

( f
'

o f- It (g)
=

go
f

'

of  =

( gof) of  = ft ( go f) = ftfftcgs )

⇒ ( ft of It = ft of
't



4) Ist f Isomorphisms ,
so

existent f
"

: W → V
.

hit 3)

und 27 folgt

( f
- '

Ito ft = ( fo f
' He (rdwlt

-

- idw
,

ft off
'

'

It = ( ftoff = ( idv )t= idp
,

also ist ft inverter bar wit

inverse ( f
' '

It
.

5) fdgt
durch hachrechnee .

D

1. 2.3 Satz C Dude Abbildung
and Transpower)

I
Seim V

,

W K - Vektorroiuwe
mit Baser

D= Cbs
,

.
.

.

,

but
,

G- C Cr
,

- -
-

,
cm

)
,

f- E Homie CV
,

w )
.

Dann gilt

( BMIfit
=

cu
Mpg C ft )

.

m

Beavis :
Sei x EW

,

X -

Epic
, .

Daun gilt circa .

- Civ ( Epic;)
=

Syfy. ciccjt-E.irSir =

"

hi ,

also



M

x
-

-
Ecicxlci .

Finer Lbj ) EW fohgt donut

f- Lbj ) = Ifcicfcbjl ) Ci
.

Dawit gilt BMcCfI= (cicfcbjldi.no
.

Fiir
g

E W gilt g=

Eggs
;) bin

,

" " "

En

denn dei Werk
diner Asbilduagen glimmer

auf der Basis B iibuein .

hrsbrsondve

ft Cci ) =

E( ftccitcj ) ) BEf- r

=

"

⇐ ( Ciof) Cbj ) bj
=

O

EE
cicfcsjll bj

"

t

⇒

¢
Mpg

C ft ) -

- ( cicfcbjl )) a . .
.

.
.

1=1
,

- - pm

T

⇒ B
Mdf ) =

or
Mpd ( ft )

.

D



B.em.ws#
ft

f- Homie C yw ) toHomo.CN ; v )

1-

-

I 1 IBMdfldatcmxn.ie
)

Matcnxm ,k )

A 1- At

EMBAY

Iusbrsondee folgt

t : Homie CYWI
EsHom .CN ;vY

ist Isomorphisms
.

Beispiele.

Sei E
-

- Cen
,

.

.

,
En ) dei

kauouische
Basis des Kh

,

Er dei

dude
Basis in (KY ?

Wir schreiber dei Vektoreu in K
"

als

Spatter ,

dei in ( Khj als Zeiten
.

Dawit ist fir x= ( Yj ) und

g=
C

Mn ,
- -

- shut gcx ) dei Matrix

multiplicationgcxt fear .
 

-

ten
) .

( YI )



Daran Konan wir ein Vcrfahree term

Besh
-

mines einer dealer Basis askin :

Ani

Sei Xi
 =

( in
,

)
.

fair x ! -_ (bin .
.

.

bin)E( WT

ist ( Xi
,

.
.

.

,
xi )

guan
dana dei zu

( Xn ,
-

.
 -

,
Xu ) dude Basis ,

wenn

ti
, j ( bis -

- -

bin ) .

fading? )
-

- xicxjl-f.gr

⇐

it :÷÷:÷i. .

- -

B A

⇐ B = A
'

.

t.2.4Algoithmus-czurBesh-mm.mg

einer

dealer
Basis in Kh )

Input
: A E Match

,

K )
,

deren

Spatter
dei Basis C von

Kh

bilder .

Output : B E Match ,

K )
,

deren

Zeiten die Basis I von (Kyu

biden
.

Verfalven : Beecher D= A
'

.



Bgp

C = ( ⇐ )
, ,

)
,

Basis des 1133
.

yzf.hn?a-1l.fI.IEt-as

⇒ ( 1H - rut
,

'kfr - r al
,

ka
- in )

= ¢ ist dei dude Basis in ( Rs ) ?

#dukt

1.3.1Def_

( Annotator )

Sei V ein
K - Viktor naum

.

Sei UCV ein

Uuterrauur
.

W = { g
EV I

gCwI=o
fufu }

c V
'

ist do Orthogonalraum

• do Annutator
von U

.

Bending : Awmhatoren and Uutoiaiume
.



1.325ft

( Dimension Annulata )

Sei Ucv ein
Uertvranm

.

Es gilt

dim
W = dim V - dima

.

1st ( Us
,

.
.

.

,
Uk

) eine
Basis von U and

( Un
,

-
-

.

,
Uk

,

Vr
,

. .  
. sur ) eine

Basis B von V
,

so ist ( vi ,
- .

.

,

VT ) eine
Basis von U?

Beuys : Vi
,

. .
. surv side linear

uuabhoingrg ,
da sie aus

der dealer Basis

zu
B stammer .

Es bleibt Zu zeiger
:

Lv
.

"

,

.
.

. ,W ) =
h

.

.

u

3

"

: Sei g
E UO

,

g=µ
.ie?t---tMkuItdrvit----drVr .

Es gilt

O= gcui ) =

Mi
⇒ g

Elvis .  . iris
.

"

C

"

Da vjcuil
- O ti

, j
ist

vj E U°
. D



t.3.3-sa.tt

( Annotator and donate Asbildung )

Sei f E Homie ( yw )
.

A ) Ker C ft ) = ( lmcf ) )
°

2) Im C ft ) = (Kerem

Bennis : a ) ft E Homie ( W ,
V )

,

Sei

GEN
"

.

g
E Ker Cft )

⇐
O = ft Cgl

= got E V
"

⇐go f CH
-

- O K x
EV

⇐
s

g Cy)
-

-

O f
y

E Imf CW

⇒
g

E ( Imf )
°

.

Z )
"

C

"

Sei
g

E Im Cft ) c v
"

⇒ I h E hi wit g= fetch ) - hof .

Sei x E Kercft ⇒ gcxthofcxthcot -0

⇒
g

E Kercfto
.

"

3
"

Sei g
E V

"

mit glary ,

= o
.



Wir miisseu h EW
"

koustruiwen mit

g=
ft C ht = hof .

Waiheke
Baser B -_ ( Us

,
- -

- our ,
us

,
. .

.

, uk )

von
V

,

G- ( Wn
,

- -
-

,

Wr
,

Wren ,
-

.

.

,
Wm )

von
W unit Ker Cf )

-

- Cvs
,

- -
-

,
VRS

,

Imf =
Cwi

,
- as

Wr )
, f Cui ) -_ wi

ith -

→
r

.

Setae
hcwi )=

{
g

Cui ) in
,

-  
. or

0
soused .

Damn ist

h of Cui ) - hcfcui ) ) -
h Cwik

gcui ) 5=1
,

-
- or

und

hof Cui )= 461=0
= gcvi )

in ,
- . .

,
k

,

da glkercf
,

= O
-

⇒ hof =

g
⇒ fetch ) =

g
⇒

g
E Im Cft )

. D

t.3.4korol.by
rang Cft ) -

rang Cf )

Bennis rang Cft ) = dim ( lmcftt ) -

dim ( Ker Cfto ) = dim V - dim Kerf )

= dim Imf ) = rang Cfl . D



t.3.5korotlar-seiAEMatcmxu.tl

.

Spalteuraug
CAI = Zeiten

rang
CAI .

Bends
: A  = EME Cfa ) fir

dei

kauouische Basis E and

f- A
: K

"

→ K
"

: X
ta A . x

.

Weger
Safe

1-2.3
gilt

E
ME

C fat ) - ⇐Me Cfa ) )T= A
'

.

Spalkurang
CAI = dim ( lmffa I ) =

rang Cfa ) =

rang #At ) = dim (

lmffstltspalkuraug( At ) = Zeikuraug CAI .

Dt.3.uaC Dualitat Animator )

Seidimkvcs .
Sei Ucv ein

Uukrraum .

Unter deem Isomorphism
us

i : V E, Vw aus
1. 1.6 wird

U wit (UOP
identifier .

Bennis .

-

Es gilt
dim CUTE dim V

"

- dim W

= dim V - dim U°= dim V - ( dim V - dim U )

= dim U
,

daher reichl es tu tiger ,



i clot
.

Daza :

Sei u
E U

,

behachk icu ) EV
"

.

Sei FEU
.

,

damn gilt
icu ) Cfl =

f Cut
-

- O
,

da f U aanulliert

⇒ icu )

aunulliertf-siCuIE@oY.D

1. 3.7 Lemma C Dualitiit der dealer Asbilohug)

-

Seim V
,

W evdlidr dimensional
,

f- E Honk ( Upw
)

.

Under der

Identification VE V
"

,

WE W
"

aus

1. 1.6 wind ( ft )t mit f

identifies .

Bennis : Sei v EV
,

behachk icu ) EV !

( ftttcicvll
-

- icu ) oft EW ?

Wr
¥ yr µ

Sei
g

E W
,

dann ist

icvloft (g) =
ich Cgof ) = gcfcul )

vf
K

ftcg )



Ahdoerseits
ist

icfcr ) ) E Ww
,

icfcrl ) : Wr - s K

g 1- , gcfcvl )

⇒ icfcvl ) = Cfttcicvl) D

Demoting : Sei AE Matcmxu ,
KI

,

A - X
-

- O ein linhares lykichuegssyskm
.

W= Los CA
,

ol = Herc At
.

Die Zeiten ai von
A Sind

Linear former

in Cent
,

sike U=
Can

,
.

,
am > c @MY

damn gilt
dim U= rang

A
.

Daun iot W = U°
.

Durch das

LE seen
des LGS beshimmu wir

also eine
Basis von

U
.

.

Umgeheht ,

Sei Wak
-

gegeseu und

gesucht
ist A wit W= LE 's CA

,

o )
.

Die Zeiten von
A sad ein

Erzuugurdeusyskur
von

Uc ( Kyu

wit U= Wo

1st W gegebuidurch die Spatter



Wr
,

-

-

s We
,

damn Sucher wir

U= { a E @ Y
I

a
. ( wa

.
.  -

we)=o }

= { a ECT
I ( a. Cws -

-
-

we ) )Eo]

= { a Eden )
'

I ( wife ) . at = o }

Also schreiber wir die Erzeugr w
,

als Zeiten in eine Matrix und

.

loser

das LGS zur Bestimmung von U
.

t.3.si#

( Bilinear form )

Seier U
,

W K - Vektoroiuwe .

b : Vxw → K : Cv
,

w ) to bcyw )

heist Bitinearfom ,

falls

by : We K : w us bcv
,

w ) und

bw : V -7 K : v b
bcv

,
w

)
linear

Sind tf v
EU

,

w
EW

.

Wir erhalkn damn linear Abbilduugn

b) .

.

V - s W
"

: rts bv

b
"

: W -7 V
"

: w is bw

Eine Bilinear form heist nicht



aeisgeakt ,
falls b

'
and b

"

injekhv

Sind .

Beispie

1) b : Vx Vu → K :C v
,

f) is far )

ist bilinear
.

b
'

= i : V - s V
"

: v is icy

mit icv ) : V
-

→ Ko ft > far )

Wir wissen
schou

,
b

? ist iujehtiv .

b
"

: V
"

→ V
"

: f i
- bf

mit bf
. V → K : v te fcu )

,

also bf
= f and b

"

= idw
,

also

ist b
" injektiv .

Dawit ist b nicht ausgeartet .

2) Skalarprodukte
sad nicht

ausgearht
: Sei b : VxV→ K

ein Skalarprodukt .

b
'

: V → V
"

: v us by mit

br : V → K : Wes bcv
,

w )

Sei v E Ker Cb
'

) ⇒ by
= O

⇒ by C w ) = Of w E V
,

insbesondue



bvcv ) = bar
,

v ) =o
.

Damn folgt aus
do positive Definitheit

v=o ⇒ Ker C b' 1--103
.

lyevanso Zeigt man
b

"

injehtir

( Symmetric
)

.

1atz

Seim V
,

W eudlich dimensional
,

b : Vxw →
K Sei eine

nicht

ausgearhk
Bilinear form .

Dann and

b
'

: V W
"

,

b
"

:

WE
V

Isomorphisms
.

hrsbcsoudve gilt
dim V = dim W

.

Bennis :
Da b

'

injehh
-

v ist
, gilt

dim
V E dim W

"= dim W
,

da b
"

isjehhv

ist
,

dim W E
dim V

"

-_ dim V ⇒

dim V= dim W und dei Asbilduegu

D

Sid Isomorphism
.

t.3.to#orolar(SkalarproduhtundDualraumI

)

In einem eudlich dimensional

euklidischen Viktor raum V wit

Shalev product c
,

>

Sind dei

Abb V → V : Vt Lv
,

. >



wud V → Wi vs c.
,

vs

Isomorphisms .

Bsf Betrachk R
"

,

das Standards katar -

product
and dei kanouische Basis

.

Dawn
slimmer die Isomorphisms

V → V
"

: v rs Cv
,

. > und

V → v

"

: ein ei iiberein
.

tah
( Shalarproduht

and Daalraum I )

Sei V eukhidisch ,

drink V -
a

.

I .

. V - , Vu : rts
Cv

,
. > der

Isomorphisms
aus

t
.

3. to
.

1) Sei UCV ein Uirtvraum
.

Dann gilt I

Cut)=
U

.

.

2) Sei B
-

- Cbn
,

-

-

-

,

bn ) line

Orthonormal basis von
V and

B
"

-_ Cbi
,

-
-

.

,

bi ) die dude

Basis .

Dann gilt
IC bi ) -_ bi ?

Beef :

A ) dim

Ut
= dim V - dim U= dim U ?

daher geuiigt is tu tiger ICU 'T c U ?



Sei v E Ut ⇒
Cv

,
u > = O f

ut U ⇒ Cv
,

. ) C- U°
.

2) I Cbi ) = Cbi
,

.

>
and

Cbi , bj ) =

Sign ,

da B ONB
.

Also ist Lb;
,

.

>
= bin

.

D

t.3.AZ#ef(AdjuegierteAbbiLdueg)SeienU,Weuklidisdr

und end lids

dimensional ,
f E Home CU

,

w )
.

Die Abbilduug ft : Wes V
,

fair

dei gilt Cfcv )
,

w ) = Lu
,

f
* Cws >

H v EV
,

w E W heist
dei

adjeAbbildueg .

t.3.lt#emmaCAdjuagiuteuadduakAbbi2dueg
)

V 7¥
W

Es gilt

I. !
⇐
! It

:

<
,

w >

to
"

of
to I

.

gof T g



Bennis : ft ( Icw ) ) = ftcc .

,

us )

= Cfc .

)
,

w > =
L

.

,
FEW) > =

& Cf
* Cw ) )

.

D

Bewwbuug
-

Aus 1. 3.3 folgt
unit diner ldeutifizieaug

Im Cft ) = Ker Cf )
t

,

kercft ) = lmcftt
.


