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Multilinear former and Teusarprodukte

#imhnEBupik2.tt
( Multilinear Abbilduageu )

Seier V
,

Vr
,

. . .

,
Un

Vektorriaiume

iibw K
.

f- : thx
-

.

. x Vu → V heist

multilinear falls f linear in jedeen
-

Argument
ist

,

also falls for

it ,
. . in ,

Xi
, yi

E Vi
,

d
, µ

E K :

f- C Xn ,
.

.

.

,
Xi -

n
, dxiteyi ,

,
-

-
.

,

Xn ) =

X f ( xn ,
. .

. ,Xnltmf( Xn ,
-

is Xin
, Yi ,

Xitr
,

-
.

;
Xu )

Die Menge der multilinear Abbilduugen

von Vix
-

-
- th nach V heist

L Cvn
,

.  
-

-

,

th
;

Vl
.

2.to#ot-atiouWirwwurdu

das

Symbol
^ fir Weglassea .

tbsp

( Xn
,

. -
-

,
Ii

,
-

- -

,
Xu ) = ( Xr

,
-

- .

,
Xi -

r
,

Xia
,

-
.

 
-

,
Xh )

Un x - .

-

x fi x
- - xVh= thx -

-

.

x Vert Veux
.  - Hh



Bfg : f : thx
.  -

-

x Uh → V multilinear

⇐ s fi -1
,

-
.

in
,

tf ( xn ,
-

is
Ii

,

-
-

.

,
Xu ) E

Vax
-

- x Vix -

- xvn :

f- /hxn3x
.

.  - xfxi-isxvixhxie.si
.  - Kay

" Vi  → V :

X ↳ f C Xn
,

-
-

.

,
Xin

,
X

,
Xiu

,

-
-

-

,
Xu )

ist
linear .

Beispiele

n ) Sei U= f f : thx .

.
 

- xVn→V ,
f- Abbilduug )

Mit der puuktweise
difinierku Addition und

Shahar multiplication ist U ein
K - Uektorraum .

LCV
. ,

. .

.

, Ung
V ) ist ein Uutoraum von

U
,

denn er ist nicht
- leer C die Nullasbilduug

ist multilinear ) and Summer
and

Shahar Vielfache von
multilinear Asbildwgen

and multilinear .

2) q=
-

- -
= Vn = Kh

,

V= K

dit : Vix .  - - x K
"

- s K

( an ,
-

-

-

,
an ) in ditch .  - an )

ist multilinear
.



3) Bilinear former sind multilinear .

4) Shalarproduhk auf euhlidischeu

Rainmen
and multilinear .

( Nicht ant uuitoiren
,

da gibes

her sesguiliueait.it ,

nicht Bitiueantiit . )

5) V= KCXIED
,

U= KCXIEZD

f- : Vxv → U : Cp, g) ts p
.

q

ist multilinear .

Da f C x

"

,
Xi ) = xitt

'

keg
't eine

Basis von
U in Imf .

Aber i. A Imf  t U C das
Bild einer

multilinear en Abbilduug
ist nicht

hotwurdog
ein Unter raum ) :

Fir K -_ Q ist z .

B
.

XZ -2€ Imf

fir del
,

fiir K -_ R ist Z .
B

.

1541 € Imf fir D= 1
,

Cobwohl jewels

XZ
,

-2 bzw .

x2
,

l E Imf )
,

da

sich dies quadrate
.

sheer Poly home

nicht als Product von
linemen

Polynouren
iiber K schreiber lassen

.

6) Sei Klay ] der Polynomnirg

in mehrerenverainderh.de
.



KET ) x KET )
→

Kcxiy ]

( p , g
) - pcxlegcg )

ist
bilinear .

2d.3De_f

C Tensor product)

1) Seier V
,

W K - Vektorroiume .

ER Paar CU
,

4)
,

wobci U ein

K - Vehtorraum ist und 4 : Vxw → U

eine
bilinear Abbildung , heist

Teirsoprodukt von
V und W

,
wear

( 6,41 der fobpndeu universelle

Eigwsihaft-geuiigto.fi
jedesweitere Paar C U

'

,

9
'

)

( wit u
'

K - Vektorraum ,
4

'

: Vxw
- su

'

bilinear ) I ! linear Abbilduug

I : Us U
' mit Iof = y

'

:

Vxw
4- u

f j

'

's ! I

u

'



Man schreibt U= V W ( und

uwtersdrloigt 4 in do Notation )
.

Manchineel sclveibt man
V 8µW

,

um

deer lyrundkiper
zu between

.

2) Analog :

Un
,

- .
.

,
Vn K - Vektorraiwme

,

( U
,

9) unit

U K - Vehtorraum ,

4 : thx .
. xVn→ U

multilinear heist Teusorprodukt

U=Vr⑦
- -

. ⑦ Uh
,

wenn tf C U
'

,

4
'

)

wit u
'

K - Vehtorraum ,

4 ? Vet .  -
- xVn→U

'

multilinear F ! I : U → u
'

linear

wit Io 4=4 ?

Y

Vax
. .

. xvn → U

↳
u

,

' HI

3) Die Element des Teusorproduhb

heifer Tehsoreis
,

dei Elements

in Im Y reine Teusoreu
-



2.tl#ttCEindurtigkeitdesTehsorprodukb

)

Seim CU
,

4) and C W
,

y
'

I zero Tensor -

produhk
von

V
,

W C bzw
.

Ur
,

- .  -

,
Vu )

.

Dann F ! Isomorphisms I : U - U
'

wit 104=4
)

.

Bennis

Die universelle Eigeuscbaft fir CU
,

4)

augeweudet auf ( be
,

y
'

) liebert ein

eihdeutigcs I : U - su
'

.

Die universelle

Eigeuschaft fair CU
,'d

I augeweudet auf

CU
,

4) liefot ein eindeutigcs
I

'

: U' → U
.

Vxw 4- u

It I
'

?
,

Hui't's "

Es gilt
I' o ( Io 9) = It of =

Ya
,

and to ( I' o y
'

) = 104=4
'

.

Weeper
der Eihdentrgkeit

Kaun

nur
I die Bedinguugen erfiilleu .



Jett Weeden wir die universelle

Eigen draft fir C 4,4 ) auf C U
,

9) an

und erhalku guan
ein IT : Usu

mit To 4=4 :

Vxw
Is

y III.
It

di
idu ist eine linear Asbildung

U→U
,

die idea 04--4 erfiittt ,

also folgt aus

der Eindeuhgkeit
oben IT -_ idea

.

Audverseits ist It
'

o I eine
lineate

Abbilduug
U - ' W → U and sie

erfiittt ( I' 01104=4 C * )

⇒ IT -- Ii out ⇒ I 'oI=idu
.

Zwlelzt
Weeden wir die universelle

Eigunchaft fir C U
'

,
4

'

l auf C

Uid
) an

und erhalku guan
ein IT

!U'
→

usmit toy
'

= 4
'

:

Vxw Isy
,

III.
It

'

.



Wie rocher folgt IT
'

= idw , und

IT
'

= Io I
' unit Ck ) ⇒

to I
'

= idw .

Dawit
ist I ein Isomorphisms .

Der
Bennis

it analog fair das

Teusorproduht
Vr ⑦

-
.

.

⑦ Uh
,

h > 2
.

D

Notation :
E

'

di Xi bezeichuet eine Linear -

-
I

Kombi nation

't

der Xi
,

das heist ,

nur eudlich

ride Swmmandeu
And uugleidr

O
.

1st die

hrdexmeuge
I selsst endhih

,

ist  der Stich

nicht
relevant .

Ee
C Multilinear To rtsehuug)

Seim U
,

V
,

W Viktoria 've iiber K
,

Sei
D= C Xi

Ii EI ) eine Basis von V
,

C- Cyj Ij EJ ) eine
Basis von w

,

C Zig
KEI

, j Ey ) eine beliesrge

Familie in U
.

Daun I ! bilinear Abbilduug

f : Vxw → U wit fcxisyj
) -

.

zig
.

t Ci
, j

) E Ix ] .

1st x=
E'di Xi EV

, y
= E' µjyjEW ,



so ist fcx , g)
=

i. dilejzij .

Bennis : Iir X= E' di Xi
, y=£µjyj

definiens wir

fcxiyl-i.gg
'

difejtij .

Dann it f bilinear :

fir w= S
'

ri Xi
und a

,

b EK

gilt f Caxtbw , y
) =

f- ( E
'

@dixbvijxi.y
) =

& Caditbvi )µj zig
 =

a
& difejzij

 t
b E' ritejzij

 

=

af ( x
,

g) t b f Cw
, y

)
,

dei andre Kompouente
analog .

Dawit ist die
Existent gezugt .

Zur Eindeutigkeit :

Sei
g

eine
nurture bilinear Abbildwg

wit gcxi , yj ) = zij .

Seier x. y

wie
rocher

,

dawn folgt

gcx , g) = gcsidixi , Sµjyj)=



£ diµj gcxisyj ) = E' dig zig
.

=

fcxiy ) ⇒ g=f .

D

Bending .

Die Menge

A- { Cxisyj )
I Ciij ) E Ix ] } von

Tupeln von

Basis vektoreu Csiehe 2.5 )

ist
in A

.

weeder
linear uuashaiugig

noch

ein Erzcugudeusystuur
von

Vxw
.

Eine
Basis von

Vxw
rot

D= I C Xi
,

ol lie I3 u { Co ,yj)ljED .

Auf D ist jede
bilinear Asbilduug O

,

dean f C Xi
,

ok f- C Xi
,

Ooo ) - Ofcxi ,o)=o

and guano f ( O ,yjl=0 .

Im eudhih dimensional
Fall iot

dim Cvxw )
-

- dim C

Vltdimcw
) = III +131

,

alar IMF III . 131
,

also mup M

i. A .

linear asliangig
sein .

wir
konstruiereu das Teusorprodukt

so
,

dap jedun
( Xi , yjl uh

Element Xi to
yj eubpridrt ,

so
dap



{ Xi ⑦ yg
I Ciij ) E IxJ3 eine Basis

von V ⑤ W ist
.

2Def

C Direkte Sumire von Veklorroiumea )

Sei I eine beliesrge ludexmeege .

Seier
Vi

,

i EI
,

K - Vektorraume
.

Das karts idle Rrodukt
,

v
;

=

{ ( Xi )
; et

mit Xi Evils wird

unit do homponeukuueeise
detrnierleu

Addition und Shaker multiplication

uh
K - Vektorraum .

III Vi
euthaitt den Heitmann

{ ( Xilie ±

I Xi 't Ov
; fir ever

eudlich

Well i E I } = : Vi
,

die C iiufere
) ⇐ne der Vi

.

Benner kung
-

:

Falls III a a

,
gilt Tvi

 
= to Ui

.

Bsf : Sei I = IN
,

Vi
 

= K ti EI
.

Wir Schreiber x

:

: = CO
,

.
.

.

,
0,1 ,

O
,

.
.

 -

)

Ii - te Stelle
.



Dawit ist Cao
,

as
,

are
,

-

.  - ) =

Eaixi .

fI±Vi
 =

Tank
= KGB

- Kerper

der
( formalin ) Poturzreiheu

Ii
= ¥µK

= KCx3=

Polyuomring
.

2.l.7sa.tt
C Existent des Teusorproduhts)

Seier
V

,

W Vektorraiume
iiber K

,

dam

existent ein
Vektorraum

V ⑤ W and

eine
bilinear Abbildueg 4 : Vxw -3 VOW

,

so deep
CV W

,

4) Teusorprodukt
ist

.

Fiir x
EV

,
YEW

Setzer in

X •
y

:= 4. ( xay
)

,

das heist ,

dei reiner

Teusoren
and guan

die
Teusoreu

der Form x Oy
.



Beavis Seier D= Cxi hi EI )
,

G- Cyj
I

g- EJ ) Baser von V bzw.lv
.

Wir bilder eine Menge
D wit

Ix ) versdiiedeueu Symbol
en

↳=

"

{ xieyj
I Ciijl E IxJ3 .

Wir setter

V ⑤ W =

⑦
K

= ⑤ K

Ciij ) EIXJ Xitoyg
' ED

Wir schreiber Xitogj
fit den

Basisvektar zur Komp
ouenk Gif )

,

dawn ist

V ⑦ W - { E
'

dij Xi ⑦ yjldij EK }

Cisj ) EIXJ

B ist
per

Definition
eine

Basis von

V so W .

Aus

2.15
folgt , dap

es

guan
eine

bilinear Abbildwg 4 gist
mid

4 .

.
Vxw

- VOW : ( Xi
, yjltsxieyj

Fiir x= E' di Xi
, y= E'eejyj

folgt

X ⑦
y

= YCX
, y ) = £diµjXi Yj .



wir missus Zeiger , dap ( Vow
,

9) der

universelle Eigeuxhaft geuiigt .

Sei darn U
'

ein
K - Vektarraum

und 4
'

: Vxw
- s U

'

eine
bilinear

Abbildueg .

Setae zig
-

-

= Y' ( Xi , yj
) EU

'

fir Cisg) E Ix ] .

Da D eine
Basis von V W ist

,

gibt
es guan

eine hi near Abbilduug

I : V ⑤ W → U
'

:

Xixoyjt Zig .

Damn gift
to 4cxiyl-ICECX.gs )

= I ( E'dieejxixoyj ) =

&difej Etcxixoyjl
= E' diejzij

= E' dig
. Y'C Xi , yj

) - 41 CE 'd.

-xissejyj )

= y
'

C x. y
) ⇒ 4-04=4

'

.

D

2M.8Ker
Sind C Xi Ii EI )

, Cyjlj EJ ) Basu

von
V btw .

W
,

so ist

( Xing
I Ciij ) EID ) Basis

von
V ⑦ W

.



Beinekuug :
1st dimV=n

,

dim W=m
,

so ist dim ( r ⑦ W ) = nom
.

Beining :
Die Saith zu Eihdeutigkeit

C

2.1.41

und Existent C

21.7

) des

Tensorproduhts
Lessen sick auf

mehrer
Faktoreu Ur ⑦ - . . ⑦ the

rerallgmeinem
.

2. 1.9 Lemma
-

Sind V
,

W K - Vektorroiume ,
X

,

x' EV
,

y , y

'

EW
,

d EK
,

damn gilt :

A ) x ① Cyty
' ) = X ⑦

y
t X ⑦ y

'

( Xtx
' I to

y
=

xxoyt
I ⑦

y

2) It g) = Cdt ) ④
y

= t ① Cdg )
,

insbesoudere X O = 00
y

= O

3) Teeter Tensor in V ⑦ W besiht

eine C nicht eindeutrge ) Bars telling

als eudlidre Sumire von reiner

Teusoren
,

das heifbt , fiir z EV to W

I vi EV
,

wiE W
,

i = A
,

.

.

.

.

,
r :



r

z =

Evi ⑦ Wi

i=n

Beuys : s )
,

2) folger aus
do

Bilinear tat von
4

.

3) Seim C Xi Ii EI )
, Cyj IJEJ )

Basin
,

dawn
besiht z eine

Dar stilling in der Basis

( xiiyj I Cisj ) E Ix ] ) von V W :

z = E
'

dij Xi ⑦
yj

= Cdijxi ) ④ Yj

=

Eg.

Xi to Cdijyj )
,

Berner kung
-

1) 4 : Vxw → VOW rot i. A .

weeder iujektiv noch surjekhv .

2) nicht jeder Tensor ist rein
.

3) Eine linear Alobilduug auf

✓ ⑦ W bitumen wir durch die

Bilder der reiner Tiusoreu



festlegen
und linear in beideu

Argumentum
farther .

Andes gesagt liefrt eine bilinear

Abb . auf
Vxw eine

linear ant

VOW
,

dies ist guan
dei

universally Eigeuschatt .

Beispiek

1) Sei V uh K - Vektorraum .

I : V ⑦ K V : xxocltsdx

ist ein Vektorraum isomorphisms

wit Inverses I
"

: V → V8 K :

X - X ⑦ 1
.

Das Teusorprodukt V ④ K komnrt

wit der bilinear Abbilduug

4 : Vx K → Vik : ( x
,

d) to X ⑦ X

Fiir die bilinear Abbilduug

4
'

: Vxk → V : ( X. d) tedx

gilt y
' -

t

C o ) = Vxfo3uLo3xK



( dies ist bein Uertvraum von
Vxk

,

y
' ist nur

bilinear und nicht linear )
.

I ist dei von
41 induzierte

Abbildung
ant dem Teusoprodukt :

Vxk Is V K

Le

I ist swjektiv ,

denn frit X EV

ist ×
= I C Xeon ) E but

.

Leder
Tensor von

Vie K ist

ein reiner
Tensor e

.

Sei z = E. Xi to di -

- EnlaiXi ⑦1)

= ( fidixi ) ⑦ 1
.

I ist injektiv ,

dean

O= ICH = I C X ⑤ 1) = X fir

geeigneks X ⇒ Kern I =



{ 0013=403 .

2) V ④ K
"

( mit der bilinear en

Abbildung 4 : Vtk
"

→ V④ K
"

( x
,

As
,

.adapts
X ⑦ Cdn

,

In ))

Wir
augur

: V ⑦ K
"

E V
"

.

Betrachk date

I : V ⑦ K
"

→ V
"

:

Xxofdn
,

. .  
- Ant - ( dnx

,
- -

-

,

dux )

Sei 4
'

dei
bilinear Abbildang

Y
'

: V K
"

→ V
"

:

( x.In. ..int/-Cdnx,---.dnx )

Sie indutiert I durch dei

universelle Eigeuschaft .

Bed ( V
"

,
y

'

) geuiigt
der universelle

Eigeuschaft ouch
.

Darius folgt dawn
, dap V ④ K

"

I Uh
,

und dap I der eindeutige

Isomorphisms
ist

.



Bennis der Behe
.

Sei 4
"

: Vx K
"

→ U eine
bilinear

Abbilduug . Definiere

I
'

: V
"

→ U:( x.
,

.

.
. ,xDts¥4" Kisei )

Da 4
"

bilinear ist
,

ist I
'

linear

und is folgt 4
"

= I
'

0 9
'

,

dean

V x K
"

-4's
V

"

*w/
't

'

It 04
'

( X
,

Cds
,

.

.

.

,
du ) ) =

I' ( dnx
,

-

-

-

,
dux ) = in 4

"

(

dix
,

ei )

= Ig di 9
"

Cx,eil=€÷Y"Cx
,

died

= 4
"

( x
,

Edie ) = 4
"

C x
,

Cdr
,

dad
.

3) Nicht jades
Element ist ein

reiner Tensor
. Ahgeerommeer ,

en ⑦ ez t ez ⑤ en E K2 ⑦ K2



Noire ein reiner Tensor
.

Dahn goibe

is Vektoren X= Xreztdzez E K2
,

y=µnentµzez
E K2 unit

Er ⑦ eztez ⑦ er
= X to

y
=

( breathed ⑦ Curer trees
) =

Angerer ⑦ eat dykes
① eztdzerezxoe.

1-

dzflzez ez .

Da C eieej
I

igj E he
,

23 ) eine Basis

von K2 ④ K2 ist
,

folgt
durch

koefh-zieukrvoglu.ch

dye ,

-_ O
, dnµz=t , dzµ=1 , dzµz=0 .

Aus defer
= O foyt dr

-

- O odour
= O

,

dawit as dye
O oder defer

= O E
.

4) 4 : kctsxkct3-skcx.gl :

C f ,
g) 1- fcxl.gg )

ist bilinear
. Nacl der waiver seller

Eigunchaft des Teusorprodukh
F !

linear
Abbilduug

I : KEES ⑦ KEES → KTX
, y ]



Dies Abbildung ist ein Isomorphisms ,

denn sie bidet dei Bass

( ti ⑤ tf ) as auf dei Basis ( Xiysi ) .

5) Sei V ein R - Vektorraum .

¢ ist ein
IR - Veklorraum .

Bide Ve
: = V ⑦ RE ,

dei

Kompkxifg
von V

.

Wir bitumen dei Skala multiplication

d . Creole
) = v ⑦ Cdu ) auf TEE

ausweiku und Vq so Zee linear

IG Vektorraunr madea
.

1st B -

- Cxjlj ET ) eine
Basis

von V als FR - Vektorraum ,
so ist

( Xj
⑦ A

, Xj to i I JET ) eine
Basis

ton Vg als R - Vektorraum .

Fiir x E Ve
existence also eiudeuhge

aj , bj ER
,

so dap

X= E ( aj Cxjxonltbjcxjxoi
) )

= E ( Xj
⑦

ajt Xj ⑤ bjil =



I Xj ⑦ Cajtbji )

Fier Veals
G- Vektoraum Iaipt

sich jedes
Element eiudurhg

deerstalker
als

x= Exj ⑦ Cdjtbjil = ECG-tbjitkg.ir)

wobei die letzte gleidrheit autgmnd
der

Ecueeitvuug der Shalev multiplication

defiuiut
ist .

Dawit ist ( Xg
-

⑤ A Ij E J ) eine

Basis von Ve ab IG Vektorraum .

1st J
- ft

,

. .
. ,n3

,

so liefot die Basis

B einen Isomorphisms § :
VER ?

Dies induziert
±

$B④id¢
: VIV ⑦ RIC

→ IR
"

⑦
*

¢

Xi
⑦ X te e ; ③ X

j
d

Weger Bsp 21 gilt IR
"

QE Gh
,

so clap
air den Isomorphism us

V¢ E :

Xj to A 1- ej

erhalteu
.

Dies iot nach

Vwustrukhion R - linear
,

man reclines



nach
, clap er ouch E- linear ist

.

2.1.to#emmaSeienU,V,WK-Vehtorroiwme

.

Dann

exisliereu eindewtrg bests
-

musk

Isomorphisms

1) V

WE
W to V : they tsytox

E

2) ( Vxow
)⑤U→V⑤CW⑦U)→V⑦W⑤U

⑦ y ) ⑦ z t t ③ Cyxoz ) t toy to 2-

3) K @ VES v : box tsdx

Es geuiigt ,

dei Abbilduagen jewels ant

den reiner
Tehsoreu auzugesee .

Bend :

1) Betrachk die bilinear Abbilduug

4
'

: Vxw → Wor : A g) tsyiox .

Weger
der universelle Eigeunhaft

des Teusarprodehb
Z ! linear

Abbildueg I : VOWS W V :

x to y
ts y

⑦ X

Durch Ver tauscher do Rotten

erhalhu wir analog I
'

: WAV
-5 Vow

y
⑦ X tsx

Oy



Dalai gilt I' o I = idhow
,

Io It = idw⑦u ,

da dei Abbilduegu

jewels auf den reiner
Teersoreu

iibereinstimmen ⇒ I ist Isomorphisms .

21,3 ) analog . D

2.ZTeusoreu.Abbilduugea.ua/n-zeaZ.2.dPropostion

Cteusorproduht
von Abbitduyen )

Seier V
,

V
'

,

V
"

,

W
,

W
'

ow
" Vektorraiwme #

,

f- E Homie ( V.V
'

I
, f

'

E Homie ( V
'

,

V
"

I

GE
Homie CW

,
w

'

I
,

g
't Homie CW

'

,

WI
.

1) I ! linear Abbilduag

f- to
g

:
Vow → V' ④ W

'

+ toy - fat to gcy )

2) ( ft of )⑦ (g' og
) = ( f '④g

'
To C fog )

E Homie ( VOW
,

V
"

④ Wh )

Bennis : a) Da 4
'

: Vxw
→ view

'

⇐, y ) tsfcxltogcy )

bilinear ist
,

indutiut sie eine

eindeutige
linear Abbilduug fog .



2) Die beideu Abbilduugu slimmer

out den reiner Teusoreu iibereiu
,

also Sind sie gleich e

Cflof ) ⑦ ⑨og ) C x ⑦ g) =

(f)of ) Cx ) ⑦ (g' og
) (g) =

f-
'

CfGD⑦ g' Cgcyl ) =

f-
'

④ g

'

Cfcxlxogcgl
) =

f-
'

og

' ( f tog
Gag ) ) =

( flog
'

of ⑦g)
Cx ⑦ g) .

D

2.2217in

( Teasorprodukt
wed

Dualraum )

Sind V
,

W eudlich - dimensional

K - Vehherriiume ,

so existiereer

eiudeutig
bestimmk Isomorphisms

a) a : V ⑦ W → CV⑦WT

met a
C fog ) Cx yl

= fcxlegcy )
,

2) p : V
'

⑦ W → Homie CU
,

w )

wit Bcf ⑤ y
) Cx ) = farley .



Bennis : 1) Sei f E V
, g

EW
.

Die Abbildung Vxw → K

⇐ y ) ↳ fcxlogcy )

ist bilinear und iuduziert daher

eine eindeutrge linear Abbilduug

V ④ W → Ks x toy tsfCH.gg )
,

dei air a' Cf , g
) E CV⑦WJ

hllrlrlh o

So erhalkn wir

j .

.
Vrxw

"

→ Chows
.

Bed : a

'
ist bilinear

.

Seier f ,
f

'

E V
"

, g
EW

,

damn ist

I ( ft f
'

, g
) : V ⑦ W → K

× to
y

to ( ft f' Ktlogcy )

= #Ht f' CH ) . gcy)

= fcxlegcyltftxl.gg )

I Cf
, g) t I (f) g) : how

→ K

+ so y
to fat .gg/tf'GlegCy1

Die Abbilduugeu slimmer auf deer reiner



Tecmo - eh
iibereeh

,

Sind also gleich .

lyeeauso zcigt man die Vetriigliihha
't unit

der Shahar multiplication und die Lineariteit

in der zcoeiteu Konrpoheute .

Fiir das bilinear a

'

F ! linares

a : V⑦W →
C Vows

wit Lcf * g)
= a' C f. g

)
.

Behe .

d ist Isomorphisms .

I D= C xn
,

.

,
Xu ) line

Basis von V
,

C- ( yn ,
.

.

gym
) von

W
.

Daun ist D= ( Xi ⑦ you lift;? ,h'm )

eine
Basis von V

"

⑦ W
"

.

Fiir die Bilder do Basis element

gilt

acxiveyjr ) ( xknoye ) =

xicxkloyjcye )
-

- Sik . fje .

Fiir die Basis ( Hi④yjv ) von

CV⑤WY gilt



( Xigj5 C Xk get
= Sir . fje

⇒
a

bildt eine
Basis auf eine

Basis as .

2) Sei f EV
"

, y
EW

.

Seize p
'

: V
"

xw → Homie CV
,

w )

( f , y
) to ( xi-sfcxl.gl

Bed : p
'

ist bilinear
.

Wir zeiger
dei Vertriighihkeit

unit

Summer
,

dei Skala multiplication
ueheilt

sich jewels analog .

B' Cftg , y) : Xtefftg ) Cx ) .

y
=

(

fcxltgcxhey-fcxl.ytgcxleypcfgltpcg.us

) : Xtsfcxleytgcxley .

A Cf
,

yty ) : Xtsfcxl
. Cyty

'

)=

f- Cxleytflxloy
'

A Cfiylt fi Cf , y
' ) : Xtsfcxloytfcxl

.

Y
'



Daunt existent ein linearis

B
: V' ⑦ W → Homie C YW )

.

Bed B
rot Isomorphisms

.

Eine
Basis von

V
"

④ W At

C x ! ⑤ yjl .

Homie ( U
,

W ) E Match 'm
,

K )
,

wobei

wir die Isomorphisms §
,

I verveedeae .

✓ f- W

Asf he

Kh - Km

B Mdf )

Eine Basis von Mat Cunxu ,

K ) ist

( Eij )
,

mit ( Eijlke
- Sjk

. Sie -

line Matrix mit einer I bei

Eiwtrag get
vid sorest Nutter

.

Die Abbilduug fig : V
- s w

Xkts Sik .

yj



wird unto dem Isomorphisms auf

Eif abgrbildrt ,

dean

Eij
.

er
=

Ej
. Sik und

loco fijoopjncek )= Okofijcxk ) =

Ole C Sin .

yj
) = Sik

.

ej .

Damn 't ist F = ( fig ) eine Basis

von Homie C Yw )
.

Unlv B
wird Cxitoyj ) ant

fij abgesildet
:

Bcxirxoyj ) C xn ) = Xian ) . yj

= Sik .

Yj

= fij C Xk )
-

D

Bst ' 1st dim V=n
,

dim W=m
,

so ist dim ( Vxow )= men

,

VANEK
"

?

1st V= Ku
,

W= Km so ist is

haheliegeud Wegerher Doppdihdizierug

do Basis ( ei ej ) V④WEKhm



wit

MatchXm

,

K ) zu identifier .

Dalai gilt : reine Teusoreu and

Mathieu ,

die als Product zanier

Uektoreer
certs then

.

1st X = Ediei
,

y
= Efejej ,

so it

X no

y
= ( Edie it⑦ ( Eqjej

) =

Edifej eiiej .

Dies idewtifiziereu wir unit der Matrix

( dilejlij ,

also X soy
=

i.
crime :

Ein reiner
Tensor Go ) hat als Matrix

rang
A

,

denn de
-

my Sten
. X

,
- .

, Mon
-

x )

= drink Cx ) = 1
.

2.2.3.DE#CRaugrouTeusoren

)

Seine U
,

W K - Vektorraiume
.

See z
E V ⑤ W

,
ZEO .

See r
minimal

,

so clap man z als

Sumire von r reiner
Tehsoren

Schreiber Kaun : Z =€
,

Xi to
Yi .



Dann ist r der Rag von Z
.

2.248ft

C Tensor
rang

= Matrix rang
)

Sei AE that Cnxm
,

K ) I K
"

⑦ Km
.

Damn ist der Tensor rang
von A

gleich
dem Matrix rang .

Dh
,

fiir

r= rang
A barn man

A als

Summer von r
( und nicht weniger

)

rang
- A - Nathan

schreiber .

Beuys : Seine M
,

NE

Match
'm

,
K )

.

Behe Falls rang
CM ) - k und rang N=y

,

so ist rang
C Mtv ) E k -11

.Match- m

,
K )

E Homie CKm,

K
"

) und

durch Basis wechsd in K
"

wud Kh

Kann man
Mather in Normal form

( HerOo ) bringer
CLA n )

.

Daunt ist E N - ( ?g°
o

)

Seine an ,
.  -

.

,

am die Spatter
von M

.

Dann Sind die Spatter von

MTN dater ,
Ar

,
. '  -

I
Am

.

Es gilt rang C Mtv ) =



dim ( aster ,
92

,

-
-

.

,
am ) and

Carter ,
Are ,

-
.  -

,
am > C Can

,
. -  

. sans ,
en )

= Can ,
.

is
am > t Cen >

⇒ rang
C MTN ) ⇐ dimucas ,

-

→
am ) th

= rang
C M ) +1

.

Per Indirection folgt ,

Eine Sumire von r rang
- A - Martian

hat lioihshus rang
r

.

Sei A eine
Matrix vom Rang r

.

Wieder gilt E A
-

- ( Hor 8) =

EEE "

-

- ( to -

- Itc 8.?
- -

It
-

.
.

und Ei ;
 

= epee ,
 = g ) .

CO " i
- -

o )

ist eine
Matrix vom Rang 1

.

Daunt haben wir A als Summerour

r rang
- A - Matrix gcschrebea

und

wir Kinner sie
nicht als Swaine

von Weniger
schreiber .



Also ist do Tensor
rang

von A

gleich
r

.

D

2.2.52Algorithms
C Tensor in K

"

-0km ab

Summer von
Mineer Tensioned

Matrix als Sunrise von rang
-1 - Mathes)

Input
: A E

Matcham

,

K )
.

Output : r
-

- rang
CA ) Martian AT van

Rang A mit A
= in Ai

Aeschritt :
Bereave

met deem lyauf
-

Algorithms
in

Zeiten and Spatter

eine
Nomalfem ( ttoro ) von A

.

Dh
,

wir
er halter Eleeneutarnratnzeu

Pr
,

-
-

-

,
Ps

,

Qr
,

.
 -

, Qt unit

Pi -

- ops
. A. Qi

-
- . Qt

= ( to8)
.

2
.

Schnitt
-

Sette Ai = Pj . .
.

. Pj
'

. Eii
.

QI
-

. .

Qj
'

fair in
,

.

is
r .



Bsf A  =

1 2 02

aim

&I.is/

¥÷÷÷:c :÷ :

¥E÷÷:÷c :::÷ &:*
⇒

faithful
. A t.fi .

IT -

i=* ::

⇒ BAC - ¥9 ) wit

B
-

- ⇐ ::o)
,

e- fog



B-
a-

- ⇐IEl
,

E-

⇐::} )
.

An
-

- B
"

Emc
"

-

- (3428%28) =

(tf ) .

C 12021
= ( B

- n

. e
,
) . ( er

.
C

"

)

Az
=

B'
'

En E' = ( 8£I-9 ) =

(1) .

Corn - N =

( B
'

.

ez ) .kz . I )

1 2 02

A
¥ f- Anta I 1+(8.9%9)

2.22613mV

C Tensor produkte von Martian )

Sei A E Match
'

th
,

KI
,

BE Match
'

th
,

K )

f-  = FA : K
"

→ K
"

g
= fB : Km - s Km

'

Wir erhalkn fog : Kho KI Kh
'

④ Km
'

x to
y

↳ Ax to By



Wir idewtifiziereu K
"

-0km wit kn
-

m

durch eixoej
↳ Qi -a) emtj

und analog K
"

⑦ km
'

= Kim
'

ei ②
ej

IT Ecru )m' tj

ScienceCeixoej )
,

C
'

= Ceiioej )

jewels
Baser von KHOK 'm

bow
.

K'
'

⑦ Km
.

Wir woken
c

Mo , Cfxog ) bestimmeu
.

Seta

an
- B -

. . Ann
. B

A • B " &
a.

B . .

.am
.gg/EMatfimknm.k

)

Bed A ⑤ B=cM¢Cf④g )

f- ⑦
g

Cei ⑦ ejl = Aei ⑤ Bej
 =

( II. airier ) ⑦ ( Seiber

.ee/-Eakibejek0eel-sk--1

,
.  

-
.

in

'

b- A
,

. .  
-

,
m

'

Zaki beg ecknlnite
,

das heist



wir erhalkn deer Spalknuehtar

( dei bnj , arpbzj ,
- .  -

,
Ari bnij ,

Az ; by ,

-
- .

Azibnij ,
.  ee

,

Anni brj ,

- -
-

,
aaiibnij )

,

das ist
guan

dei ( i -slemtj - te

Spath von A ⑦ B
.

Bsp : A  
= Co2 ) E Mate

,

KI
,

B. = C to}} ) E MatC2x3 ,

K )

A ⑦ D=
123

246

012 O 24

( 888123
) E Matt 4×6

,

K )

O AZ

Dawit Kisumu wir Teusorprodukte von

Uivturiiwmen in K
"

bzw
.

K
"

beshinma
,

wenn sie durch Erzeugendensyuteene

gegeben
side

.

Sei U
,

= C xn
,

. .
.

,
Xs ) C K

"
'

Uz= Lyn
,

.  
- -

, Yt
) c Km

'

Sei A die Matrix hit deer Xi als



Spathes ,

B unit deer yi .

Dana ist

Uf Im fa
=

Spalknraum
CAT

,

Uz= Im fB
= Spalknraum

CB )
.

Dawit ist Un ⑦ Uz
=

lmfaoo Im fB = Im Cfa ⑤ fB )

-1inCA • B) = Spalknraum
C A no B)

,

wobeisichdiezweikgleichhe.tt
aus

folgeudeen
Lemma ergibt ,

2.2.7lem.me

Sei f E Homie
C U

,
V

'

)
,

g
E Homie

CW
,

WY
,

dawn gilt

Imf ① 1mg
=

Im C fog )

Bugis : Sei C Xi Ii EI ) Basis

von
V

,
Cyj I

g- ET ) von
W

.

Daun ist ( fcxi ) Ii EI )

Eraurgendeusystun
von Imf

,

Cgcyjl IJEJ
) von 1mg

⇒ ( fcxi ) ① gcyj ) Ii EI
, JET )

ist Eraugudensgskm von Imf ⑤ Img .



Andererseits ist ( xixoyj Ii EI
,

JET )

Basis von V ① W und ihr Bild

unter fog
ist

( fcxi ) ② gcyj ) lift ,
JET

)
.

D

2.3Diean.am/eEinegeometrischeAnweedueg
von

Teasorprodukka .

ICM 1900 : Hilbert trug
23 Problem vor .

( ICM 1893,1897 ,

1900
,

alle 4 Jahre ( writ Pause )
,

letter 2018 in
Rio )

Hilberts3.pro

Kaun man fir zwei Polytope
P

,
Q

gleichen
Volumes P in

kleine

Polytope
zvschueiden

wind so wieder

zusammenseh.eu , day
man Q erhoitt ?

lgelost von
Dehn 1902

,

das look getosk

von
filberts Problem .

2ef
C Polytop )

Ein Poly top
Pc R3 ist

dei konvexe Hiitle which



rider Punkie pe ,
- - -

, pr
E Ps3

,

P= { Indip ;
I E.di -

-
1

,

di 303
.

Wir wollen Polytope
mit Ebner zoschueideu

,

olive dap
dalai Ecker auf der Elene

liegen .

Delius
Beuve 's strategies

A
.

Definite die Dehn - Invariant DCP )

2
. Zeige ,

bein Zerscheuidea von

P in Pn
,

Be gilt DCP ) -

- DCR )tDCPz)

3 . Find Polytope
P

,
Q unit

DCP ) -

- O
,

DC to
.

Df C Dehn
- Invariant )

Sei P ein Polytope ,
K eine Kaede

.

K hat die binge lie ER
.

K ist beeachbdt zu zwei
Seeker

,

die den Winkel

He
ein schlieren .

wir betrachhu

Tk
C-

REIT
>

a ,

wobei

wir IR als Oh - Vektorrauu auffassee .

Die Dehn invariant ron P ist

DCP )= I

Tk
⑦ lek E REE R

Kanturk



Bspy

ina §
The

2.336ft
C Dehn - Invariant )

Die Dehn invariant ist zuschueiduags
-

invariant .

Das heist ,
wenn

P= Pau Pz

durch Zusduuider
wit einer Ebeue

,

dei beine Eileen tifft
,

eutskht
,

dawn gilt Dcp )= DCP
,

) t DCB )
.

Bennis :

Werden Kanker
do binge lk zusdiuiltcn

in Kr and Kz
,

so
bleibt der Winkel

jewels gleich .

Da Tu ⑤ hent YI to lkz =

Tk ① Client lkz ) = YI ② lie ist

diver Beitrag invariant
.



TY

een

I
"

)h
Henner

.

Werden
Seiken zoschuilteu

,

wodwch hehe

Kanter
cuts then

,

die Winkel 4
,

bzue
.

Yz wit der never
Seek cehschligfee ,

so ist Hat 4z= IT
.

Die new

eutsteheudea
Kanta bases dei Laiagel .

lusgesaurt
ist der Beitrag dieu

When
Kanker

In ⑦ let To ⑦ l - 9th ⑦ le

I ⑦ l =
O

.

D

23.45Mt ¥ . arccos ( ¥ )

ist irrational fir uugerade
n 33

.

Z.3.SK#orokarFiir4=arccos( ¥ )

ist T to in REIT >
a

.



Bieser
Winkel taucht in einem

Tetraedo auf .

⇐.es

Wir www.desdas Additions theorem

cos at costs
= 2 cos ) cos )

Sete Yu
- areas

C In )
,

OER E IT
.

Mit 2=4+114 , B. =D -a) 4h whalknmr

cos @kitsch ) = 2 cosh cos keen - cos @k -11k ) ( * )
.

Bed
tf Kyo hat co , Ck 4h ) eine

Darstellung cos
C keen ) =

Ate

(F)
k ,

wobei

Ak ER wud
n TAK

.

Induction :

I A  .

.

k
-

-
O

t.ie/ertcosCo)=1h--nliefutcosC4nI= ¥

IS : Sette Aber
= 2 Ak

-

n Aka
.

Dann
ist

cos talk)¥
'

2 cosh cos C kik ) -

cos Kk -Nhl
' I 21N Aunt -

Ate
fkn



ZAK
-

n Ak - r Arts

=

=

Fun
.

Da n

TAK

and u uugerade gilt

nt ZAK wud daunt n t Arts .

Sette Bu
-

- IT ten
.

Augeuommen ,

Bn E Oh
.

Daun gites
k

,
lez mit Bn = HE

.

Da 024N CIT ist Oc He at

and daher nmf
do Neuner 132

Suh
.

Dann ist

l . 4h = be IT and

cos Cle Yn ) = cos C KIT ) = It

=
AL

case

Damn 't ist Ae = Ifn 'll
,

l
> 2

⇒ Ae = I h . 7TH
.



Wean l grade oder n
Quadrattahl

,

ist The
- Z

EK
,

damn 't gilt

n
I Ae I zur Behauptuug .

Wenn nicht
,

so iot Nhl
-2

€2 and

Ae Ct Z E
.

D

Proposition
2. 3.6 C Dehn - Invariant des

-

Tetraeders )

Sei P ein
Tetraeder

mit den

Ecker A  = CO
, 0,0 )

,

D= C 1,0 ,
o )

,

C = Co
,

1,01
,

D= Co
,

0,1 )
.

Damn gilt
DCP ) to .

Bend : E sei do Miltelpunht
von TB

.

D
Die drei Kanker

•

FB
,

AT
,

AI haben

.

A jewels Laing
A and

•

° B
Schlieffen deer WinkelI

E

TIZ ein .

Die drei Kanter BI
,

EB
,

CT

haben jewels Linge TE und



Schlieffen einen Winkel 4 ein
.

Dalai gilt cosy = II =

DE

Herz Herz

MEEE=

Tc
= "t¥=

ya .rs .rs . # = I
.

⇒ 4 = areco .
C Is )

.

⇒ DCP I = 3. ( TI ⑦ a) t 3. ( I ⑦ Nz )

=
Be O t T to 3- Be ⇒ O

,

da 4 ¢ CT )
a Weger

2. 3. Y
.

D

prop.2.3.tt ( Dehn Invariant eines Quads )

Sei Q ein Quader .

llerashoingrg
von

deer Seiter bingen

gift DCQ ) = O
.

Beeves : DCQ ) = 4. ( TI to Cathie ) )

=0
,

wobei dei Seituslangeu

a ,b ,
c Sind

. D



2.3.8-S.dz
C Hilbert , 3. Problem ghost)

F P
,

Q gleichen
Volumes

,

die nicht durch Zuschniider
and

men
Zusannnutegen

ineinandv iibofiihrt

werden kitchen .

Die Awlwort auf Hilbert 3. Problem

ist heir .

_Beweis :
Sei P der Tetraeder aus

2. 3.6
,

is gilt DCP ) # o
.

Wiihk einen
Quade Q wit Seikubigea

so
,

day
er

das gleichen
Volumes

wie P hat .
Es gilt

DCQ ) - O
.

Wenn man
P btw

.

Q zuxhereidet ,

bleiben die Dehn Invariants

Abe invariant
,

also Kinmen P and

Q nicht durch Zoscheuiden and

men Zusaurhrerlegeu Neiman der

iibefiihrt werden . D

Salt ( Sydler ,

1965 )

Wenn vol CP ) = Vol CQ ) und

DCP )= DCQ )
,

damn kinner



P wud Q durch Zvsihneiden and

hen
Zusatnmenlegen ineinander iiberfiihrt

werden .


