
3
. HelvesProduct and ampere Algebra

-3
.

A Atterniereude Abbildungen und

Iamperes
Product

-

3.t.AT
( Alhniereerde

Asbildurgenl

Eine
bilinear Abbildvug heist

alternated ,

falls

f- C x
,

x ) = O t x
EV

.

Eine
multilinear Abbilduug

f : V x
.

.  - x V → W heist
altered ,

falls f C xn ,

-

→
Xr ) :

I it j
mit xi=xj

gilt f C xn
,

.
.

.

,
xr ) = o

.

Bsd :
Die

Determinant
det : khx -

-
- xkh→K

( betrachkt
als Abbihdwg

auf den Spatters

der Matrix ) ist multilinear
und

album
. weird .

1. z Def
Ccharakkriihk

eines Koper )

3-
Koper .

Die kleinsk Zahl

Sei K ein

n
EIN wit

n
. 1 :

- Eat
= A t - -

- in
= o

heist ,
falls

sie etistiert ,

die

Charakkaiotikdes
Kerper ,

clear CK )
.

Existiert bein

soldier u
,

Sagen
wir

,
K

hat Characteristic O
.



BSI char CQ ) - char CIR ) -

-
char Cato

,

clear C Kpl =p

3.de#charCkl
ist eine Primzahl .

-

Bend : Augcnonrmer ,

char CKl=n= m . k

wit 1cm
,

k ch
-

Da a dei khiusk

Zahl it mit n
. 1=0

,

ist m
- 1=10

,
k . Ato

⇒ @eyj.Ck.r
) # O ⇒ not to E

. D

3.l.4L-ennnasee.eu
YW Vehtorroiwmeiibok

.

Sei f : Vx Vs W bilinear .

a) f alkrniereud ⇒ fcx , g)
=

- fly ,x ) ft ,yEV

2) Sei char CK ) # 2
.

f-
alterniereed ⇐ f Gig )= - fly ,x

) ft ,yEU .

Bennis :

1) O
-

- fcxty ,
xty

)
-

- fax )tfCt , g) t

fly ,x ) c- fly ,y)= fcxiyltfcy ,x )

2) fcx ,xl=
- fax )

⇒ 2fGH=o

⇒ f Ct ,x
)

-

-
O f x

EV p

3.l.5proposition-seifo.VN

→ w

bilinear
,

I die
iudutierte



linear Abbildung out dem Tensorprodukt,

f : V⑦v→ w .

Daun gilt

f-
alkrnierend ⇐ 2 x • x It

EVSC
Kerf

Beuys
:

Sei 4 : VxV→ HOV
.

Es gilt

I 04 = f .

Es gilt

Icxxox ) = IGA ,

xD = fait )
.

Damn
't

x to x E Kerf tf x ⇐ f alluniuend .

D

3. 1.6 Def ( Airfares
Product )

-

Sei V ein
Vektorraum

vibe K
,

rzr
.

Ein Paar C 6,4 )
,

wobei U ein

Viktor raum vibes K iot and

4 : Vx . .

- x V → U
multilinear und

alkrniuend ,

heiftr-fachesauferesprodukt-von.ve
,

wenn
CU

,

4) der

folgeden
universelle Eigunchaft geuiigt :

f- ( U
'

,
y

'

) ( hurt U
'

Viktonraum
iibvk

,

y
'

.

.
Vx - -

. x V - s u

' multilinear and altvniereed )

I ! linear Abbilduug Ie U→u
'

wit to 4 = 4
'

:



4

Vx .
. . x V - U

X ←

.

'Ite
)

up

Wir schreiber U= TV = Vn .
.  . NV

und wwtuschlagen 4 in do Notation .

Fiir Xs
,

.
-

.

,
Xr EV schreiber wir

X
,

n
.

-
- nxr

' = YCX , ,
.

.
. ,Xr )

.

Die Bilder von 4

newer
wir

oderzeilegbar .

3.tl#alzCEindeutigheitoiufseresProdukt
)

Sei V ein
K - Vektorraum ,

r >
A

.

Seier

( U ,4 ) wud C U
'

,
47 zwei r - fade

oiupve
Produkk von

U
.

Dann I !

Isomorphisms I : U U
'

wit Iof
-

- y
'

.

B@nie bein Teusarpnodukt
mit

der universelle Eigeuschaft .

3.tl#nma ( Universelle Eigeuschaft

fiir
Faktorraiume )

Sei V ein Uektoeraum iiber K
.



Sei Uc V eh Uerkrraum
,

ve . V→ Yu die Restklarseaabbitduy .

Das Paar C Yu
,

r ) geuiigtfolgudv
universelle Eigeuschaft :

F K - Vektorraiume W and linear Abbildangeu

f
'

: V → W unit flu
= O

Z ! linares f : Yu - s w mit

f
'

= for :

y
Is Yu

Kris :

¥ WITH

wir definiereu f ( Cx ] ) = f CE I :=f' Cx )
.

Wohldefiuiut : Sei 5=5 ⇒

I -5--5 ⇒ xty=o
⇒ x

-

y
EU

⇒ fi ( x
-

y
) -

- O n.ve ⇒

f
'

( x ) = f' Cy )
.

Damn gilt ft = for .
f ist

eindewtrg
wit diver Eigurschoft .

Wie

man leicht hachreduet
,

ist f linear . D



3.l.SI#
Sei Vein K - Hektorraum

,

r > 1
.

Vr

:-(Xn -0
.

.

. • xrlxi EV ti
,

Fit j : Xi
-

Xj )

C V⑦ .  -

- ⑦ V

3.A.to#SazCEtiskuzaiuferesProdukt
)

Sei v ein
K - Vektorrauus

,

r > A
.

Setu NV=Vn . .  . nV=⑦%r=
Va -

%

and 4 : Vr - Arv :

( xn ,
.

i

,
Xr ) 1- Xan

- -
. rxr :

-Xn⑦--#r

Daun
ist ( NV

,
4 ) r - fiches diapers

Product von V
.

Beweise .
Sei to ' Vr - Vo .

.  - OV

die multilinear Abbilduug ins

Teusarprodwkt and

ve .

Vo .
-

- ④ V → V⑦ ' .  
-

⑦

Yur



dei Restklassenabbilduug .

Dann ist 4 = r 0/0
.

4 ist damn
't multilinear .

Seier x , ,

-

-
.

,xr
EV

,
Xi=Xj fair ein itj .

Daun ist × ,
⑦

-
- -

⑤ Xr
EV r

and daher

44 , ,
.

.

.

sxr ) = Colas ,
.

.

. ,xr )) - VC Xoxo
- -

- ⑦ Xr )

= xnxoi.in#--O
in

Vt .
.  

-

⑦ %r
.

⇒ 4 ist alterniereed .

Wir missin
nods zeiger , day ( NV

,

y )

dei universelle Eigurschap
erfrittt .

Sei dazu
4

'

: Vr - U eine

multilinear
atterriereade Abbildung .

Wengen
du universelle Eigruschaft des

Teusorprodukts
I ! I

'

: ⑦ V → U

unit
I' 010=41

.

Da 4
' alterniereerd ist

,

ist

I
'

Ivr
= O

. Weger
der universities

Eigeuschaft von
Faktorraiwmen

I !

I :
⑦ War → U

'

mit

I
'

= Ior
.



✓

rt
, xorv EV

-50%
.

* At 't
'

I'

↳Latte
w

Daunt ist I : Arv → u
'

eine

linear Abbildung
unit

Io Y = Io ✓ of = I' o to = y
)

#\V=
⑦ Tvr

0 r

✓

-
④ v

y
' It'£t!

.

Wir missus noch Zeiger , dap It

eindeuhg
ist nu

't dieu Eigeuschaft .

Sei darn I
"

: NV → u
'

mit

I
"

of = 4
'

.



Sette It
"

= I
"

or :

EV →
④ %r=nrv

→ u

'

damn gilt It
"

o lo = I
"

o root

-1"

o 4--4
)

e Aus do Eindeuhgkeit

in der universelle Eigehschaft bein

Tiusorprodukt fohgt damn I
" '

= I
'

.

Danu
't ist I

'
= It

'

or and

aus der Eindeutrgheit von I in

de universelle Eigenstate von
Faktorriiumes

folgt I
= I

"

.

D

3.l.tt#emmaCRecheerregeln

in Vnv )

Sei Veil
K - Vektarraum ,

X
,

x
'

,
y , y

' EV
,

TEK
.

Dann gilt
in Vr V :

A ) xn Cytj ) = xrytxny
'

und

Henry
= xnytxry ,

2) d Cxnyl =
Cdx )ny= xn @y )

,

iusbesondve On y
= Xr 0=0

,



3) try
= -

yr x .

Bennis : 11,2 ) da 4 : Vr→NV

multilinear ist
,

3) day : VI NV

altvniereud
ist

. Gleaner
:

O = Cxty ) n City ) - xsrxtxnytyrxtyny

D

= Xrytyrx
.

3.1.12 Satz ( Basis und Dimension dis

-

aiufsuen
Products )

Sei C Xs
,

.  .

,
Xn ) eine

Basis des

eerdhih - dimensionally K - Vektorraerms V
.

s ) Arv = 403 fir
r > n

.

2 ) ( Xian
-

- - rxir I heir
-

- siren )

ist eine
Basis von Arv fir

A Eren .

lusbcsoudve gilt

dim
CAN ) = Cr )

.

Beweis-

2) Wagen 2. 1.8 ist

( Xin ① "  - ⑦ xir
I re ij En )

eine Basis von ⑤ V
.



Dawit ist ( Xian
- .  

- nxir I Atiyeh )

ein Erzuigndeusystun
von TV

.

ARE Produkk
,

in dealer ein Fokker

mehr fads vorkomrnrt ,

sad O
.

Daher iot auch

( Xin n
. -

.

nxir / leise
.

.  - siren ) ein

Erzeugendeusysken von
Arv

.

Wir missus
die linear Uhashoingigkeit

Zeiger .

Sette N= (f) und betrachte

KN and die Basis C ein .
.

.ir/rEinc-- siren )
.

Wir koustruiereu eine alterniereude

multilinear Abbildung a : Vr - s KN :

Sei Cys ,
.

→ yr
) EV

'

mit

Yi
 = £IaijXj

t in
,

- . .

,
r

.

Sir A  
= Cais ) C- Matcrxn

,

K )

Fiir Azejnc
.  

-

- cjr Eh Sei

Acjn ,
.

, jr ) die Determinant der

Matrix
,

die aus deer Spatter

jar .
.

, jr von A besteht
.



Sette

d :Vr→ kN :C yes
. .

 
-

syr
) ' →

EACinisirleia.ir
I Eine . .  '

circa

Da dit altcrriereerd and multilinear ist
,

ist a alkniereerd and multilinear .

Es gilt
dcxin ,

- -

-

,
Xir ) - ein .

. .ir

Aus du universelle Eigurschaft
des

aiupveu
Products folgt die Existent

einer linemen Abbildung

TV → KN .

. Xian
' -

. rxir ts ein - .  -

in

Da C ein .
. .ir

) eine
Basis von

KN ist
,

ist dies Abbilduug Swrjehtiv ,
also

folgt dim NV 3N .

Da ( Xian
- -

-

nxir ) leine
-  

.  
. siren )

NV erzuyt , gilt dim NV EN
.

Dawit ist dim ArV= N -

- ( 7 ) und

( Xian
-

-
- nxir 11 Eine .

.
 . siren ) ist

Basis .

1) wie in 2) ist



BfXian
- -

.

nxir I Akira
- -

- circa ) eine

Basis
.

Da r > n
ist 13=0

und

daher Arv = 103 . D

3.1.13 Konkan
-

Sei dima V ca
,

damn rot

dim V= math r
I Arr # 9033

Beweiss

Sei dim V - n
.

Sei rets
,

dawn

ist dim
Ark (2) to

.

Sei r > n
,

nach Testleguug
der

Binomial koeffizieukn
ist (7)

= =

dim Arv
.

Dawit folgt

dim V=n= wax

@
I (7) to }

= WaxlerI dimkNV t 03

=

max{rlNV # 4033
.

D



3.tl#emma

Sei V uh
K - Vektorraum ,

r31
,

Xn
,

.  . . ,XrEV
.

Dm gilt :

D= Xan
-  .  . nxr

ENV ⇐ Xs
,

-

,
Xr

linear

abloiugig .

Beavis
-

:

"
⇐

"

Sei Xs
,

-

→ Xr linear ashing
⇒

3- Cds ,

. .

,
dr ) t Co

,

- -  
.

so ) :

£diXi=o
.

Er

n di

Sei OE dy 't 0 ⇒ Xn=
- E Taxi

i=z

⇒ Xan
- . . nxr

=

C- Eatin Xi )rxzn
.  -

. nxr
=

Estadi ) xinxzn
-

.  - nxr
= o

"

⇒
' ' Sei Xn

,

-
.

 
-

, Xr
linear washing 'g .

Ergiinze Xr
,

- .
.

,
Xr zu

einer Basis

Xr
,

-

- .

, Xu von V
.

Dann ist

Xan
-

.

.

nxr in einer Basis von
Arv

and kann daher nicht O sein .

D



3Def

Seier V
,

W K - Vektorraiwme .

Bit ( v ,wI= { 4 :
Vxv→w

,

4 bilinear }

ist der Raum
do bitiueareu Abbildungu .

Attu ,wI=
d 4 E Bit C V ,w

)
,

4 altoniereud ]

do Raum
der altoniereerdeu

bitiuearea

Abbildungee
.

Beside sind unit do parkhouse
defiuierku

Addition
and

Sholar multiplication

K
- Vektorraiume

.
3.t.16.az
1) Bit C yw )

= Home Chou
,

w )

lusbesoudoe
Bit CV

,
K ) E ( Very

2) AH C yw
) E Hom C Vnv

,
W )

Iusbesondue AHCV
,

K ) I ( UNT

Bugis
:

1) Die
universelle Eigen draft dis

Tehsorproduhb
tiefot



d. .

Bila
,

w ) → Honcho V. w )

4
is

I

Vxv → V V

X.wt
't

L ist linear :

Ny ) C x ④ g) = In ( + ⑦ g) = 9
,

Cx
, y

)

a ( 42 ) C x g)
= Iz Choy ) - yzcx , y )

a ( 9+42 ) CX ② y ) = Gtk ( Ky
) =

Clichy ) t Becky )= I scxioglthdzcxioy)

= Iet Izcxeoy )

Skalare Vielfaehe analog .

L ist injective

Sei In
-

- ACK )
, Iz= LCE )

,

I
,

= Iz .

Damn gilt



In ( x * g)
= Iz C x to

y
) tx ,yEV

⇒ Yncx , g) = 4zCXiy ) ⇒ Ya =L

a
ist swrjehhv :

Fiir I E Hom ( HOV
,

W ) Sete

4 ( x
, g) : = I C t y

)
,

daunt ist

YE
BRU ,W ) and 441=4 .

2) analog .

D

3.l.17-pro-positionseidimkv.ca

.

Es
exists

' est ein
kaerouisdur Isomorphisms

Vnv
"

Es
Att C

V.
K )

.

3.l.li#oroarSeidimkVcseVnV--Xnv5

Bennis :

Vnv
Es

AHA
,

dnt

3.1.17
3.

1.166
)

g



Bennis von

3.1.17

-

Seier f , g
E V

.

Sette a Cfg ) : Vxv → K

⇐ sits at toff ,
)

Bed : Lcf , g
) ist bilinear und

attonieread
.

act ,
g) ( xxx

'

,
g) =

detfgff.FI?gf9gf)--det(fCHtfGygCxItgaygFgY/--

detfgtfiftgpy.lt ditfgtf;
"

gtf;D -

Lcf , g) ( x ,yIt act , g) ( x
)

, y
)

.

Skalde Uielfache
head Zeoeik komponeuk

analog .

Lcf ,g
) Cx ,xI= dit gff¥ ) = o

Damn 't defiuiert
a eine Abbildcug

d. .

Vxv
→ AHCV

,
K )



Bele : a ist bilinear wind alkrniereud
.

acftf
'

, g)
cx.yt-detfftgfjfyfgtfg.ly/=detfCHtfYHfCgltfYg

)

( gets gey ,
) =

detfgfxsgfbhltdetlg-YYIYIY-xlf.gl
Ct ,yIt

acf
'

, g) Ct
, y )

Skalare Vielfache und zweite Komponeuk

analog .

act ,
f) Cx ,yI=

dit ( ff¥,tfg? )=o .

Mit der universelle Eigeuschaft

chalks air fir de . VIV
"

→ Attain )

ein linearis at e

.
VIV → Alta

,
K )

.

Bede at ist Isomorphisms .

Sei C xn
,

-
-

,
Xu ) eine Basis von V

wud ( Xi
,

.

-
. ,xw ) die dude Basis

von V ! Dawn ist



( Xi
-

nxjv
I reicjen ) eine Basis

von
Viv

.

Es gilt

ICxivnxjycxk.se/--aCxisxjYCxk,xe/=detxiYxk)xiYxe
)

( grand xjvcxes
)

-

-

fi÷::O
sont

Sei 4 E Altcv
,

K ) bdiesrg .

Sette p : -_

§j9Lxi,xj
) ( xinxjl

.

Es gilt BE Vnv und

Icp ) Cxk ,xe ) =

a

'

( § .

lecxisxj ) (

xivnxjtlcxe.xel-%4Cxisxjldcxihxjycxk.ie
) =



{
clcxisxj ) falls Ek

, e=j

- Yuri ,Xj)=Ktj,xi ) falls El ,j=k

⇒ a' Cp) = 4

and die Wahl diesis
Urbilds von 9

unto a
' ist eindeutig .

D

3. 2 iiufoe
Produkk von Abbilduugeu

-

uudVnaka

3.2.tl#maCaiufsuesProdukt
von

Abbildungen )

Seven U
,

V
,

W K - Vektorraiwme ,

f- E Homie
( UNI , GE Homie ( Yw )

,

r >
A

.

1) I ! linear Abbilduug

Arf .
.

nru-sr.ru ,

xnr
-

-
- nxrtsfcxnlr

-
-

- nfcxr )

2) Ar ( go f) = Argo if



Beavis :

Weger
2. 2. A I ! fxo in ⑦ f : ⑦ rU→⑦rV

mit xn⑦
.  -

. ⑦ Xr ↳ fan )⑦
.  "

② farr )

Dalai gilt fxo
.  -

- * f

Cllr
) C Vr .

Betrachk vote . .  
. of :

⑧ Us now Is④

%r=Arr
.

Es gilt ✓ oft "
 * f) ur

=0
.

Mit du urine
seller Eigunchaft dis

Fahtorraums
④ Yur erhalke air

dar aus
das eiudeuhige

if ee Aru
→ Arv

.

2) Folgt
aus

2. 2. A (2)
.

D

Lemma
( Koordinakn des Ark

"

)

See Cei Ii -1
,

- - ish
) dir kaerouische

Basis des Kh
,

( ein . . .ir
: = einn

- - -

heir their c-  
-

- circa )

dei Basis des Ark !

Seven yr ,
-

- -

, yr E K
"

m
't

h

yi
 = Eaijej i = A

,
- - or

,

Sei

j=n



A  
= Caij ) E Matcrxh ,

K ) wud

Acjn ,

.

i. jr ) die Determinant der Matrix

der Spatter ja ,
- -

-

sjr
von A

.

Daun gilt

Yan
- .  

-

nyr
= I A Cini -

 
i sir ) err .  

. in

Akina
.

 - air Eh

hrsbesondve ist

yr
n

' -
-

syn
-_ ditch

. err
- .  .

new
.

Bend : Fiir he in
.

.  
. circa Sette

p
: K

"
→ Kr die Projection ant

die Ko ordinates in
,

. .
. sir .

Damn gilt

Np : Ark
"

→ Ark 're K

ejnn-i-nejrtspceg.ir
-

-
-

npcejr )

= {
0 falls

I ja ,

- -girl #

Cin
,

- . sir )

linn
-

- heir soust

Die Abbilduug Arp ist also

die Projection auf die Koordinate

Cin,

.
.

- girl .



Betradik

Arp
C

yn
n

- .  .

nyr ) = pcynlr
- . - npcyr )

= (Egan .

. rein ) n
-

.

-

r (Egar ,

- rein )

= I sgucb ) anza ,

-
.  .

ar
za ,

ein
"

 '

rein

6E$r

6:11
,

. .

. ,r3→

{ in ,
.

.
 

. sir )

=
A C in

,

. .

.

,
is ) ein

'
' - -

heir .

D

3.2mma
C Matrix darotelhuy

von Arf )

Sei dim×V=h ,
dime

,

W = m

,

remind him ]

Sei f E Homie
( V

,
W )

.

Sei B= C xn ,

-

→
Xu ) eine

Basis von V
,

C- Cyr ,
-

-
.

, ym
) von W

.

Sei A  = Caij ) =BMcCf ) E Matcmxn ,

K )

Sei B
'

= ( Xian
- -

rxir Intine .  
- cinch )

Basis von NV
,



c' = ( yin
n

-
-

.

nyjr I rejoice
- -

-

5rem
)

I

von
NW .

Sei Alin ,

.

.

. .ir/jr...,jr ) dei Determinant

do Matrix
aus den

Zeiten Jr ,

.  -  
'

stir

and Spatter
in

,
- sir .

Dann gilt

pg
Mc,

( Arf )= ( Alin
.

- sirloin
.

 

em
.

.

# em

Akira
.  - circa

Bennis
-

:

Arf C Xian
-  " rxir ) = fcxinlr

-
-

- rfcxir )

M

M

= ffenaiinyj ) n
- - - n ( Easier yo )

= I ajnii
"

Ajrir Your
- -

-

ryjr =

he fkEm

I §E$srgnG
)

ajzggijidjbcrsir

°

segno
-

cjrem
yj ,

n
-

.
 .

nyjr
=

q
Acini .

.ir/jni---ijr)yjnn-..nyjrpgAEJnc---LJrEm



BSI :
Sei dim V= dim W - n

- r
,

BMcCfI=Caij )= A .

Dann
ist

Nf :
AVE K

→ AVE K

X is
det.CA ) . x

.

Bsg 6

Das Kreuzprodukt
R3xlR3→R3 ,

Haik

t-4.EE?aa:3.leoe--vliefeA
einen Viktor

,

der beziiglich
des

Standard shalarprodukb
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