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omen )

Eine Merge M wit einer
Ordains

relation E

heist particle
geordie

oder tilgeordcet .

- : ⇐
tx ,y

( M
,

E ) heisttotalgeo-det-C.tt
: X Ey

oder ye
X

.

(M
,

E ) heipt
wohlgeorduet

: ⇐ Mist

total geo
-

duet
and je

de
nicht

- Here

Teilmeege
hat ein

hleiustes
Element .

BE

A) CR, E ) ist total geo
-

duet
,

aber nicht

wohlgeorduet
.

2) ( IN
,

e )
ist wohlgeorduet

.

3) Sei Meine Merge ,

PCM ) dei Pokerzureage .

A EB
'

- ⇐ ACB
ist Orderings

relation

ant PCM )
.

( PCM )
,

E )
ist i. A

. particle

geordhet ,

aber nicht
total geo

- duet .

5.l.2Det_
( Keke )

See (M
,

El eine particle georduek Menge ,



M¥01 .

1) Kc M heist Kett ,
wenn K bez

.

E

total geo
-

doit ist

2) Sei K eine
Kellie

.

x EM heist

obue.SI#nrauhe
von

K
,

falls try EK :

y
EX -

X heist
kleinsteobueschrauke.es

falls

ye
X Hy E K

und ft s yet tyEK :

X EZ .

3) X E KCM ist maximal ,
falls

Hye K : X Ey
⇒ x=y .

Ein hraxihahs Element einer Merge
K kana

wit ardour
Eleventh

aus K
nicht regla

.

cedar

sein .

Ein
manholes

Element einer
Keke

ist
das grope .

Bep

In CIR
,

E ) hat jede
beschroinkte Kek eine

kleiuste
obere Schrank

,

does Supremum .

Es ist maximal ,

wenn es
euthalke ist .

{ x
ERI x e Nz } Nz ist maximal

{ x
E IRI x LMz3 T2 ist hleiusk

Obere
Sclraerke

,

aber

nicht maximal

{ x t0 IXCMZ } was heine kleiuste

oboe Schwenke in Oh
.

IN CR hat heine obese Straube
.



Bmg :

virtue Schrank wud minimal

Element
wid analog definiert .

5.to#Leemma
Sei ( M

,

E) ,

M¥0 ,
particle geo

- duet
.

Besittt jede
kelt in M eine obese

Schrank ,

so
besitet M ein

maximals

Element .

A
ion

Sei ( Milice
eine

Familie nicht
- leerer

Meager ,
µ= ¥

,

Mi .

Damn existent

eine
Auswahlfuahhou f : I → M

mit fci
) E Mi Ki .

Die Menge
der

Auswahlfuuktioueer
heist

Iet Mi
=

¥ ±

Mi ,

das
kartesische

Product .

ssahjedeMenge X kaun wohlgeordnet

werden
.



5. A. 6 Lemma
-

See (M
,

E ) particle geordaet
und jede

Keke hat eine
kleiusle Obere

Schrank .

Sei f : M → M mit

Xefcx ) tf x EM
.

Daun
hat

f- einen Fixpuaht ,

i - e .

F Xo :

f- C Xo )
= Xo -

Beavis
-

:

Die Here Viette hat eine
kleiuste

Obere
Schrank X

.

Es gilts

ZEM
,

Z EX ⇒ Z=X .

M¥0
,

da x E M
.

Wir veneer
Nc M Zulaisig ,

wenn

fir jede
Keke KCN and dei

kleinste

oboe
Schrank von K in N liegt

wud FCN ) CN
.

Sei
jeng Nj

der
Schnitt

aller

zulaissigeu
Meager

in M
.

Sei K C ¥ ,

Nj
eine

Kelt .

Njzuloissig

=3 Kc Nj V-j
 =) die kleinsk



oboe Schrank von K ist in Nj
,

f- C Nj ) c Nj

⇒ die
kleinste obese Schraeder von K

ist in ¥
,

Nj
and fC¥NDc¥Ng .

X E Nj Kj ,

da dei here Keke

in Nj
ist V-j .

⇒ Nr
.

* 8-

Wir kinmen daunt M durch ¥
,

Nj

lend f durch dei Einschoiwhurg

erseh.ee
,

dh .

wir setter zusoitzlich

voraus
: M bcsiht beine von M

versdiiedeue
zulaissige Merge .

Fiir allgemeine
M foyt

dei Aussage

damn
,

da air not unseen
Bennis

einen Fixpuuht
in

¥gNg
- C M finder .

Ein Paulet X EM heist Trenupinkt ,

wenn fir
y

EM : ycx
⇒ fly ) EX

.



Betel Fiir einen Trennpunht

XEM gilt yex
oder fcx )ey

f y
E-M

.

Beavis : Sette

P = { y
EM : y

EX oder farley }

Wir zeiger ,

P ist zulaisaig ,

dacoit

folgt
P=M und damn 't Behr .

Daza :

1)

Kleinert

Obere
Schraeder von

Kettles

Sei Kc P Kelt
,

2- EM die

kleinste oboe Schrank non K
.

1st X
line

Obere
Schrank con K

,

so folgt z EX
und dawit z Ep

.

1st x
heine

obese Schrank von K
,

so
existent y

Ek
mit

y
# X

.

Da Kc
P ist

damn fcx ) ⇐
y

⇒ f Cx ) Ey
E Z ⇒ ZEP

.

2)

fcp
)

cp
:

Sei y
EP

.

1st ycx
so folgt

f- (g) Ex ,

da x Treerupuuht ,

also



f- Cy ) EP
.

Es gilt fcxlefcx
)

,

also f CH EP
.

Dawit
ist fly ) EP Fg : yex .

Sei
y

EP mit f CH Ey ,

damn

it fcx ) Ey efcy ) ⇒ fly ) EP
.

Also
ist P zuloisdig

and Behl

getugt .

Aus Behl foyt fir
einen

Treuerpuuht
X :

t y
EM :

y
EX coder f G) Ey

⇒

y
EX

oder X Efcx ) Ey
⇒

:

Jedes
Element

in
M ist

unit
einem Treunpunht vergkichbar

.

Bed Jedes
Element

von
M ist ein

Treerupunkt .

Beefs : Wir zeiger ,

die Menge Q der

Trever punkie
it zuloissig .

Daza :

A ) Kleinste
owe

Schraeder von
Kelter :



Sei KCQ eine Keke ,
Z

kleinste

obese
Schrank von

K in M
.

ZZ : z ist Treernpunht ,

also

fiir y
EM

, ycz
 ⇒ fcylez .

Sei
y

E M
,

yo
Z  ⇒

y
ist beine

Obere Schrank e von K ⇒

F x E K : x I y
.

Es

gilt
X E KC Q ist Trennpaaht .

Behm

xtrehnpwht
fly ) ex

= , y
- x ⇒

Da z oboe
Schrank von

K fogt

f- Cg
) EX EZ

⇒ f Cy ) EZ

⇒ z
ist Treunpuuht

⇒ Z EQ
,

2) f CQ ) c Q :

Sei x
EQ

.

zz
.

. fcx ) ist Trennpuaht ,

also

fir ycfcxl
⇒ fly ) e fad

.

Sei
y

< fcx )
.

Da x ein

Treerupueht
ist folgt

unit Behl



yex
.

Falls y=x gilt f (g) =fC*) E f Cx )
.

Falls ya
X gilt ,

da x Treaupuuht ,

f- Cy ) EX E f CX )
.

Dawit ist fcx ) Treunpuuht .

Beer 2 ist beuieseh .

Bele
: f hat einen Fixpunht

.

: Weeper
Beer 2

booklet M

wer
aus Trennpuuhhr . Weger

Behn

ist M total geordnet ,

also selbst

line
Keke .

Dawit
existed

line kleiusk oboe

Schrank von
M in M

,

also ein

marinates Element Z
.

Es gilt
z Efcz ) u

.

U
.

and f- ( z ) Ez
,

da Z
maximal

§mmwefCzl=Z .

D



5.A.7korollarsu.CM
,

E ) particle georduet , jede

Keke in M
hat eine

kleiusk oboe

Schrank .

Damn gift es ein

maximals Element in M
.

Bevies
. Die Ieee

Keke besiht

als kleinsk obese Shrank
das

minimal Element von
M

,

M¥0
.

Anguromrmen ,

is gabe
bein

maximals Element .

Dann ist

Zu jedeen x
E M dei Menge

Mx
: = try EM Ix a

y
} nicht leer

.

Mit dem

Auswahlaxiom5.tl#

I f : M - s M mit f- Cx ) EM×

Fx EM .

Damn gilt Xcfcxstx
,

insbesoudere Xefcx ) Fx
.

§ f hat einen Fixpuakt

Xo = f C Xo ) G
,

da XLFCX ) Fx

D



5atE

Sei M¥0
,

M particle geordnet .

Dauer gibt is eine
maximal Kelt

is M
.

Beavis : Die Menge do Ketter ist

beziiglich
Intension parnell georduet

.

Trie jede
Keke TL von

Ketter

ist
U K eine

kleiuste

KER

oboe
Schrank

von
Fe

.

Dana

folgt
wit

5. 1.7
,

dap
es

eine

maximal
Keble gist .

Beavis des Zoruscheu Lemmas 5. 1.3

-

Sei Kc M eine maximal Keke

( sie exist
.

est
weeper

5.1.83 .

Sei z EM eine
obese Schrank von K

.

Fiir y
E M wit Z Ey

ist

K why } elder falls eine Keble
,

da t x EK : XEZEY gilt .

Da K maximal ist
,

folgt



y
C- K ⇒ y

EZ =3
y

= z
.

Dawit
ist Z

maximal
.

D

Beweisdeswohlordnungssatees5.tl#

Seize

M= { C Y
,

R ) I YCX
,

R Wohlordmug

ant Y 3

c JCX ) x PCXXXI
.

M=§
,

denn ein
elements .ge Teihneegeu

von X side wohlgeord.net .

Sette (Yr
,

Rn ) e ( Yz
,

Ra ) : ⇐

Yrcyz und Rn = Rz nfYnxYn )

( i .
e .

die Relation Rz stimrurt auf

Y
,

met
R

,

iibereeh ) und

jedes
Element aus Yzl Yr ist

groper
als jedes

Element von Y
,

bez
.

Rz
.



Bed Jede Keke Kc M hat eine

Obere Schraerke .

See K= { C Yi
,

Ri )
,e⇐±

} CM

eine
Kelt .

Dann ist

Y=
UY ; CX

und R=
U Ri line Ordering auf Y

.

R ist Wohlordmug :

Sei N C Y eine
nicht - Here Teilmeege .

See
' XEN

⇒ Zi : X E Yi
 

⇒

Nn Yi  t ol
and in ( Yi

,

Ri )

existent in
Nn Yi bez

.

Ri ein

miminales Element z .

Es gilt Z
E

y
tf

y
E Nn Yi

Sei YEN ,

da die Yi
iueinaudr

euthalhh sind
I j

EI :

y
E Yj

,

C Yi
,

Ri ) E C Yj ,
Rj )

1st y
E Yi

,

so iot Z Ey .

1st y
E Yjl Yi ,

so ist
y

groper
als jedes

Element von

Yi n .

V
.

⇒ Z Ey .



Also ist Z ein
kleiushs Element

von
N und CY

,

R ) ist wohl -

geo
-

duet
.

⇒ ( Y
,

R ) C- M and es ist

Obere
Schrank

do Keke
.

Zorn

⇒ M
besiht ein

maximals

Element
CZ

,

S )
.

Wire
Z ¥ X

,

so
existent

W E Xl 2-
.

Wir
Kinmen

die

Wohlordnung
auf

Z auf Zuhw }

erweitvh ,

indene
wir wz z

ft E Z
settees .

I zur

Maximalitoit
von Z

.

⇒ Z =
X und X ist

wohlgeordhet . D

5.1.9sa.tt

Der Wohlorduuugssatt impliziert

das Auswahlaxiom .



Bennis :

Sei ( Milice
line

Familie nicht -

Hero Mugen . M=¥± Mi
.

Betrachk
eine Wohlordwung auf M

.

Dauer
exists

' est die Auswahlfunkhion

f- .

.

I → Me .

its kleiushs
Element

von Mi .

D

5.2-Baseuiuuneerdlich-dimeusionalenvektorra.in

men

5. 2. A Salt ( Existent von Baser )

-

Sei V ein Vektorraum .

Sei F eine linear uhabhiingige

Familie in V and E ein

Erzuegeuder system .

Damn I

Basis B mit Fc BCE
.

5.2.LK#orofLarSeiVeinVektorraeem

.

n ) fede
linear uuashoingige

Familie F
'

in V kaner



zu einer Basis ergiinzt Werder
.

2) Je
des Erzeugnden system E

'

von V

kaun zu einer
Basis ausgediinut

werden .

3) V besitzt eine Basis .

Bennis
-

:

1) 5. 2. A mit F=F
'

,

E = V

2) 5. 2. A mit F= 0
,

E = E
)

3) 5. 2.1
mit F -_ 0

,

E
= V

. D

BIder Existent von
Baxa

,

Salt 5.2.16

Sette

M = f GCU
,

G linear ueabhoingig
,

FCGCE }

FE M ⇒ M¥0 .

M ist bez
.

C partied georduet
.

Bed ' Jede
Keke in M besiht

line
obere

Schrank
.

( Voraussetzuug
Zorn )

.



See K eine Keke in M
.

Sethe X : = U G
.

GEK

Es gilt
GEX f GE K

.

Wir zeiger X € M
,

damn ist X

une obese Schrade von
K

.

Da F c G CE f GE K gilt

and FCXCE .

Noch Zz : X ist linear uuashoivgig .

Sei data Xs
,

-
-

-

,
Xu

EX und

da
,

. is

du EK
wit IE di Xi

= O
.

Z Gr
,

. -

.

,

Gn E K wit Xi E Gi
.

Da
K eine

Keke ist
,

kane
man

dei Gi
,

5=1
,

- - 7h ,
Vogler

.

cheer and

das maximal
woihleer ,

Sei also

To so
, clap Gi C Gio Et

,

.  - in

and dawit x ;
E Gio

i - to .  
-

-

in .

Da Gio linear ueabhairgig ,

u

folgt aus Edi Xi
 

=o di -_

o

I = n

f I = A
,

-
-

-

,
h

.



⇒ X ist linear ueashoingig

=3 X iot obere Schraeder von
K

.

Zorn

=3 M besiht ein maximals

Element
B

.

Bed
B ist Basis

.

B ist linear
washing 's

,

da BEM
.

Auguonrmer ,

B wiirde nicht

erzugeu
.

Dann
ist iusbesondve

B ¥
E

und E ¢ CBS
,

dean

s oust
V= LE ) c L B > .

Dawit
etistiert x

E El LBS
.

Sei B = C Xi lice )
,

see
-

en

X
,

di E K wit Xxx & dixi = O
.

TEI

Was 're d -1-0
,

so win 're

X= Eat ( fi ) Xi E LBS E

⇒ 2=0 ⇒ di -0 ti
,

da B

linear uuabhaingig

⇒ Bu 4×3 linear unashoingig .



Da Fc Bc But XI CE folgt

Bu Lx } EM E Zur Maximalist

von
B

.

D

SaleC Austauschsak )

Sei U ein
Vektorraum .

1st Bc V eine Basis und

F
'

eine
linear washing .ge

Familie ,

so
I

Teil familie B
?

von
B

,
so

dap
Be UF

' Basis
ist

.

Bendis :

Waithe F= F
' und E= But

'

im

Sate 5. 2.1
iiber dei

Existent

von
Baser - D

Beispielee

1) KCXJ hat die abzaihtbare Basis

⇐lie IN )
.

2) Betradite R als Oh - Vektorraum .

Behe
.

Eine Basis von
R als

Oh - Viktor raum
ist iiberabziihlbar .



Augurommeer ,

is giibe
eine abziihlbare

Basis C Xi lien ) .

Setae

Un :
= C

Xs
,

.
.

⇒
Xu > . Damn

ist

Vue In = Ex
- -

-

x Q abziihlbar
,

da Q abziihtbar ist
.

Daun
ist R =

U Vn eine

head

asziihlbare Vereinigung
abziihlbarer

Meager ,

dei unit dem Cantors cheer

Diagonal verfahren wieder abzaihlbar

ist
.

( Mi
abziihlbare Magus ,

Mo = { doo → Aor

doze
9oz

-

- -

Mi -

- tarota.Tant
-

. .

d. I I

Mz= Lazo An
- -

-

)
±

Z
,

denn R ist iiberabzoihtbar
.

3) V= { rationale Cauchyfohgu }

ist Q - Viktor raum
.

U= { Nullfolgeu } cu
ist

Unterraum
.

Betrachte



4 : V → R : Cauthen to uh an

4 ist linear Clyreerzwutsatze
)

,

Ker 4=4 .

4 ist surjektiv Cjede

reeve Zahl Laift
sich durch

rationale

aueiaihern ,

lntuuallschachtelueg
)

.

⇒ Yu = Yury E Im 4 = R

Dawit hat schon Yu eine

iiberabziihtbareBasis
,

also ouch U
.

4) V= f f : R - SIR Fuuhhon }

ist R - Vektorraum .

Fiir p
ER seize

f- p
: R - s R : x ↳ {

O X F p

1 X
-

p

Dann ist Cfp Ip ER ) linear

urashaingig :

Sei &dpfp =o ⇒

E' dpfpcxl
= d×=0 FX ER

.



Diese Familie ist boats

iiberabziihlbar ,
also heine Basis

.

Die Iunhtion fi R→rR : Xeon

wird nicht erzuegt ,

deem in

jedeen
& dpfp gist es

unread Lich
.

well dp # O und daher new
eerdhich

Week Fauktionswerte uegkich
O

.

5.2450ft
C Moichtigkeit von

Bases )

Sei U ein Vehtorraum ,

C Xi
Ii EI ) und Cyj Ig

-

ET )

Seier
Basch .

Daun
sind

I and J gleicheuoichhig
.

Beemer kung
-

:

Nicht jede
linear

washing .ge

Familie
de Moichhrgkeit

einer Basis

ist
schon

eine
Basis .

7. B
.

ist in
KCXJ

( xn In EIN ) linear ueasliaigig

und abziihlbar ,

also heine Basis
.


