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Die Losungen sollten auf URM hochgeladen werden. Abgabetermin: 11.06, 16:00.
Bitte begriinden Sie Ihre Losungen und zeigen Sie Thre Argumentation auf.
Bitte notieren Sie Ihren Namen und Thre Immatrikulationsnummer an. Wenn Sie die Aufgaben in
einer Gruppe einreichen, reicht es aus, wenn eine Person die Aufgaben fiir die ganze Gruppe
hochladt.

Aufgabe 1 (5+5 Punkte) Wir betrachten die folgende Untervektorriume von Q%*:

1 0
0 1
-1 0
0 1
0 0
v=(0]16])
0 0

(i) Berechnen Sie dim U, dim W.
(ii) Berechnen Sie dimU + W,dimU N'W

Aufgabe 2 (34542 Punkte) Betrachten Sie die Abbildung:

, 2 f)+f(=1)

(i) Zeigen Sie dass ¢ eine lineare Abbildung ist.
(ii) Berechnen Sie eine Basis von Ker ¢.

(iii) Berechnen Sie eine Basis von Im ¢.

Aufgabe 3 (5+5+1+3+5+1 Punkte) Seien U, W zwei K-Vektorrdume. Wir betrachten
das Produkt U x W mit der folgenden Summe und Skalarmultiplikation

+:(UxW)x (UxW)—=UxW, ((u, w), (u',w") = (u+u',w+w')
G Kx (UxW)—=UxW, (A, (u, w)) = (Au, Aw)

(i) Zeigen Sie, dass U x W mit dieser Summe und dieser Skalarmultiplikation ein K-
Vektorraum ist.

(ii) Nehmen wir an, dass U, W endliche Dimension haben und sei (u1, ..., u,) eine Basis
von U und (wy,...,w.,) eine Basis von W. Zeigen Sie, dass

((u1,0), ..., (un,0), (0,wy),...(0,wy))

eine Basis von U x W ist.
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(iii) Nehmen wir an, dass U, V endliche Dimension haben. Zeigen sie, dass dimg (UXxW') =
dimg U + dimg W.

Sei nun V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und seien U, W C V zwei Untervek-
torraume.

(iv) Zeigen Sie, dass die Abbildung
F:UxW =V, Fu,w) =u+w
eine lineare Abbildung ist.
(v) Zeigen Sie, dass Im F' = (U + W) und dass Ker F' isomorph zu U N W ist.

(vi) Zeigen Sie mit der Hilfe der vorherigen Teilaufgaben, dass dimg (U + W)+ dimg (U N
W) = dimg U + dimg W gilt.

Zusatzaufgabe (Freiwillig, wird nicht benotet oder korrigiert) Sei K ein Koérper.

(i) Seien Vi, Vs, V3 mit n > 3 endlich-dimensionaler K-Vektorrdume und seien

0y L Lv £ o)

lineare Abbildungen so dass Im f; = Ker f;11 fiir ¢ = 0,1,2. Zeigen Sie, dass fi
injektiv ist, dass fo surjektiv ist und dass

dim V5 = dim V; + dim V3.
Eine solche Sequenz von linearen Abbildungen nennt man eine kurze exakte Sequenz
(ii) Seien Vi, Va,...,V, endlich-dimensionale K-Vektorrdume. Seien auch

fn72

() NELNR VA NS VAR NG VAL N VA LN )|

lineare Abbildungen so dass
Im f; = Ker fi41 firi=0,...,n—1

Zeigen Sie, dass
n

D (-1 dimV; =0

=1



