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Vorwort

Diese Notizen basieren auf den Notizen des Kurses von Hannah Markwig. Unsere Notizen sind
eher grob und ersetzen in keiner Weise ein gutes Buch iiber lineare Algebra. Falls Sie Fehler
finden, teilen Sie mir diese (auch die offensichtlichen) bitte mit!
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Aussagen

Siehe Analysis I.

1.2 Mengen

Das Konzept der Menge ist eines der grundlegenden Konzepte der Mathematik, und es gibt
einen ganzen Zweig der Logik, die Mengenlehre, der sich mit ihren Studien beschéftigt. In diesem
Kurs (und im Grofteil der Mathematik) werden wir die naive Definition einer Menge verwenden:

Als Menge wird in der Mathematik ein abstraktes Objekt bezeichnet, das aus der Zusammen-
fassung einer Anzahl einzelner Objekte hervorgeht. Diese werden dann als die Elemente der
Menge bezeichnet. (Wikipedia)

Man schreibt

r € M <= x ein Element in M ist ,
r ¢ M <= x kein Element in M ist .

Beispiel 1.2.1 (Mengen von Zahlen). Die Menge von natirliche Zahlen ist
N=1{0,1,2,...1]
Die Menge der ganze Zahlen ist
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...}.

Die Menge der rationelle Zahlen ist
Q= {%|a,b€Z,b7é()}.

Die Menge der reelle Zahlen ist
R.

Vorsicht: manchmal ist die Menge von natiirliche Zahlen als {1,2,3...} definiert. In unserem Kurs 0 ist eine
natiirliche Zahl.
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Als Beispiel, sehen wir dass —4 € Z aber —4 ¢ N. Man kann auch zeigen dass V2 € R aber

VigQ
Beispiel 1.2.2 (Viele andere Mengen). Viele Beispiele von andere Mengen:

e Die zwei Mengen {1,2,3,4} = {1,1,2,3,4} sind gleich, weil sie die gleiche Elementen
haben.

e Die menge von gerade natiirliche Zahlen: {n € N|n gerade } = {0,2,4,6,...}.
e Die leere Menge (), die keine Elemente enthélt.

e Die Menge M von alle Menschen auf der Erde: M hat circa 8.1 Milliarde Elementen. Die
Menge Mso00 = {m € M | m ist mehr als 200 Jahre alt } = .

Definition 1.2.3 (Teilmenge). Seien M;, My Mengen. Wir sagen dass M; eine Teilmenge von
M, ist falls alle Elemente von M; auch Elemente von M, sind. Wir schreiben M; C M,. Mit
Symbole:

MiC My, <= (z €M, = z € M,)

Wir sagen dass M; eine echte Teilmenge ist, falls My C My und M; # M,. Wir schreiben
My, € M.

Beispiel 1.2.4. Man kann zeigen dass N C Z C Q C R.

Bemerkung 1.2.5. Seien M, M, zwei Mengen, dann
My, = My < M; C My und My C M.
Definition 1.2.6 (Schnitt, Vereinigung, Differenz, Komplement). Seien M;, My Mengen.
e Der Schnitt My N M, enthalt alle Elemente, die sowohl in M; als auch in M; sind:
MyN My ={z|z € M,z € My}.
e Die Vereinigung enthélt alle Elemente die in M; oder in M sind:
My UMy ={z|z € My oder xz € M}
e Die Differenz M; \ M, enthilt alle Elemente in M; die nicht in M enthélt sind:
M\ My ={x € M|z ¢ My}.
e Wenn M, C M, das Komplement von M, in M, ist
M = My \ M,
Bemerkung 1.2.7. Die Notation M€ ist immer abhéngig vom Kontext: das Komplement von

Nin Zist N = {z € Z|x ¢ N} = {...,=3,—2,—1}, aber das Komplement von N in N ist
Ne={z eN|z ¢ N} =0.
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Wir kénnen auch der Schnitt und der Vereinigung von beliebige viele Mengen M;,7 € [
definieren:

ﬂMi:{xMEMi fir alle ¢ € I}, UMi:{xMGMi fir ein ¢ € I}.

i€l i€l

Definition 1.2.8. Zwei Mengen M, M, heiflen disjunkt, falls M; N My = (. Wenn M, M,
disjunkt sind, wir schreiben manchmal die Vereinigung als M; L My oder M,UM,.

Lemma 1.2.9 (Eigenschaften des Schnittes und der Vereinigung). Seien M, My, M3 Mengen.
Der Schnitt und der Vereinigung sind:

o Kommutativ:

MlﬂMgzMgﬂMl,
M1UM2:M2UM1.

o Associativ:

(M; N My) N Mg = My U My U Mg = My N (My N Ms),
(M1UM2)UM3:MlﬂMQQMgleﬂ(MQQMg)

o Distributiv:

(My N M) U My = (M, U Ms) 0 (My U Ms),
(Ml U MQ) N M3 == (Ml N Mg) U <M2 N M3)

Beweis. Als Beispiel, zeigen wir dass (M; N My) U M3 = (M U M3) N (M U M3). Wir zeigen

die zweil Inklusionen:

e C: wir wollen zeigen, dass (M;NMs)UM;s C (M;UM;3)N(MaUM3). Sei x € (MyNMy)UMs,
dann x € M;N M oder x € M3. Wenn x € (M;NM,) dann x € M;UM; und = € MyUMs,
so dass z € (My U M3) N (MyU Ms). Wenn x € M3, dann x € My U M3 und x € My U Mg,
so dass z € (M; U M3) N (My U Ms).

e DO: wir wollen zeigen, dass (M; N My)U Mz O (MU M;s)N (MU Ms). Sei x € (MU M;)N
(MU Ms), dann x € My UM; und € My U M;z. Wenn © € Mj, dann o € (My N My) U M;
auch. Wenn = ¢ Mj, wir wissen dass © € M; U M3, so dass x € M;. Wir wissen auch, dass
x € MyU Ms, so dass € Ms. Das zeigt dass © € My N My und dann x € (M; N My) U Ms.

]

Lemma 1.2.10 (Eigenschaften des Komplementes). Seien My, My, M3 zwei Mengen so dass
My C M3, My C Ms. Die Komplementen in Mz haben die Figenschaften:

o M'C My < M{ D Ms.
L] (M1UM2)c:Mme2C
L] (MlﬂMg)c:MfUMg
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o (Mp)* =M.
Beweis. Im Repetitorium. O]

Definition 1.2.11 (Kartesisches Produkt). Seien M;, My Mengen. Das kartesisches Produkt
von M; und M, ist die Menge definiert als

M1 XMQZ :{(.fl,l'g)’.I'EMl,l’EMg}

Hier (1, x2) ist ein geordnetes Paar: d.h. (z1,41) = (22, y2) genau dann, wenn x; = y;, X2 = ys.
Falls M = N schreiben wir M x M = M?.

Beispiel 1.2.12. Seien M; = {1,2,3} und M, = {4,5}. Dann
M, x My ={(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5) }.

Beispiel 1.2.13. Die Menge Z? = {(n,m) |n,m € Z} ist eine Teilmenge von R? = {(z,y) | z,y €
R}

1.3 Funktionen

Definition 1.3.1 (Funktion, Abbildung). Eine Funktion oder Abbildung f: X — Y von
einer Menge X zu einer Menge Y ist eine Zuordnung, die jedem Element z € X ein Element
y = f(z) € Y zuordnet. Wir schreiben

f: X—>Y, x— f(x)
Die Menge X heifit Definitionsbereich, die Menge Y heifit Zielbereich oder Wertemenge

Bemerkung 1.3.2. das Definitionsbereich und das Zielbereich sind teil von der Definition einer
Abbildung. Das bedeutet dass zwei Abbildungen

f: X—=Y, g: X' =Y’

gleich sind, genau dann, wenn X = X' Y =Y’ und f(a) = g(a) fur alle a € X. Z.B. die zwei
Abbildungen
ffN=>Nz—zr+1 g N—=>Zzrx—x+1

sind verschiedene Abbildungen, trotzdem f(x) = g(x) fiir alle z € N.
Beispiel 1.3.3. Die Funktion f: {1,2,3} — {4,7} sodass f(1) =7, f(2) =4, f(3) =4
Beispiel 1.3.4. Die Funktion f: R — R,z > 22

Andere Beispiele von Funktionen:

Definition 1.3.5 (Konstante Funktion). Eine Funktion f: X — Y heifit konstant, wenn k£ € Y’
existiert so dass f(z) =k fiir alle z € X.

Definition 1.3.6 (Identitét). Sei X eine Menge. Die Identitét von X ist die Abbildung

idy: X — X, T
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Definition 1.3.7 (Einschrankung). Seien f: X — Y eine Funktion und A C X eine Teilmenge.
Die Einschriankung von f auf A ist die Funktion

flar A=Y, a— f(a)

Definition 1.3.8 (Bild). Sei f: X — Y eine Funktion und A C X eine Teilmenge. Das Bild
von A unter f ist

f(A): ={f(a)|lac A} ={y €Y |y = f(a) fir ein a € A}
Das Bild von X unter f ist auch Bild von f genannt:

Im f = f(X)

Definition 1.3.9 (Urbild). Sei f: X — Y eine Funktion und B C Y eine Teilmenge. Das
Urbild von B unter f ist
fH(B): ={reX|f(z) e B}

Wenn B = {b} nur ein Element enthilt, schreiben wir auch f~1(b) = f~1({b}).
Beispiel 1.3.10. Sei f: R — R,z ~ 2. Das Bild von f ist
f(R) = {2 |z € R}

Wir sehen dass f(R) C Rsg = {y € R|y > 0} weil jeder Quadrat in R nicht negativ ist. Aber
wir wissen auch dass jedes y € Rs ein Wurzel hat: es gibt z € R so dass y = 2% = f(x). Das
zeigt, dass
f(R) = Rxo;

Wir kénnen auch manche Urbilder explizit bestimmen:

f710) = {z € R[2” € {0}} = {z € R|2” = 0} = {0}

@) ={zecR|z*’c {4}}={zcR|2* =4} = {-2,+2}

fH(-2,-1)={reR| —2<z< -1} =0.

Definition 1.3.11 (Injektiv, surjektiv, bijektiv). Eine Funktion f: X — Y heift

e Injektiv: falls verschiedene Elemente von X verschiedene Bilder haben: d.h. fiir alle
1,22 € X:

x1 # 2y = f(21) # f(22).
Das ist dquivalent zu
f(l'l) = f(l’z) — I = Zo.

e Surjektiv: falls alle Elemente von Y, Bilder von Elementen von X sind:
Fiir alle y € Y, existiert x € X s.d. y = f(x).
Das ist dquivalent zu f(X) =Y.
e Bijektiv: falls f injektiv und surjektiv ist. Das bedeutet dass

fir alle y € Y existiert genau ein x € X s.d. y = f(x).
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Beispiel 1.3.12. Die Abbildung f: R — R, z + x? ist nicht injektiv, weil f(1) = f(—1) =1
und ist nicht surjektiv, weil f(x) = z* > 0 fiir alle z € R so dass kein z € R existiert mit
flz)=2*= -1

Die Abbildung fir.,: Rsg = R,z — 2? ist injektiv aber nicht surjektiv.

Die Abbildung fir.,: R>g — Rxg,z — 22 ist injektiv und surjektiv, d.h. bijektiv.

Lemma 1.3.13. Sei f: X — Y eine Funktion. Dann gilt

(a) f ist injektiv, genau dann, wenn f~'(y) entweder 1 oder O Elemente enthdlt, fir alle
yeyY.

(b) f ist surjektiv, genau dann, wenn f~(y) # 0 fir alley € Y.
(c) f ist bijektiv, genau dann, wenn f~(y) genau ein Element enthilt, fiir alley € Y.

Beweis. (a) (=) Sei y € Y. Wir wollen zeigen, dass f~!(y) hichstens ein Element enthélt.
Seien x1, 25 € f~(y). Dann f(z1) =y = f(x2). Da f injektiv ist, das zeigt dass x; = z.
( <= ) Seien z1,z5 € X so dass f(x;) = f(z3) = y. Dann z;,79 € f~!(y). Da f~(y)
héchstens ein Element enthélt, es muss sein dass x1 = x9. Das zeigt dass f injektiv ist.

(b) Die Funktion f ist surjektiv, genau dann, wenn fiir alle y € Y ein z € X existiert, so
dass f(z) = y. Die Gleichung f(z) = y bedeutet genau dass z € f~!(y). Das zeigt dass
f surjektiv ist, genau dann, wenn z € X existiert so dass xinf~!(y). Aquivalent, genau
dann, wenn f~(y) # 0 fiir alle y € Y.

(c) Die Funktion f ist bijektiv, genau dann, wenn f injektiv und surjektiv ist. Punkt (a)
zeigt dass, f injektiv ist, genau dann, wenn f~!(y) hochstens ein Element enthélt, fiir
alle y € Y. Punkt (b) zeigt dass f surjektiv ist, genau dann, wenn f~!(y) mindestens ein
Element enthilt, fiir alle y € Y. Dann, ist f bijektiv, genau dann, wenn f~!(y) genau ein
Element enthélt, fiir alle y € Y.

O

Definition 1.3.14 (Komposition). Seien f: X — Y und ¢g: Y — Z zwei Abbildungen. Thre
Komposition g o f ist die Abbildung

gof: X =2,  xwg(f(x))
Beispiel 1.3.15. Seien f: R - R und g: R — R durch f(z) =z + 2, g(x) = 2°. Dann

fog:R—=>R, z—22+2,
gof:R—=R, xr (z+2)°

Lemma 1.3.16. (a) Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann
foidx =f, idyof=f.
(b) (Assoziativitit) Seien f: X —Y,g: Y — W h: W — Z Abbildungen. Dann gilt
ho(fog)=(hof)og
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Beweis.  (a) Die zwei Abbildungen f oidx und f haben Definitionsbereich X und Zielbereich
X. Wir miissen zeigen dass (f oidx)(z) = f(x) fir alle z € X. Aber (f oidy)(z) =
f(dx(x)) = f(x). Eine #énliche Begrundung zeigt dass idy of = f.

(b) Die Zwei Abbildungen ho(fog) und (ho f)og haben Definitionsbereich X und Zielbereich
Z. Sei x € X: dann
(ho(fog))(x)=h((feg)(x)) =h(fg(x)))
= (ho f)(g(x)) = ((ho [)og))(z).
[

Definition 1.3.17 (Invertierbare Funktion). FEine Funktion f: X — Y heifit invertierbar oder
umkehrbar, falls eine Funktion ¢g: Y — X existiert so dass

(9o f)=idx,  (fog)=idy
Die Funktion g heifit dann, Umkehrfunktion oder inverse Funktion von f. Wir schreiben auch
.
Lemma 1.3.18. Sei f: X — Y eine invertierbare Funktion. Dann ist die inverse Funktion

eindeutig.

Beweis. Seien g1: Y — X und ¢5: Y — X zwei inverse Funktionen von f. Dann gilt

gi=qoidy=g10(fogs) =(g10f)ogs=1idxogs = ¢o.
Il

Bemerkung 1.3.19. Die Gleichung f~!o f = idy zeigt dass f~'(f(z)) = idx(z) = z fiir alle
r € X. Die Gleichung f o f~! = idy zeigt dass f(f~!(z)) = idy(y) =y fiir alle y € Y.

Definition 1.3.20 (Inverse Funktion). Wenn f: X — Y eine invertierbare Funktion ist,
schreiben wir die eindeutige inverse Funktion als f~1: YV — X.

Bemerkung 1.3.21 (Vorsicht!). Sei f: X — Y eine Funktion. Das Urbild f~'(B) von einer
Teilmenge B C Y ist immer definiert, fiir jede Funktion. Die inverse Funktion f~1: Y — X ist
definiert nur wenn f invertierbar ist.

Wenn die Funktion invertierbar ist, stimmen diese beiden Begriffe wie folgt {iberein

Lemma 1.3.22. Sei f: X — Y eine invertierbare Funktion mit inverse Funktion f~':Y — X.
Sei auch B CY eine Teilmenge. Das Urbild von B unter f, und das Bild von B unter f=* sind
gleich.

Beweis. Wir schreiben die inverse Abbildung als g: Y — X, um Verwirrung zwischen das Urbild
und die inverse Funktion zu vermeiden. Wir wollen zeigen dass, das Bild g(B) und das Urbild
f~Y(B) gleich sind:

9(B) = f(B)
Wir zeigen zuerst dass g(B) C f~1(B): sei y € B, dann f(g(y)) = (f o g)(y) = idy(y) = y. Das
bedeutet dass g(y) im Urbild f~1(B) ist.
Wir zeigen jetzt dass g(B) 2 f~Y(B): sei x € f~Y(B), sodass y = f(x) € B. Dann
x=1idx(z) = (go f)(z) = g(f(x)) = g(y). Das zeigt dass x € g(B). O
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Satz 1.3.23. Fine Funktion f: X — Y ist invertierbar, genau dann, wenn f bijektiv ist.

Beweis. Wir zeigen die zwei Implikationen:

( = ) Wir zeigen dass, wenn f invertierbar ist, dann f auch bijektiv ist. Sei f~1: YV — X
die inverse Funktion von f.Wir zeigen zuerst dass f injektiv ist: seien x1,z9 € X so dass
f(xy) = f(x2). Dann f~1(f(x1)) = f71(f(x2). Da f71(f(z)) = x fiir alle x € X, sehen wir dass
r1 = T9. Wir zeigen dass f surjektiv ist: sei y € Y. Dann f~1(y) € X und f(f~'(y)) = v.

( <) Sei f bijektiv, und sei y € Y. Lemma shows that das Urbild f~!(y) genau
ein Element enthilt, wir nennen es g(y). Das definiert eine Funktion ¢g: Y — X. Wir wollen
zeigen, dass fog=idy und go f =idx. Sei y € Y, dann g(y) € f~'(y) so dass f(g(y)) = v.
Das zeigt dass fog =idy. Sei z € X, dann x € f~!(f(z)) so dass = g(f(z)). Das zeigt, dass
go f - ldX D

1.4 Relationen

Siehe Analysis 1.

1.5 Vollstindige Induktion

Das Prinzip der Vollstédndige Induktion ist einfach, aber sehr wirkungsvoll

Prinzip der Vollstindige Induktion. Fir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Angenommen
dass:

e Induktionsanfang: A(0) wahr ist,

e Induktionsschritt: fir jedes n € N, wenn A(n) wahr ist, dann ist A(n + 1) auch wahr:

An) = An+1) fir alle n € N,
dann ist A(n) wahr fir alle n € N. In dem Induktionsschritt die Annahme dass A(n) wahr ist
heifit Induktionsvoraussetzung.
Wir zeigen jetzt mehrere Anwendungen und Beispielen:

Beispiel 1.5.1 (Summe der erste n Zahlen). Wir zeigen dass

1
1+2+...+n:@, fiir alle n € N,

durch Induktion.

e Induktionsanfang: Fiir n = 0 die linke Seite ist 0, weil eine Summe von null Elemente,
Null ist. Die rechte Seite ist auch 0, weil % = 0. Die Aussage gilt fiir n = 0.
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e Induktionsschritt: Nehmen wir an, dass die Aussage fiir n gilt. Wir wollen zeigen dass
die Aussage fiir n + 1 auch gilt:

I1+24+-4+n+(n+1)=0+2+--+n)+(n+1)

1
= @ +(n+1) (Induktionsvoraussetzung)
~nm+1)+2n+1) (n+2)(n+1)
B 2 N 2

und das ist genau die Aussage fiir n + 1.

Bemerkung 1.5.2. Es gibt Varianten des Prinzips der Vollstdndige Induktion. Z.B. fiir jedes
n € N sei A(n) eine Aussage. Angenommen dass

e A(ng) gilt fiir ein ng € N,
e A(n) = A(n+1) fiir alle n > ny,
dann gilt A(n) fiir alle n > ny.
Satz 1.5.3 (Bernoullische Ungleichung). Seien x € R,x > 1 und n € N. Dann
(I1+x)" > 1+ nxz.
Ist zusdtzlich n > 2 und x # 0, so gilt sogar
(14+2x)" > 1+ nax.

Beweis. Wenn n = 0 oder n = 1, es ist klar dass (1 + x)" = 1 + nx. Das ist auch klar, wenn
x = 0. Wir miissen dann zeigen dass

(1+2)">14+nx fir alle x > —1,2 # 0, und n = 2
und wir zeigen das durch Induktion:
e Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt
(1+z)P=1+20+2">1+2
weil 22 > 0 (hier ist wichtig dass x # 0).

e Induktionsschritt: Angenommen dass die Ungleichung fiir ein n > 2 gilt, wollen wir
zeigen dass die fiir n + 1 auch gilt:

(1+z)" =0+n2)"(1+2)>1+nr)(1+2)=1+x+nr+n>>1+ (n+ 1)z

Hier haben wir die Induktionsvoraussetzung (1 4+ nz)™ > 1 + nx benutzt.
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1.6 Michtigkeit

Beispiel 1.6.1. Wir betrachten die zwei Mengen S = { Studierende im Horsaal } und P =
{ Plédtze im Horsaal }. Wann haben diese zwei Mengen die gleiche Anzahl von Elemente? Wir
konnen entweder die Studierende und die Plidtze Anzahlen. Oder wir kénnen auch sagen dass
jede Studierende ein Platz hat, zwei Studierende sitzen nicht am gleichen Platz, und dass alle
Platze voll sind. Mathematisch gesagt, es gibt eine bijektive Funktion

p:S— P, s+ p(s) = platz von Studierende s

Dieses kleines Beispiel fuhrt zu einen sehr wichtiges Konzept in der Mathematik:

Definition 1.6.2 (Gleichméchtige Menge). Zwei Mengen X, Y sind gleichméchtig wenn es eine
bijektive Funktion f: X — Y existiert.

Lemma 1.6.3. Zwei Mengen X,Y sind gleichmdchtig, genau dann, wenn sie gleich viele
Elemente besitzen.

Beweis. Wir zeigen die zwei Implikationen:

(=) Sei f: X — Y eine bijektive Abbildung. Wir schreiben X = zy,...,x,, mit
paarweise verschiedene x;, so dass X genau n Elemente hat. Da f surjektiv ist, Y = f(X) =
{f(z1),..., f(xz,)}, und da f injektiv ist, die f(x;) sind auch paarweise verschiedene. Das
bedeutet dass Y genau n Elemente hat.

(<= ) Wenn X und Y beide n Elemente haben, dann X = {z,...,2,} mit paarweise
verschiedene z; und Y = {yi,...,y,} mit paarweise verschiedene y;. Wir definieren zwei
Funktionen

[+ X=Y zi—=y gy—

und wir sehen dass f og = idy und g o f = idx. Das bedeutet dass f invertierbar ist, und
deswegen bijektiv. O]

Definition 1.6.4 (Méchtigkeit). Sei M eine endliche Menge. Der Anzahl von Elemente in M ist
auch die Machtigkeit oder Kardinalitidt von M genannt. Man schreibt |M| fiir die Méchtigkeit.
Eine Menge M heifit abzidhlbar unendlich, wenn M gleichméchtig zu N ist.
Eine Menge M heifit iiberabzihlbar wenn sie weder endlich oder abzéahlbar unendlich ist.

Beispiel 1.6.5. Die Menge A = {1,/2, 7} hat 3 Elemente, so dass |A| = 3.

Beispiel 1.6.6. In der Mengenlehre zeigt man dass Z und Q unendlich abzéhlbar sind, und
dass R unendlich iiberabzihlbar ist.

1.6.1 Fakultat und Binomialkoeffizienten
Definition 1.6.7 (Fakultit). Sei n € N. Das Fakultét n! (sprich “n Fakultét”) ist definiert als

e 1, falls n = 0,
o l12-...-(n—=1)-n, fallsn>0
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Bemerkung 1.6.8. Eine niitzliche Konvention in der Mathematik ist dass die leere Summe 0
ist und dass das leeres Produkt 1 ist. Dann konnen wir auch schreiben

nl=n-(n—1)-----1 fir allen € N

weil wenn n = 0, das Produkt an der rechte Seite ein leeres Produkt ist, und ein leeres Produkt
ist 1.

Definition 1.6.9 (Binomialkoeffizient). Seien n,k € N. Das Binomialkoeffizient (}) (sprich “n
iiber k” oder “k aus n”) ist definiert als

0, falls k& > n.
0-{.
k m, falls k S n.

Lemma 1.6.10 (Eigenschaften des Binomialkoeffizientes). Seien n,k € N mit k < n. Dann gilt:

(a) (g) — 1 und G) — n fiir alle n.
(b) (Z) :”(”—1)'--é'-(n—k+1)
@ ()= (.")

@ ()= () ()

Beweis.  (a) Wir berechnen

n n! n! ! n n! n
0 oln!  1-n! 7 1 Hn-1! 1

(b) Wir berechnen

ny\ n! m—K! (n—k+1)-...-(n—1n (m—k+1)-...-(n—1)-n
(k) = =R Hn — k). Kl :

(c) Wir berechnen
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(d) Wir berechnen

(kil) * (Z) R 1)!(2!— 1) k!(nni ol

n! n!
T DR k= Hm—k—Dln—k

B n! 1 n 1
S kln—k—1)! \k+1 n—k
n! n—k:—l—k+1_ n! n+1

Ckln—k—=1)! (k+1)(n—k) klln—k-1)! (k+1)(n—k)

B (n+1)! _(n+1
R+ D!(n—k) (k+1)'

Bemerkung 1.6.11. Die letze Gleichung im vorherigen Lemma ldsst sich gut anhand des
Pascalsches Dreieck veranschaulichen. Siehe Tafel oder Wikipedia: https://de.wikipedia.
org/wiki/Pascalsches_Dreieck.

[]

Binomialkoeffizienten und Faktorzahlen sind in der Kombinatorik allgegenwirtig.Ganz
informell ist dies der Teil der Mathematik, der sich mit dem Abzédhlen von Objekten beschéaftigt.
Wir werden hier nicht viele Objekte zdhlen, aber wir konnen ein sehr einfaches, aber sehr
wichtiges Prinzip aufstellen

Lemma 1.6.12. Sei f: X — Y eine Funktion, dann
X=|]r".
yey
Das heifit: X = Uyey f~ (y) und die f~(y) sind paarweise disjunkt.

Beweis. Wir zeigen zuerst dass X = {J,cy f7'(y): seien 2 € X und y = f(z). Dann 2z € f~'(y).
Wir zeigen jetzt, dass die f~!(y) paarweise disjunkt sind: sei z € f~'(y) N f~'(¢y/), dann
y=[flx)=1v. O
Korollar 1.6.13. Se: f: X — Y eine Funktion zwischen endliche Menge. Dann

X1 =1 W)l

yey
Beweis. Lemma [1.6.12] zeigt dass X = Uyey f~'(y), sodass [X| =37 .y [/ (y)l. O
Korollar 1.6.14. Seien X,Y endliche Menge. Dann | X x Y| = |X| x |Y].

Beweis. Wir betrachten die Abbildung py: X x Y — X. Fiir jedes x € X, gilt |f~'(z)| =
{(z,y)ly e Y} =]Y]

X x Y= Ipx' @)=Y Y[ =|X]| Y]

zeX reX


https://de.wikipedia.org/wiki/Pascalsches_Dreieck
https://de.wikipedia.org/wiki/Pascalsches_Dreieck
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Proposition 1.6.15. Sei A eine endliche Menge mit |A| =n und sei k € N,k > 1. Die Anzahl
von k-Tupeln,

(ay,aq,...,ax), a; € A, a; paarweise verschiedene,
istn-(n—1)-...-(n—k+1).
Beweis. Sei Tp(A) = {(ai,...,ax)|a; € A, a; paarweise verschiedene }. Wir wollen zeigen, dass
Ty(A)|=n-(n—1)-----(n—k+1)

Wenn k > n, dann |T},(A)] =0, weil Tp(A) =@ und n-(n—1)...- (n—k+1) =0, weil eine der
Faktoren gleich 0 ist. Wir miissen dann die Aussage beweisen fiir alle 1 < k& < n. Wir zeigen sie
durch Induktion auf k:

e Induktionsanfang: Wenn k£ = 1, dann hat 71(A) = {(a1) | a1 € A} genau n Elemente.

e Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Aussage fur 1 < k < n — 1 gilt und wir
wollen zeigen dass es fiir k 4+ 1 gilt. Wir betrachten die Funktion

f: Tk+1(A) — Tk(A), (CLl, R ,ak+1) — (CLl, R ,ak)

(Warum ist diese Funktion wohldefiniert?). Korollar [1.6.13| zeigt dass

e (A) = D 1)

teTy(A)

Sei t = (ay,...,a;) € Ty(A). Dann f~1(t) = {(ay,...,ax, axs1) a1 & A\ {as,...,ar}},
so dass [f71(t)| = |A\ {ai,...,ar}| = (n — k). Dann haben wir

T (A) = Y (n—k) = |Tu(A)] - (n— k)

tET;(A)

und die Induktionsvoraussetzung zeigt dass |Tp(A)| = n(n—1)-(n—k+1). Am Ende
haben wir

Te1(A))=nn—-1)-...- (n—k)
und das ist genau was wir zeigen wollten.

O

Proposition 1.6.16. Sei A eine endliche Menge mit n Elemente. Dann A hat genau (Z)
Teilmenge mit k Elemente.

Beweis. Fiir eine endliche Menge A schreibt man

A
(k) = {B C A| B Teilmenge mit k Elemente } = {B C A||B| = k}}

Wir wollen zeigen dass
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Wenn k£ > n, dann sind beide gleich 0. Wenn k& < n, betrachten wir die Funktion

f:Te(A) — (?), (a1,...,ar) — {a, ..., a}

(Warum ist die Funktion wohldefiniert?). Wir wollen Korollar|1.6.13|benutzen: sei B C A eine Teil-
menge mit |B| = k Elemente. Dann f~1(B) = {(by,...,b) | b; € B paarweise verschiedene } =

Ty (B), und Proposition [1.6.15| zeigt dass |T;(B)| = k!. Dann Korollar |1.6.13| zeigt dass

Tl = 3 1F(B)I = Z()k'z\(;‘)'kv

Be(})

und dann

= (Prop. [1.6.15])

- (Z) (Lemma [1.6.10})

]

Bemerkung 1.6.17. Dieser Satz kann suggestiv wie folgt formuliert werden: sei A eine endliche

Menge. Dann '(?)‘ ) (\21)_

bbbbbdddbdddd Ende Vorlesung 23.04.2024 b bbb s bbb bbb b



Kapitel 2

Matrizen und das Gaufl3sches Verfahren

Wir haben zwei Beispiele von lineare Gleichungssysteme schon in der erste Vorlesung gesehen:

2z + 3y — 2z + 4w — S5v = 10,
h+k =40, x—2y+3z—w+2v =05,
2h + 4k =120." 32 +2y —z+w—4v = -3,

dr —y+22+3w+v =38

Man kann die einzige Losung des erstes Systems relativ einfach berechnen: h = 30, k = 10.
Was ist das bestes Weg, um das zweites System zu 16sen? Gibt’s uberhaupt Losungen? In diesem
Teil der Vorlesung, werden wir lineare Gleichungssysteme systematisch betrachten.

In diesem Kapitel werden wir das Symbol K fiir R verwenden, was bedeutet, dass K = R.
Nachdem wir definiert haben, was ein Korper ist, werden wir sehen, dass die Ergebnisse des
Kapitels fiir ein beliebiges Korper K gelten.

2.1 Gleichungssysteme, Vektoren, Matrizen

Die Gleichungssysteme oben sind bestimmt von den Koeffizienten von der Unbekannte und von
den Werten das die Gleichungen. Wir organisieren diese Daten in Vektoren und Matrizen:

Definition 2.1.1 (Vektor). Ein Spaltenvektor oder einfach Vektor in K™*! ist ein Schema
b1

b |

b

mit Koeffizienten b, € K. Die Koeffizienten b; heiflen auch Koordinaten von b.
Ein Zeilenvektor oder manchmal Kovektor in R'*" ist ein Schema

a:(a1 as ... (lm)

mit Koeffizienten a; € K. mit

18
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Bemerkung 2.1.2. Beide Vektoren und Kovektoren sind Tupeln von Elementen in K. Wir
schreiben die Vektoren vertikal und die Kovektoren horizontal. In der Mathematik ist es iiblich,
die Elemente in K™ als Spaltenvektoren zu betrachten. Ab jetzt, alle Elementen in K™ sind
fiir uns Spaltenvektoren:

b
by
be K" «<— b= . mit b; € K.
b
Anders gesagt, K™ = K™*!. Die Menge von Reihevektoren schreiben wir weiter als K<™,
Die Summe von zwei Vektoren b, c € K™ ist definiert als

bl C1 b1 + C1
def .

b+cec=| |+ :|= :
b Cm, by + Cm
Fur jedes A € K und jeden Vektor b € K", definieren wir das Produkt \ - b als
by A-by
b;n A -'bm
Wir kénnen auch die analogen Operationen fiir Zeilenvektoren definieren.

Definition 2.1.3 (Matrix). Eine m x n Matrix mit Koeffizienten in K ist eine Schema A €
K™ ™ = Mat(m x n, K)

a1 a2 ... Qpn
21 929 ... QAop

A= : . . 5 a;j €K
Am1 Am2 ... AOmn

mit m Zeilen und n Spalten.

Bemerkung 2.1.4. Vektoren sind Matrizen mit nur eine Spalte und Zeilenvektoren sind
Matrizen mit nur eine Zeile.

Definition 2.1.5 (Matrix-Vektor-Produkt). Seien A € K™*" eine Matrix und ¢ € K" ein
Vektor. Wir definieren das Produkt A - ¢ als

air a2 ... Qi C1 11 C +a12-C+ -+ a1, - Cy

asq Ag2 ... Q9pn Co a21-01+a22-02+---+a2n-cn
A-c= ] . ) 1= )

Am1 Am2 .- Omn Cn aml'cl+am2'02+"'+amn'cn

Bemerkung 2.1.6. Um das Produkt A - ¢ zu definiere, die Matrix A muss n Spalten haben
und der Vektor ¢ muss n Reihen haben: die Anzahl von Spalten von A und die Anzahl von
Zeilen von c sind gleich. Z.B., das Produkt von einer 2 x 4 Matrix mit einem 3 x 1-Vektor ist
nicht definiert.



KAPITEL 2. MATRIZEN UND DAS GAUSSSCHES VERFAHREN 20

Definition 2.1.7 (Lineares Gleichungssystem). Seien A = (a;;) € K™*" eine Matrix und
b= (b;) € K™ ein Vektor. Das lineares Gleichungssystem (LGS) von A und b ist besteht auf m
lineare Gleichungen mit n Unbekannte oder Variablen:

a11r1 + apTy + - + a1y = by,
2121 + ATy + - - + ATy = bo,
LGS(A,D):
Am1T1 + Q2T + -+ -+ G Ty, = bm)
mit a,;, b; € K. Wir kdennen dieses System auch als

X1
X2
A-x =0, T =

Tn

schreiben. Die Matrix A heift Koeffizientenmatrix des Systems und die Matrix (A|b) €
K™*("+1) heiBt erweiterte Koeffizientenmatrix. Das LGS heiffit homogen falls b = 0 und
inhomogen falls b # 0.

Die Menge von Losungen des Systems ist die Menge von alle Vektoren z € K" die alle
Gleichungen erfiillen:

Los(A,b) = {x € K" | Ax = b}.

Bemerkung 2.1.8. Ein homogenes system hat immer die Losung z = 0: A-0 = 0 fiir alle
A e Kmxn,

2.2 Die Zeilenstufenform

Beispiel 2.2.1. Wir wollen alle Losungen des folgendes LGS bestimmen:

Tr1+ To + 31‘5 =—6
x3 + 55 =—10. (2.2.1)
Ty — Ts =2

Das ist sehr einfach: dieses System ist dquivalent zu

r1 = —Tg — 3[L’5 —6
r3 = —5ZE5 — 10
Ty =I5+ 2

so dass die Menge von Losungen des LGSs ist:

—XTy — 3$5 —6
T2
Los = —5x5 — 10 | 2o, x5 € K
Ts5 + 2
Ts

. Das nennt man eine Parametrisierung der Losungsmenge: die Losungen sind parametrisiert
von den “freie” Variabeln x,, x5.
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Beispiel 2.2.2. Wir betrachten jetzt das LGS

ZL’1+Z’2+3CC5 =—6
$1+ZE2+JI3+8I5 =—-16
I1+ZE2+$3+2$4+6$5 :—12

Wir konnen dieses System nicht sofort 16sen. Wenn wir jedoch die erste Gleichung von der
zweiten und dritten Gleichung subtrahieren, erhalten wir

$1+$2+3$5 = —6 .I’1—|—SL’2+3SC5 =—0
r1+ o + x3 + 875 =—-16 <= T3 + dxs = —10
ZE1+$2+ZE3+2ZE4+6{E5 = —12 l‘3+21‘4+3$5 = —6

Dies ist eine Aquivalenz, denn um vom zweiten System zum ersten iiberzugehen, geniigt es, die
erste Gleichung mit der zweiten und der dritten zu addieren. Nun kénnen wir Nun kénnen wir
die zweite Gleichung von der dritten subtrahieren (was ebenfalls eine umkehrbare Operation ist)
und erhalten

$1+LL’2—|—3I5 =—6 $1+(L’2+3I5 =—0
T3 + bxs =—-10 <= T3 + O3 =—10
T3 + 21‘4 + 31’5 =—06 2[[)4 - 2555 =4

Nun konnen wir die dritte Gleichung mit % multiplizieren (ebenfalls eine umkehrbare Operation)
und erhalten

I1+ZL’2+3ZE5 = —6 X1+ To — Ty =—4
T3 + 55 =—-10 < T3 + dxs =—12
2.2134—2.%'5 =4 T4 — Ty =2

Wir haben das System (2.2.1) wieder gefunden. Wir hatten also ein erstes System, das sehr
einfach zu 16sen war, und ein weiteres System, das wir als dquivalent zum ersten System zeigen
konnten. In diesem Kapitel werden wir sehen, dass jedes lineare System einem #quivalenten
System entspricht, das sehr einfach zu losen ist.

Die Tatsache, dass das erste lineare System sehr einfach zu l6sen ist, ist auf seine Form
zuriickzufiihren: die erweiterte Koeffizientenmatrix ist in reduzierter Zeilenstufenform:

1100 3 -6
(Alb)={0 0 1 0 5 —10],
0001 -1 2

Definition 2.2.3 (Zeilenstufenform). Eine Matrix A = (a;;) € K™*™ hat Zeilenstufenform,
falls es Zahlen r mit 0 <r <nund j1,72,...,J mit 1 < j; < jo < --- < j, < n gibt, so daf:

(a) a;; =0 fur alle s <r und j < j;.
(b) a;; = 0 fiir alle ¢ > r und alle j.

(c) aj, #0 fir alled =1,...,r.
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Die Zahl r heifit der Rang der Matrix in Zeilenstufenform: wir schreiben r = rk(A). die Zahlen
a;j, 7 0 heien Pivots.

0 ... 0 ayy, * * % I
0 ... 0 0 ... 0 ag, =* x %

A=1o .0 0 .0 0 ... 0 00 0 .. 0 pj, ... *
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0
o...o0 o0 ..0 0O ... 000 O ... 0 0 ...0

Die Matrix A hat reduzierte Zeilenstufenform wenn sie Zeilenstufenform hat, und auflerdem

(d) alle Pivots sind 1: a;;, =1 fiir alle i =1,...,r.

(e) alle Koeffizienten oben die Pivots sind 0: ap;, =0 fiir allei =1,...,7 und h < 1.
0O ... 01 % %= 0 x ... x % 0 ... % 0
O ... 00 ... 01 x ... x %0 ... % 0
o ...o00...00O0 ... ....001T % ...0
A=10 ... 00 ..00 ... 0 000 .. 0 1 ..x
oO...00O...00...0 OOO.. 0O0...0
o ...o0o0...00...0 O0OOO0O... 0 O0..0

Bemerkung 2.2.4. Jetz haben wir der Rang definiert nur fiir eine Matrix in Zeilenstufenform.
Wir werden spéter der Rang fiir alle Matrizen definieren.

Proposition 2.2.5 (Losungen von LGS in reduzierte Zeilenstufenform). Wir betrachten ein
LGS {Az = b} mit erweiterte Koeffizientenmatriz (A|b) in reduzierte Zeilenstufenform.

(a) Die Koeffizientenmatriz A hat reduzierte Zeilenstufenform, und die Pivots von A sind
auch Pivots von (A|b). Insbesondere rk(A) < rk(A|b) < rk(A) + 1.

(b) Wenn rk(A) # rk(A|b), dann Los(A,b) = (.

(c) Wenn rk(A) = rk(A|b), dann hat Los(A,b) eine Parametrisierung, bei der die Variablen,
die den Spalten der Pivots entsprechen, durch die Variablen der anderen Spalten ausgedriickt
werden kdénnen.

Beweis. (a) Hausaufgabe.

(b) Wenn rk(A) # rk(A|b), dann rk(A|b) = rk(A) + 1. Sei r = rk(A). Dann ist die (r + 1)-te
Zeile von A Null aber die (r + 1)-te Zeile von (Ab) ist nicht Null. Dann ist die (r + 1)-te
Gleichung

0 2y 4402y =byyy

mit b1 # 0. Diese Gleichung hat keine Losungen.
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(c) Wenn rk(A) = rk(A|b), dann sind alle Pivots von (A|b) auch Pivots von A. Sei A € K™*"

und seien ayj,, ..., a,;, die Pivots von A, mit 1 < j; < --- < j, < n. Das LGS von (A|b)
ist:

a1y Ty + ZZ:]'IJA gy = b

A2j,Tjp + ZZ:]-QH ATy = by

arjr'rjr + ZZ:jTJrl ALk = br‘
Da (A|b) reduzierte Zeilenstufenform hat, a;;, = 1 fiir alle ¢ = 1,...,7, und ap;, = 0 fir

allei=1,...,rund h <. Sei F'={{1,...,n}\{j1,Jo,- .-, Jr} Wir konnen das LGS wie
folgt schreiben:

n
le = —ZkeFa1k$k+b1
n
':Cjz = —ZkGFGQkxk‘i‘bg
_ n b
Lj. = — EkeF Ar Tk + by

und das ist eine Parametrisierung der Menge der Losungen Los(A, b).
O

Bemerkung 2.2.6. Diese Proposition zeigt, dass es sehr einfach ist, die Losung eines Systems in
reduzierter Zeilenstufenform zu parametrisieren. Wenn wir also ein lineares System in reduzierte
Zeilenstufenform bringen kénnen, konnen wir es auch 16sen. Dies ist immer moglich,und wir
sehen das in der néchsten Sektion.

bbhbbdbddddddd Ende Vorlesung 26.04.2024 b bbb bbb bbb b b

2.3 Elementare Zeilenunformungen und das Gauf3-Verfahren

Definition 2.3.1 (Elementare Zeilenumformungen). Die elementare Zeilenumformungen in
einer Matrix sind:

(GZ) Vertauschen zweier Zeilen.
(GZ,) Addition des A-fachen einer Zeile zu einer andere, verschiedene Zeile, A € K.
(GZ3) Multiplikation einer Zeile mit A € K, A # 0.

Proposition 2.3.2. Entsteht (A’|b') aus (A|b) durch endlich viele elementare Zeilenunformungen,
50 18t

Los(A, b) = Los(A", )

Beweis. Dank der Induktion, es genugt, die Aussage fiir eine einzelne elementare Zeitumformung
zu Zeigen. Wir nehmen also an, (A’|0") entsteht aus (A|b) durch eine elementare Zeilenumformung
vom Typ:

(GZ;) Die zwei Systeme {Az = b} und {A’z = ¥’} haben die selbe Gleichungen, nur in einer
anderen Reihenfolge.
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(GZ3) Nehmen wir an, dass die h-te Zeile von (A’|t/) die Summe des h-te Zeile von (A[b) und
des A-fachen der k-te Zeile von (A|b) ist. Alle Zeilen auier h und & bleiben unveréndert.
Es genugt, daher, zu zeigen, dafl die Losungsmengen von

?

ap1xy + -+ appty, = bh wnd (ah1 + )\akl)wl + -t (&}m -+ )\akn)xn = bh + )\bk
Ap1T1 + -+ ATy = bk ’ ap1T1 + ++° + ApnTn = bk

gleich sind. Addiert man ein A-Vielfaches der zweiten Gleichung links zur ersten Gleichung
links, so erhélt man das System rechts. Somit ist jede Losung des linken Systems auch
eine Losung des rechten Systems. Umgekehrt erhélt man das linke System, wenn man ein
A-Vielfaches der zweiten Gleichung auf der rechten Seite von der ersten Gleichung auf der
rechten Seite subtrahiert. Somit ist jede Losung des rechten Systems auch eine Losung des
linken Systems.

(GZ3) Nehmen wir an, dass die h-te Zeile von (A'|0') das A-Vielfaches der h-the Zeile von (A|b)
ist, mit A € K, A # 0. Dann, analog zu (GZ,), miissen wir zeigen dass die zwei Gleichungen

apxy + -+ app, = by, und  Aapix1 + -+ Aapnr, = Aby,

die gleiche Losungen haben. Multipliziert man jedoch die erste Gleichung mit A, erhalt
man die erste Gleichung, und multipliziert man die zweite Gleichung mit A~ (existiert
weil A # 0), erhélt man die erste Gleichung. Dann haben die beiden Gleichungen die
gleichen Losungen.

O
Das folgende Satz ist grundlegend fiir die lineare Algebra

Satz 2.3.3 (Gaufiches Eliminationsverfahren). Jede Matriz A lafit sich durch endliche viele
elementare Zeilenumformungen vom Typ (GZ1) und (GZs) auf Zeilenstufenform bringen, mit
(GZ1),(GZs) und (GZ3) sogar auf reduzierte Zeilenstufenform.

Beweis. Der Beweis ist konstruktiv, durch das Gaufisches Eliminationsverfahren. Sei A € K™*™
eine Matrix. Ist A =0, so ist A schon auf reduzierte Zeilenstufenform. Fiir den allgemeinen Fall
beweisen wir zunéchst, dass die Matrix in die Zeilenstufenform gebracht werden kann. Wenn
m = 1 so das A nur eine Zeile hat, so ist A schon in Zeilenstufenform. Wenn m > 1, fithren wir
die Schritte des Gauf3sches Eliminationsverfahren durch:

e Schritt 1.: Die Spalten von links nach rechts durchgehen, bis die erste Spalte A7t | die
nicht Null ist, gefunden wird.

e Schritt 2.: Zwei Zeilen vertauschen ( Zeilenumformung (GZ7)), so dass das Element am
Anfang der Spalte A’* ungleich Null ist. Sei A’ die neue Matrix. Dann d o 7 0.

00 0 a) i X .. %

1 o 00 0 a PR *
— = . .

00 .0 d * % *
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e Schritt 3.: Fiir alle i > 1, subtrahiere von der i-ten Zeile von A’ das ((:Z'—f—Vielfache der
171

ersten Zeile (GZ,), so dass alle Eintrége unter a; j, zu Null werden. Sei A” die neue Matrix:

00 ... 0 ayy, * x ... *

o A 0 0 0 0 % *x ... =
— = L )

0 0 .0 0 % x *

Sei A; die (m — 1) x (n — j3 + 1) Matrix unter rechts von ay;, (siche Tafel). Wenn A; in
Zeilenstufenform ist, dann ist die ganze Matrix A” in Zeilenstufenform auch. Wenn A; nicht in
Zeilenstufenform ist, das Gauf-verfahren wiederholen. Da die erste Matrix m Zeilen hat, miissen
wir den Algorithmus hochstens m — 1 mal wiederholen, bis wir fertig sind (eine Matrix mit nur
einer Zeile ist bereits in Zeilenstufenform).

Sobald die Matrix in Zeilstufenform ist, kénnen wir die Zeile des Pivots a;j, mit ai_jll multipli-
zieren (dies ist moglich, weil a;;, # 0), so dass die Pivots eins werden. Danach kénnen wir Schritt
3 wiederholen, aber diesmal mit den Zeilen oberhalb der Pivots. Dadurch wird die Matrix von
einer Zeilenstufenform zu einer reduzierten Zeilenstufenform O

Beispiel 2.3.4. Wir wenden den Algorithmus auf die folgende Matrix an:

00 2 3 0145 01 4 5 0145
01 4 5] 2222 [o o 2 3| 2822224 [ ¢ 9 3 23523422 [ o 9 3
026 7 026 7 00 -2 -3 0000

Dies bringt die Matrix in Zeilenstufenform. Um es in reduzierte Zeilstufenform zu bringen gehen
wir weiter:

X 010 —1
Z2—>§~Z2 00 1 3
000

Z1—=721-4-722
e N

2
0

o O O

1
0
0

S N
S W Ot
o O O

1
0
0

S = o
Ol Ot

Dank dieses Algorithmus haben wir eine allgemeine Methode zur Losung linearer Systeme:
Wir bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix in eine reduzierte Zeilenstufenform und verwenden
dann die Proposition [2.2.5] Wenn wir nur wissen wollen, ob ein System Losungen hat oder nicht,
reicht es eigentlich aus, eine Zeilenstufenform zu berechnen:

Lemma 2.3.5. Fin LGS mit erweiterte Koeffizientenmatriz (A|b) in Zeilenstufenform hat eine
Losung genau dann, wenn rk(A) = rk(Alb).

Beweis. Der gleiche Beweis (Aufgabe) wie in Satz zeigt, dass wenn (A|b) Zeilenstufenform
hat, dann hat auch A Zeilenstufenform, so dass es sinnvoll ist, von ihren Rédngen zu sprechenE].
Wir kénnen den Algorithmus von Gaufl verwenden, um die Matrix (A|b) in eine andere Matrix
(A’—D’) in reduzierter Zeilenstufenform zu bringen. Betrachtet man den Algorithmus, so sieht
man, dass die Pivots von (A|b) die gleichen sind wie die Pivots von (A’|0/), also rk(A) = rk(A’) und
rk(A[b) = rk(A'|t). Proposition zeigt, dass Los(A, b) # () genau dann, wenn Los(A’, V') # 0,
und Satz[2.2.5] zeigt, dass Los(A’, V') # 0 genau dann, wenn rk(A’) = rk(A’|V'). Da rk(A’) = rk(A)
und rk(A|b) = rk(A'|t/), ist dies dquivalent zu rk(A|b) = rk(A’|b'). O

'In der Zukunft werden wir sehen, wie man den Rang einer beliebigen Matrix definiert, aber im Moment
haben wir ihn nur fiir die Matrizen in Zeilenstufenform definiert
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Bemerkung 2.3.6 (Losung eines LGS). Wir fassen zusammen, wie man ein lineares System
mit dem GauB-Algorithmus 16st:

e Schritt 1.: Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) in Zeilenstufenform bringen.

e Schritt 2.: Wenn rk(A) # rk(A[b), dann Los(A[b) = 0.

e Schritt 3.: Wenn rk(A) = rk(Alb), dann die erweiterte Koeffizientenmatrix (Alb) in
reduzierte Zeilenstufenform bringen, und die Losungen durch Proposition bestimmen.

Beispiel 2.3.7. Wir anwenden das Algorithmus fiirs LGS

rT+2y—2z =-15
2v0+y -5z =-21
r—4y+z =18

Wir bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform:

1 2 =2 | =15\ z2»z2—221 (1 2 =2 | —15

Apy=12 1 -5 | —21| 2222 (o -3 -1 | 9

1 —4 1 | 18 0 -6 3 | 33
1 2 -2 | —-15
B2 -3 —1 | 9
00 5 | 15

Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist jetzt in Zeilenstufenform und hat Rang 3. Die Koeffizi-
entenmatrix hat auch Rang 3, sodass Losungen existieren. Um alle Losungen zu bestimmen,
bringen wir die erweiterte Koeffizientenmatrix in reduzierte Zeilenstufenform:

12 =2 | =15\ . .. (1 2 =2 [ =15\ zosz21z3 (1 2 0 | =9

0 -3 -1 | 9 | =0 -3 -1 | 9 |Z=2Z2% (9 3 0 | 12

00 5 | 15 00 1 | 3 00 1] 3
s (0070 DY) memes (0 0 | D

001 ] 3 001 ] 3

Das LGS hat jetzt reduzierte Zeilenstufenform

xry = —1
) = —4
rs = 3

sodass das System eine einzige Losung hat:

-1
Los = —4
3

bhbbdbddddddd Ende Vorlesung 30.04.2024 b b b d bbb bbb dd
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Beispiel 2.3.8. Fiir welche b € R? hat das LGS

r+2y+3z2 =
dr + 5y + 62 = bo
—2x—vy = b3

eine Losung? Wir konnen diese Frage mit Hilfe des Gau-Algorithmus beantworten: Wir bringen
zuerst die erweiterte Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform

1 2 3| b\ z2022-02z1 (1 2 3 | b1
4 5 6 | by | Z2Z2IL {0 —3 —6 | by—4b
—2 -1 0 | b 0 3 6 | by+2b
1 2 3 | by
LB ) =3 —6 | by — 4

0 0 0 | by+by—2b

Diese Matrix hat Zeilenstufenform, und wir sehen dass die Koeffizientenmatrix hat Rang 2. Die
erweiterte Koeffizientenmatrix hat Rang 2 genau dann, wenn bs + by — 2b; = 0. Hence, das LGS
hat eine Losung genau dann, wenn b3 + by — 2b; = 0.

In diesem Fall kénnen wir auch alle Losungen beschreiben: wir bringen die erweiterte
Koeffizientenmatrix in reduzierte Zeilenstufenform (die dritte Zeile ist Null und wir koennen sie

ignorieren)
1 2 3 | bl ZQH—%ZQ 1 2 3 | b1
0 =3 —6 | —4by+10bo 01 2 | 3by—3b

Zisz1-2z2. (1 0 —1 | —§b1+§b2
"0 1 2 | b -1,

Das System hat jetzt die Form

und die Losungsmenge ist

Z—§b1+§b2
Los = —22—1—%()1—%172 |z€eR
z

Bemerkung 2.3.9. Wir haben gesehen, dass wir jedes lineare Gleichungssystem iiber R mit
dem GaufB-Algorithmus 16sen kénnen, insbesondere mithilfe der drei Zeilenoperationen. Gibt es
etwas Besonderes an den reellen Zahlen? Wenn wir uns die Zeilenoperationen ansehen, stellen
wir fest, dass was wir brauchen ist das wir zwei reelle Zahlen a, b addieren und multiplizieren
konnen, um andere reelle Zahlen a + b und a - b zu erhalten. Aulerdem, brauchen wir dass jede
von null verschiedene reelle Zahl a # 0 eine multiplikative Inverse % besitzt, die wiederum eine
reelle Zahl ist. Diese Eigenschaften gelten auch fiir die rationalen Zahlen QQ, aber zum Beispiel
gilt die letzte nicht fiir die ganzen Zahlen Z. Die allgemeine Struktur, die diese Eigenschaften
ermoglicht, ist die eines Korpers, den wir im néchsten Kapitel kennenlernen werden.



Kapitel 3

Vektorraume

3.1 Abelsche Gruppe, Ringe, Koérpern

Definition 3.1.1 (Abelsche Gruppe). Eine abelsche Gruppe ist eine Menge A zusammen mit
einer Verkniipfung
+: AxA— A, (a,b) > a-+b

mit den folgenden Eigenschaften:

e Assoziativitit: a + (b+¢) = (a + b) + ¢ fiir alle a,b, ¢ € A.

e Neutrales Element: Es gibt ein Element 0 € A so, dassa+0=0+a =a fiirallea € A
gilt.

e Inverses Element: Fiir jedes a € A gibt es ein Element a’ € A so, dassa+d' =d'+a =0
gilt. Man schreibt o’ = —a.

e Kommutativitit: a +b =0+ a fiir alle a,b € A.

Wir bezeichnen eine solche Gruppe mit (A, +) oder manchmal nur mit A, wenn die Verkniipfung
+ Kklar ist.

Bemerkung 3.1.2. Eine Menge A mit einer Verkniipfung, die die ersten drei Eigenschaften
erfiillt, nennt man eine Gruppe. Eine abelsche Gruppe ist eine Gruppe, deren Verkniipfung
kommutativ ist.

Bemerkung 3.1.3. Wenn (A, +) eine abelsche Gruppe ist, sagt uns die Assoziativitét, dass
(a+0b)+c=a+ (b+c) fir alle a,b,c € A. Insbesondere kénnen wir dieses Element einfach
als a 4+ b + ¢ bezeichnen. Auf die gleiche Weise konnen wir a; + as + - - - + a,, fiir jede endliche
Sammlung von Elementen a; € A,7 = 1...,n definieren. Als weitere Notation schreiben wir
a — b fiir a + (D).

In der Definition der Gruppe fragen wir nach der Existenz eines neutralen Elements und
eines inversen Elements. Tatséchlich sind diese Elemente, falls sie existieren, eindeutig bestimmt:

Lemma 3.1.4. Sei (A,+) eine abelsche Gruppe.

1. Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt: Wenn 0,0" € A zwei neutrale Elemente sind,
dann gilt 0 = 0.

28
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2. Das inverse Element ist eindeutig bestimmt: Wenn a',a” zwei inverse Elemente von a € A
sind, dann gilt o’ = a”.

Bewezs. 1. Nach der Definition eines neutralen Elements: 0 =0+ 0’ = 0'.

2. Wir nutzen die Eigenschaften einer Gruppe:

a =a+0 (Neutrales Element)
=d + (a+ad") (Inverses Element)
=(d'+a)+d" (Assoziativitét)
=0+a" (Inverses Element)
=0+d" =d". (Neutrales Element)

Hier haben wir explizit erwdhnt, wo wir die Eigenschaften der Gruppenoperation verwendet
haben. In Zukunft werden wir nicht so explizit sein und die Eigenschaften nicht mehr
explizit erwdhnen.

]

Beispiel 3.1.5. Die Mengen der ganzen Zahlen Z, rationalen Zahlen @ und reellen Zahlen R mit
der iiblichen Addition bilden abelsche Gruppen (Z, +), (Q, +), (R, +). Die Menge der natiirlichen
Zahlen N mit der iiblichen Addition bildet keine Gruppe, da es kein additives Inverses gibt: z.B.
—-1¢N.

Beispiel 3.1.6. Die Mengen der nicht nullen reellen Zahlen R* = R \ 0 mit der Multiplikation
(R*,-) und die Menge der nicht nullen rationalen Zahlen Q* = Q \ {0} mit der Multiplikation
(Q*, ) bilden ebenfalls abelsche Gruppen. Die Menge der nicht nullen ganzen Zahlen mit der
Multiplikation ist jedoch keine Gruppe: Es fehlt das inverse Element, z.B. % ¢ 7.

Bemerkung 3.1.7. Wie das vorherige Beispiel zeigt, ist das Symbol + fiir die Operation
in einer abelschen Gruppe nur eine Konvention. Manchmal kann die Operation durch andere
Symbole angegeben werden, wie z.B. in (Q*,-). Wenn wir von einer allgemeinen abelschen
Gruppe sprechen, werden wir weiterhin die Notation 4+ verwenden, aber wenn wir mit expliziten
Beispielen umgehen, ist es wichtig zu beachten, was die Operation ist.

Wir geben einige grundlegende Eigenschaften abelscher Gruppen an, die zeigen, dass sie sich
in vielen Aspekten wie die Gruppe der ganzen Zahlen Z verhalten.

Lemma 3.1.8. Sei (A,+) eine abelsche Gruppe.
1. Fir alle a,b € A gilt —(a +b) = —a — b und —(—a) = a.

2. Fir alle a,b,c € A gilt a+b = ¢ genau dann, wenn a = ¢—b. Insbesondere gilt a+c = b+c
genau dann, wenn a = b.

3. Fiir jedes n € N und a € A definieren wir

n-a=a+a+---+a (nmal), (-n)-a=(—a)+(—a)+---+(—a) (n mal)

Dann gilt
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Beweis. 1. Um zu zeigen, dass —(a + b) = —a — b gilt, miissen wir beweisen, dass (a + b) +
(—a—b)=0,abera+b—a—b=a—a+b—b=0+0=0. Um zu zeigen, dass —(—a) = a
gilt, miissen wir beweisen, dass —a + a = 0, was klar ist.

2. Wenn a +b =c¢,dann a +b —b = c — b, sodass a = a + 0 = ¢ — b. Umgekehrt, wenn
a=c—b,danna+b=c—b+b=c

3. Ubung.
O

Definition 3.1.9 (Ring). Ein kommutativer Ring mit Eins ist eine Menge A zusammen mit
zwei Operationen, Addition und Multiplikation

+: AxXxA— A, cCAXA—A
so dass
e (A, +) eine abelsche Gruppe ist.

e Assoziativitit der Multiplikation: a - (b-¢) = (a - b) - ¢ fiir alle a,b, c € A.

e Multiplikative Eins: Es existiert ein Element 1 € A so dassa-1=1-a = a fir alle
a€A.
e Kommutativitit der Multiplikation: a-b =0 - a fiir alle a,b € A.

Distributivitét: a- (b+c¢)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-cfiir alle a,b,c € A.

Definition 3.1.10. Wenn die Multiplikation nur assoziativ und distributiv beziiglich der
Addition ist, erhalten wir einen Ring. Ein Ring, in dem die Multiplikation kommutativ ist, wird
als kommutativer Ring bezeichnet, ein Ring mit einer multiplikativen Eins wird als Ring mit
Eins bezeichnet.

Definition 3.1.11 (Kérper). Ein Korper ist ein kommutativer Ring mit Eins (K, +, ), in dem
1 # 0 ist und jedes nicht null Element ein multiplikatives Inverses hat:

e Multiplikatives Inverses: Fiir jedes a € K, a # 0 gibt es ein Element a~! € K so dass
aa"t = 1.

Wir sagen auch, dass jedes nicht null Element beziiglich der Multiplikation invertierbar ist. Wir
schreiben auch 1 = o™ und 2 = ba™".

Beispiel 3.1.12. Die Menge Z mit der {iblichen Addition und Multiplikation ist ein kommutativer
Ring mit Eins, aber kein Korper, da wir z.B. kein multiplikatives Inverses fiir 2 haben. Die
Menge der rationalen Zahlen Q und die Menge der reellen Zahlen R sind Korper.

Lemma 3.1.13. Sei (A, +,") ein Ring.
1. Wenn die multiplikative Eins existiert, ist sie eindeutig.
2. Wenn das multiplikative Inverse eines Elements a € A existiert, ist es eindeutig.

Auflerdem gilt fir alle a,b,c,d, e € A:
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3.
/.
5.
6.

a-0=0-a=0.
(—a)-b=a-(=b) = —(ab).

(—a) - (—b) = ab.

a-(b—c)=ab—ac und (a —b)c = ac— be.

7.a-(n-b)=(n-a)-b=mn-(ab) fir allen € Z.

Auflerdem, wenn A ein Korper ist, gilt:

8. (a™Y)~' = a fiir jedes a # 0.
9. ¢+ 5 =13 fir jedes b,d # 0.
10. $+ 5= %, fiir jedes b, d # 0.
11. ab =0 genau dann, wenn a =0 oder b = 0.
12. ab = ac genau dann, wenn a =0 oder b = c.
Beweis. 1. Seien 1,1’ zwei multiplikative Einheiten. Dann 1 =1-1" = 1',
2. Seien o, a” zwei multiplikative Inversen von a. Dann o’ =d'-1=d'-(a-a") = (a’'-a)-d" =
1-a" =a".
3. Wir sehen, dass a-0 =a-(040) =a-0+a-0, also a-0 = 0. Etwas Ahnliches gilt fiir 0 - a.
4. Um zu zeigen, dass (—a) - b = —(ab) gilt, miissen wir zeigen, dass (—a) - b+ ab = 0, und
wir konnen dies wie folgt tun: (—a)-b+ab = (—a+a)-b = 0-a = 0. Eine dhnliche
Argumentation beweist die andere Gleichheit.
5. Aus dem zuvor Bewiesenen folgt: (—a) - (=b) = —(a- (=b)) = —(—a-b) =a - b.
6. Aus dem zuvor Bewiesenen folgt: a- (b—c¢) =a-b+a-(—c)=a-b—a-c.
7. Ubung.
8. Daaa™! =1, muss a = (a=')~! sein.
9. Wir sehen, dass - < = ab~'ed™! = acb™'d™", also reicht es zu beweisen, dass b™'c¢™!' =
(bc)~L. Dies ist einfach, weil b~tc™tbe = b~tocle=1-1= 1.
10. Wir sehen, dass 242 = (ad + bc) - (bd)™' = (ad) - (bd)™" + (bc) - (bd)™! = adb™'d™* +
bebd ™t =ab™l +cd! = 7+
11. Wenn ab=0und b#0,dann 0=0-b"'=ab- b~ = a.
12. Wir sehen, dass ab = ac genau dann, wenn a(b — ¢) = 0. Dann folgt die Schlussfolgerung

aus dem vorherigen Punkt.
O

Bemerkung 3.1.14. Die vorherigen Eigenschaften zeigen, dass wenn K ein Korper ist, dann
die Menge der nicht null Elemente K* = K\ {0} mit der Multiplikation

K* x K* — KX, (a,b) — ab

eine abelsche Gruppe ist. Sie konnen diese Aussage als Ubung beweisen..
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3.1.1 Vektoren, Matrizen und lineare Gleichungssysteme iiber einem
Korper

Die zuvor gegebenen Definitionen von Vektoren und Matrizen kénnen {iber einem beliebigen
Korper K anstelle von nur iiber R gegeben werden. Daher kénnen wir von Vektoren b € K™
und von Matrizen A € K™*" sprechen. Wir konnen auch von dem entsprechenden linearen
Gleichungssystem und Losungsraum sprechen

A-x =0, Los(A,b) ={zx € K"|A-z = b}

Die Algorithmen, die wir zuvor iiber R vorgestellt haben, iibertragen sich ohne Anderungen auf
jeden Korper K: Tatséichlich basierten diese Algorithmen auf den drei elementaren Zeilenumfor-
mungen auf einer Matrix, die iiber einem beliebigen Koérper K durchgefiithrt werden kénnen.
Insbesondere kann der Gau-Eliminationsverfahren {iber einem beliebigen Korper verwendet
werden, um eine Matrix in (reduzierte) Zeilenstufenform zu bringen, und dies kann verwendet
werden, um die Menge der Losungen Los(A, b) iiber einem beliebigen Kérper K zu bestimmen.

3.1.2 Endliche Korper

Die bisher gesehenen Beispiele von Korpern sind unendliche Korper: Q, R. Nicht alle Korper
sind unendlich:

Beispiel 3.1.15. Betrachten Sie eine Menge Fy = {[0], [1]} mit zwei verschiedenen Elementen
[0], [1]. Wir definieren eine Summe und eine Multiplikation auf Fy wie folgt

[0 + [0] = [0}, [0] - [0} = [0,
0] + [1] = [1], [0] - [1] = [0],
[1] +[0] = 1], [1] - [0] = [0],
[+ [1] = [0}, []- 1] = 1],

Dann ist Fo mit diesen Operationen ein Koérper. Um ein Gefiihl fiir diesen Koérper zu bekommen,
ersetzen Sie [0] durch “gerade” und [1] durch “ungerade”.

Allgemein kann bewiesen werden, dass wenn K ein endlicher Korper ist, dann muss er p”
Elemente haben, wobei p eine Primzahl ist und n > 1. Umgekehrt gibt es fiir jede Primzahl p
und jedes n > 1 einen Korper Fp» mit p" Elementen.

bbhbbdbddbddddd Ende Vorlesung3.05.2024 b bbb bbb d b b s b

3.1.3 Die komplexen Zahlen

Ein wichtiges Beispiel fiir einen Korper sind die komplexen Zahlen:

Definition 3.1.16 (Komplexe Zahlen). Eine komplexe Zahl ist ein formaler Ausdruck der Form

z=a+1b, a,beR
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Die reelle Zahl a wird als der Realteil von z bezeichnet und die reelle Zahl b wird als der
Imaginérteil von 2z bezeichnet:

a=R(z), b=S(z)

Zwei komplexe Zahlen sind gleich, genau dann, wenn sie den gleichen Real- und Imaginérteil
haben. Die komplexe Zahl ¢ := 0+1-1 wird als die imaginédre Einheit bezeichnet. Die Menge aller
komplexen Zahlen wird durch C bezeichnet, und R kann als eine Teilmenge von C betrachtet
werden durch die injektive Abbildung

R — C, a—~a+1i-0
so dass R = {z € C|J(z) = 0}.
Bemerkung 3.1.17. Der Real- und Imaginérteil bilden Bijektionen
R?> = C, (a,b) — a+ib, C—R?* 2z (R(2),3(2))

so dass C auch als R? betrachtet werden kann. In diesem Sinne nennt man C die komplexe Ebene.
Die Teilmenge R = {z € C|(z) = 0} wird als die reale Achse bezeichnet und {z € C|R(z) = 0}
wird als die imaginére Achse bezeichnet (siehe Tafel).

Definition 3.1.18 (Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen). Die Addition und
Multiplikation auf C sind definiert durch

+:CxC—=C (a+ib,c+id) — (a+c)+i(b+d)
2 CxC—=C (a +1ib,c +id) — (ac — bd) + i(ad + bc)

Bemerkung 3.1.19. Die Art und Weise, wie man diese Operationen betrachtet, ist, dass man

die Ausdriicke a + ib wie erwartet multipliziert, jedoch mit der zusétzlichen Bedingung, dass

i? = —1. Tatséchlich {iberpriifen wir zuniichst, dass i = —1 ist:

i-i=04+7-1)0+i-1)=—-1+i-0=-1
Jetzt, wenn wir (a + ib) und (c + id) wie tiblich addieren und multiplizieren, erhalten wir
(a+1ib) + (c+id)=a+ib+c+id=a+c+ib+id = (a+c)+i(b+d).
(a+ib) - (¢ +id) = ac + iad + ibc + i*bd = ac + iad + ibc — bd = (ac — bd) + i(ad + bc).
Proposition 3.1.20. Die Menge der komplexen Zahlen mit diesen beiden Operationen ist ein
Korper.

Beweis. Die Uberpriifung der Eigenschaften eines Korpers bleibt als Ubung. Wir zeigen nur, wie
man das Inverse eines von Null verschiedenen Elements z = a + b berechnet. Wir beobachten,
dass

(a+1ib) - (a —ib) = a® — (ib)* = a® — (i)%* = a® — (—=1)b* = a* + b*
Insbesondere, wenn z # 0, dann a # 0 oder b # 0, so dass a? + b? reell und positiv ist und wir
sein Inverses (a* + b?) ™! nehmen kénnen. Dies zeigt, dass

a—ib  a®+0?
a2+ b2 a®+b?
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Definition 3.1.21 (Komplexe Konjugation und Betrag). Die komplexe Konjugierte einer
komplexen Zahl z = a + b ist
Z=a—1b.

Der Betrag einer komplexen Zahl z = a + ib ist
|z| = Va2 + b?

Lemma 3.1.22 (Eigenschaften der komplexen Konjugation und des Betrags). Fir alle z,w € C
qilt:

I.z4w=Z+wWund zw =7 - W.

2. 2=z

3. 2472 =2R(z) und z — z = 23(2).

4. z=7Z genau dann, wenn z € R.

5. 2z =z~

6. |z| >0 und |z| =0 genau dann, wenn z = 0
7. 271 = % falls z # 0.

8. |z = |=|.

9. lzw| = |z - |w].

10. R(z) < |z],¥(2) < |2
11. |z 4+ w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung).

Beweis. Wir beweisen nur die Dreiecksungleichung und lassen den Rest als Ubung. Wir sehen,
dass

lz+wP=C+w)(z+w) =E+w)E+W) =2-Z+2-W+Z-w+w- -0
=P+l + 2 W+Zw= |2 + [w* + 2R(z - @) < [’ + [w]* + |2 ]
= |2 + |w]” + 2|z] - [w| = (2] + [w])*.

Dies zeigt, dass |z + w|*> < (]z| + |w|)? ist, und durch Ziehen von Wurzeln sehen wir, dass
2+ ] < Je] + . .

3.1.4 Polynome
Ein wichtiges Beispiel eines Rings ist der Ring der Polynome mit Koeffizienten in einem Korper.
Definition 3.1.23 (Polynom). Sei K ein Kérper. Ein Polynom mit Koeffizienten in K in der

Variablen z ist eine formale Summe

n
f:a0+a1-x+---—|—an-x":Zaix”, a; € K
i=0
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Die a; werden als Koeffizienten des Polynoms bezeichnet. Der Grad eines nicht nullen Polynoms
f ist
deg(f) = max{i|a; # 0}

Wir setzen auch den Grad des Nullpolynoms auf deg(0) = —oo. Wenn deg(f) = n, dann wird
a, als der Leitkoeffizient bezeichnet. Ein Polynom mit Leitkoeffizienten 1 wird monisch genannt.
Der Koeffizient ag wird als der konstante Koeffizient bezeichnet. Ein Polynom heif3t konstant,
falls f = ag. Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K und in der Variablen x wird mit
K[z] bezeichnet.

Bemerkung 3.1.24. Manchmal werden wir ein Polynom wie oben als f(z) bezeichnen, um zu
betonen, dass es von der Variablen x abhéngt. Es sollte jedoch nicht als Funktion betrachtet
werden, es ist nur ein formaler Ausdruck. Wir werden jedoch spéter sehen, dass es manchmal
als Funktion betrachtet werden kann.

Definition 3.1.25 (Summe und Produkt von Polynomen). Fiir zwei Polynome f, g € K[z]

n m
f= E a;x’, g= E a;x"
=0 i=0

definieren wir ihre Summe und ihr Produkt als

max{n,m} n+m i
From Y (b f-9=2<2ajbi_j>ﬂ

i=0 i=0 \j=0

Hier verwenden wir die Konvention, dass a = 0 fir alle £ > deg(f) und b, = 0 fiir alle
h > deg(g).

Bemerkung 3.1.26. Die Definition des Produkts mag kompliziert aussehen, aber es ist genau
das, was wir erhalten, wenn wir das Produkt

(ap + a1z + -+ apz™) - (bg + byx + - - - + bpz™)
auf die erwartete Weise ausmultiplizieren. Zum Beispiel
(ao + &1.%) . (bo + bll' + 62372) = aobo + aoblx + a0b2w2 + Glboilf + CL1b1£C2 + Cllbgl'g
= CL()bO + (G,le + albo)l' + (aobg + a1b1)ZL‘2 + (albg)ﬂf?’.

m n-+m

Insbesondere konnen wir berechnen, dass z" - 2™ = x

Proposition 3.1.27. Die Menge K[z| zusammen mit der obigen Addition und Multiplikation ist
ein kommutativer Ring mit Fins. Weiterhin gilt fir f, g € K[z|, dass deg(f-g) = deg(f)+deg(g).

Beweis. Die Tatsache, dass K[z] ein Ring ist, wird als Ubung iiberlassen. Wir beweisen die
Aussage iiber die Grade. Wenn f = 0, dann 0- g = 0, so dass deg(0 - g) = deg(0) = —o0 =
deg(0) +deg(g). Das Gleiche gilt, wenn g = 0. Wenn f, g # 0, dann deg(f) = n, deg(g) = m und

fzﬁémﬂ, gzjémﬂ
i=0 1=0

mit ay,, by, # 0. Dann ist a,b,, # 0 (da K ein Korper ist) und die Formel fiir das Produkt zeigt,
dass deg(f - g) =n+ m. O
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Sei f € K[z] ein Polynom, f = >""" ja;z". Wir kénnen eine entsprechende Polynomfunktion
definieren:

fK—=K, onf(xo):Zaixé
i=0

die wir immer noch mit demselben Zeichen bezeichnen, auch wenn es mehrdeutig ist.

Definition 3.1.28 (Nullstelle eines Polynoms). Sei f € K[z] ein Polynom. Ein Element zy € K

ist eine Nullstelle des Polynoms, wenn die entsprechende Polynomfunktion an dem Element
Null ist: f(zo) = 0.

Beispiel 3.1.29. Nehmen Sie f(z) = 22 — 3z + 2 € Q[z]. Dann ist f(2) =22 —-3-2+2 =
4 —6+2 =0, so dass 2 eine Nullstelle von f ist.

Proposition 3.1.30 (Abspalten von Nullstellen). Sei f(x) € K[x]. Dann gilt f(x¢) =0 genau
dann, wenn wir schreiben konnen

fx) = (x = xo) - ()
fiir ein Polynom g(z) € K|x].
Bevor wir dies beweisen, benttigen wir ein Lemma:

Lemma 3.1.31. Sei A ein kommutativer Ring mit Fins. Fir jedes a,b € A undn € N;n > 2
qilt
a"—=b'=(a—0b) (@' +a" b+ ab" P+ 0"

Beweis. Wir konnen explizit berechnen

n—1 n—1
(a=b)-(a" ' +a" b+ +ab" 2+ 0" ) =a (Z aibn1i> ) (Z a/lbnli)

=0 1=0
n—1 n—1
— &H»lbnflfz o E atht
=0 i=0
n—1 n—1

Nun koénnen wir die Proposition beweisen:

Beweis der Proposition[3.1.304 Wenn f(z) = (z — z¢) - g(x), dann f(xg) = 0 - g(zg) = 0.
Umgekehrt, nehmen Sie an, f(zo) = 0. Wenn wir f(z) = Y ,a;a’ schreiben, erhalten wir
f(zo) =>°,_yaixy = 0. Dann

n

flz)=f(z)—0= Zaixi - Zaixé = Zai(xi —zh) = Zai(x —x9) - gi(x)

i=0
wobei g;(x) = ;;10 xha=17" aus dem vorherigen Lemma stammt. Dann kénnen wir schreiben
f) = ai(x—x0) - g; = (v —x0) - () aigi) = (& — m0) - g(x)
i=0 1=0
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Korollar 3.1.32. Sei f € K[z| ein Polynom.

1. Fir xy,...,x, € K paarweise verschieden gilt f(x1) = --- = f(z,) = 0 genau dann, wenn

fiir ein bestimmtes g(z) € K[z].
2. Wenn f nicht null und vom Grad n ist, kann es hichstens n Nullstellen haben.

Beweis. 1. Induktion iiber m. Wenn m = 1, haben wir das bereits zuvor bewiesen. Wenn
m > 1, dann ist f(z,,) = 0, so dass

f(x) = (z —xm) - h(z)

Firi=1,...,m —1muss 0 = f(x;) = (z; — x,,) - h(x;) sein. Da x; # x,, sein muss,
muss h(z;) = 0 sein. Nach Induktionshypothese h(z) = (z — x1) - ( — 1) - g(x) und
f(@) = (z—21) - (& — 2m) - g(2).

2. Seien zq,...,x,, die verschiedenen Nullstellen von f. Dann haben wir bewiesen, dass
f@) = (x —z1)...(x — zn)g(x), so dass n = deg(f) = >~ deg(z — x;) + deg(g) =
m + deg(g). Dies zeigt m < n.

m

Korollar 3.1.33. E] Sei K ein unendlicher Korper und seien f,g € Klz|. Dann gilt f = ¢
in K[x] genau dann, wenn f(xo) = g(xo) fir alle zo € K gilt. Anders ausgedriickt, sind zwei
Polynome gleich, wenn ihre Polynomfunktionen gleich sind.

Beweis. Betrachten Sie das Polynom h(x) = f(z) — g(x). Wir wissen, dass h(xy) = 0 fiir alle
xo € K. Das bedeutet, dass h unendlich viele Nullstellen hat, und das vorherige Lemma zeigt,
dass h das Nullpolynom sein muss. O]

3.1.5 Algebraisch abgeschlossene Korper

Definition 3.1.34 (Algebraisch abgeschlossener Korper). Ein Korper K heifit algebraisch
abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante Polynom f € K|xz] eine Nullstelle in K hat.

Proposition 3.1.35. E] Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, dann zerlegt sich jedes nichtkon-
stante Polynom als Produkt von linearen Faktoren: D.h. fir jedes nichtkonstante f(z) € K[x]
gibt es xy, ..., xy, € K zusammen mit Fxponenten ey, ..., e, € N und a € K*, sodass

Beweis. Durch Induktion iiber den Grad von f. Wenn deg(f) = 1, dann ist f(z) = a1z + ag
mit a1 # 0 und f(z) = a1 - (x — (—52)). Wenn deg(f) > 1 dann hat f eine Nullstelle, da K
algebraisch abgeschlossen ist. Dann konnen wir f(x) = (x — x1) - g(x) fir ein Polynom g(z)
schreiben. Da deg(g) = deg(f) — 1 zeigt die Induktionshypothese, dass g ein Produkt von
linearen Faktoren ist. Dann ist f auch ein Produkt von linearen Faktoren. O

!'Dies wurde in den Vorlesungen nicht behandelt, wird aber im Repetitorium besprochen
?Dies wurde in den Vorlesungen nicht behandelt, wird aber im Repetitorium besprochen
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Satz 3.1.36 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper der komplexen Zahlen C ist algebraisch
abgeschlossen.

bbhbbdbdbdddddd Ende Vorlesung 7.5.2024 bbb bbb bbb s s

3.2 Vektorrdume und Lineare Abbildungen

Definition 3.2.1 (Vektorraum). Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum (Vektorraum iiber K)
besteht aus einer Menge V' sowie eine Vektoraddition

+:VxV =V, (v,w) »v+w
und einer Skalarmultiplikation
2 KxV =V, (ANv)—= v
mit den folgenden Eigenschaften:
1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
2. Assoziativitit der Skalarmultiplikation: \ - (u-v) = (Ap) - v fiir alle \, p € Kjv € V.
3. 1 und Skalarmultiplikation :1-v = v fiir alle v € V.

4. Distributivitidt: (A +p)-v = A-v+p-vund A- (v+w) = XA v+ A-w fir alle
ANpeKvweV.

Die Elemente von V' nennt man Vektoren, die aus K Skalare.

Beispiel 3.2.2. Ein Korper K ist selbst ein K-Vektorraum, mit der Multiplikation in K als
Skalarmultiplikation

Beispiel 3.2.3. Fiir n > 1 ist die Menge K" von Spaltenvektoren ein K-Vektorraum mit der
komponentenweise definierten Vektoraddition und Skalarmultiplikation sind

aq bl a; + b1 aq A aq
a9 bg ag + b2 ag A as
+ = . ; ' =

Insbesondere ist R" ein R-Vektorraum, Q" ein Q-Vektorraum und C" ein C-Vektorraum. Die
Vektorraumstruktur auf R, R? und R? kann grafisch dargestellt werden (siehe Tafel)

Beispiel 3.2.4. Die Menge {0} ist ein K-Vektorraum mit der Summe 0 + 0 = 0 und der
Skalarmultiplikation A - 0 = 0 fiir alle A € K. Wir schreiben auch K° = {0}.
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Beispiel 3.2.5. Die Menge K™*™ von m x n-Matrizen mit Eintrige in K ist ein K- Vektorraum
mit der komponentenweise definierten Addition und Skalarmultiplikation:

a1l a1 ... Qip bn b12 e bln a1 + b11 a9 + b12 e A1y + bln
g1 Q2 ... Q2p bor  baa ... bay ag1 + a1 aga +ba ... ag, + by
+ ) = ) )

Am1 Am2 ... Amp bml bm? e bmn Qm1 + bml Am2 + bm2 N ) + bmn

a1 a2 ... Qp A a1 A ap ... A QA1n

921 22 ... QA9p A a921 A a2 ... A Aop,

Al . =
Ami GOm2 - Gmn A Qi A Qma .. A Qmn

Beispiel 3.2.6. Der Polynomring K[z] ist ein K-Vektorraum mit der Addition von Polynome
und mit der Skalarmultiplikation A - f womit A € K als konstante Polynome betrachtet ist:

A (ag+ a1z + -+ + apa™) = Aag + Aagx + - - + Aayz”

Beispiel 3.2.7. Sei M eine beliebige Menge. Die Menge von alle Funktionen Fun(M,K) =
{f: M — K} ist ein K-Vektorraum mit der punktweise definierten Addition und Skalarmultipli-
kation: fiir alle f, g € Fun(M, K) und

f+g9: M= K(f+g)(z) = f(z) + g(x)
Af: M=K\ f)lx)=Xf(z)

Dasselbe gilt fiir die Menge Fun(M, V'), womit V' ein K-Vektorraum ist.

Lemma 3.2.8. Sei V' ein K-Vektorraum, und seien Oy das neutrales Element fiir die Addition
in V und Og das neutrales Element fiir die Addition in K. Seien A € K und v € V', dann

1. OK'U:OV U’I"Ld)\OV:OV
2. X-v =0y genau dann, wenn X\ = O oder v = Oy.
3. (=1)-v=—wv.

Beweis. 1. O v = (0g +0g) - v = O - v+ O - v so dass Og - v = Oy. AuBerdem,
/\'Ov:/\'(Ov—i-Ov):)\'Ov—f—/\'OvSOd&SS)\'OV:Ov.

2. Wenn A # 0 dann ist A € K invertierbar, da K ein Kérper ist. Dann v = 1-v = (A™')\) v =
AT (N -v) = A0 = Oy,

3. Wir sehen dass v+(—1)-v =1-v+(—1)-v =(1—1)-v = 0g-v = Oy, so dass (—1)-v = —v.
[

Definition 3.2.9 (Lineare Abbildung). Seien V,W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung
f:V — W heiBt (K—)lineare Abbildung falls

flo+)=fv)+ f(v), A -v)=X-f(v) fiir alle v,0" € VA € K

Eine lineare Abbildung heiffit auch ein Homomorphismus von K-Vektorrdume. Die Menge von
alle lineare Abbildungen von V' nach W nennen wir Hom g (V, W).
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Beispiel 3.2.10. Sei V' ein K-Vektorraum. Die Identitdt idy : V' — V ist eine lineare Abbildung.
Die Null-Abbildung
0:V =V, vi—=0

ist eine lineare Abbildung. Im Allgemeinen, fiir jede A € K ist die Abbildung
my-V =V, VA
eine lineare Abbildung. Wir sehen dass m; = idy und mgy = 0.
Beispiel 3.2.11. Sei A € K™*" eine Matrix mit Eintrége in A. Wir definieren eine Abbildung
Ly: K" — K™, r— A

Genauer gesagt, wenn A = (a;;), dann

1 i a2 ... i 1 1171 + A12%T2 + + -+ + A1 Ty

Ty Q21 G2 ... Q2 T a91T1 + Aoy + - - - + a9, Ty,
La: = . R =

Tn Am1 Am2 ... Qmn Tn Am1T1 + Q2T + -+ + AppTn

Das ist eine lineare Abbildung: fiir alle z,y € K" und A € K gilt dass

aip a2 ... Qip T U1
a921 a92 N A9y,
Lae+y)=A-@+y) = - T . ] RN RS
Am1 Om2 -+ COmn Tn Yn
i Gz ... Qin 1+ %N ain (1 +y1) + aa(x2 + y2) + - + arn(Tn + yn)
_ a1 G2 ... Q2 Tat+y2 | _ ao (1 + Y1) + a2 +y2) + - - + asn(Tn + yn)
Am1 Am2 ... Qmn Tn + Yn aml(xl+y1)+am2(x2+y2)+"'+amn(xn+yn)
1121 + A12T2 + - - - + A1 Ty a11Y1 + a1oYe + - -+ + A1pYn
_ | G171+ ATz + -+ A2nly I a21Y1 + A22Y2 + -+ + A2pYn
Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn Am1Y1 + Am2Y2 + -+ AmnYn
— Azt Avy=La(@) + La(y).
a1 a9 AT 1 alq ayip ... Qip )\331
Ladoa)=A-(A-)= | @2 oy 2 P [ e
Am1 Am2  --- Gmp Ln m1 Am2  -.. Gmp )\ZEn
an()\xl) + (112()\.7)2) + -+ Clln()\l’n) a11T1 -+ 199 + -+ A1y
_ a1 (A1) + az(Az2) + - - + ag(Axy,) — .| &= + AT + -+ Aopdy
1 (A1) + Ama(AT2) + - - + i (ATy,) A1 T1 + QX+ + ATy,

=X (Az) = X La(x)
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Wir schreiben dies noch einmal, weil es wichtig ist: Wir haben bewiesen, dass die Abbildung L 4
linear ist. Das bedeutet dass

A-(z4+y)=A-z+ Ay, A-(N-z)=)\-(Ax)
fiir alle x,y € K" und A € K.

Beispiel 3.2.12. Die Identitdtsmatrix [,, € K™*" ist die Matrix

1 0 ... 0
01 0
In: . .
0O 0 ... 1

Man sieht dass die lineare Abbildung L;, : K" — K" die Identitét idg» : K* — K™ ist: L;, = idgn».

Beispiel 3.2.13. Fiir alle m < n sind die Inklusion ¢: K™ — K" und die Projektion 7: K® — K™

A X1
T2 T2
xl .« . e ) xl
X2 )
t: K™ — K", | Tm | m: K" — K™, Tm | —
e 0 Tl
Tm Tm
0 Tn

lineare Abbildungen. Wir kénnen dies durch eine direkte Berechnung beweisen, aber wir kénnen
auch sehen, dass dies die linearen Abbildungen sind, die den Matrizen () und (I,,[0,)
entsprechen, womit [,,, die m x m Identitdtsmatrix ist und 0,, die n x n Nullmatrix ist.

Beispiel 3.2.14. Seien 6 € [0,27) und Ry € R?*? die Matrix
cosf) —sinf
By = (sin9 cos 6 ) '

Wir betrachten die Abbildung Lg: R? — R2 Wir schreiben ein Vektor v € R? in Polarkoordinaten
(siche Tafel) als
<r - COS a)
v = . ,
r-sina
so dass

Roow— cosf) —sinb\ (r-cosa . cosf - cosa — sinf sin . cos(f + «)
0777 \sinf  cosh r-sina) sinf - cosa + cosf -sina) sin(f + «)
Das zeigt, dass Lg, eine Drehung von Winkel 6 ist.

Lemma 3.2.15. Seien U,V zwei K-Vektorrdume und f: U — V eine lineare Abbildung.
1. f(0) =0.
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2. fur + -+ M) = A - fug) + -+ A - fuy) fir alle \; € Kyv; € U
3. Ist f bijektiv, so ist f~1:V — U auch eine K-lineare Abbildung.
Beweis. 1. f(0) = f(0+0) = f(0) + £(0) so dass f(0) = 0.

2. fqur + -+ Auy) = f(Mug + -+ Apqtn1) + Atg) = fMug + -+ A1t —1) +

3. Seien v,v" € V und \ € K. Wir wollen zeigen dass f~'(v + ') = f~1(v) + f~1(v') und
YA -v) = X+ f71(v). Da f injektiv ist, es reicht zu zeigen dass f(f'(v + ) =
FOF ) + 7Y ) und f(fH(A-0)) = fF(A- f71(v)). Wir rechnen dass

U ) = o0 = [ @)+ @) = 1 )+ F0)
P A 0) = A w =X F(F () = FA-

bhbbdddddddd Ende Vorlesung10.5.2024 b bbb bbb bbb s s

Lemma 3.2.16. Seien U,V zwei K-Vektorraume und f: U — V und f': U — V zwei K-lineare
Abbildungen.

1. f+ f' ist eine K-lineare Abbildung.
2. X f ist eine K-lineare Abbildung fiir alle A € K.
Seien W ein K-Vektorraum und g: V- — W, ¢': V. — W zwei K-lineare Abbildungen
1. go f ist eine K-lineare Abbildung
2. go M+ NfY=Xgof)+ N(go f) fir alle \, ' € K.
3. Ag+Ng)of=Xgof)+N(g of) firalle \, N € K.
4. Mgo f)=(Ag)o f=go(Af).

Beweis. 1. Seien u,u’ € U und A € K. Wir rechnen dass (f + f')(u + u') = f(u + u)
Flu+) = F(u) + (W) + F() + ) = (F + )+ (F + F)u) und (F + F)O)
FOw) + f1(Au) = Af(u) + Af'(w) = A= (f + [)(w).

2. Seien u, v’ € U und p € K. Wir rechnen dass (A-f)(u+u) = A f(utu') = A-(f(u)+f(u)) =
() + M) = (- F)(u) + (- () und (- ) w) = A f(-u) = A pf(u) =
pe Af(u) = - (Af)(u).

3. Seien u,u’ € U und A € K. Dann (go f)(u+u') = g(f(u+ ') = g(f(u) + f(v)) =

g(f(w) +g(f(u)) = (g o f)(u) + (g0 f)(W), und (g0 f)(Au) = g(f(Au)) = g(Af(v)) =
Ag(f(u) = A-(go f)(u).

4. folgt durch Nachrechnen.

I 4+
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5. folgt durch Nachrechnen.

6. folgt durch Nachrechnen.
O

Bemerkung 3.2.17. Wir haben insbesondere gezeigt dass die Summe von zwei lineare Ab-
bildungen und die Multiplikation einer linearen Abbildung mit einem Skalar, noch lineare
Abbildungen ist. Insbesondere, seien V, W zwei K-Vektorrdume. Dann sind die Abbildungen

Homg (V, W) x Homg (V, W) — Homg (V, W) (f,g)— f+g
K x Homg (V, W) — Homg(V, W) Nf)— A f

wohldefiniert. Die Menge Homg (V, W) mit diesen zwei Abbildungen ist ein KK-Vektorraum.

Bemerkung 3.2.18. Wir haben gezeigt dass die Komposition von lineare Abbildungen eine
lineare Abbildung ist und dass die inverse Abbildung einer bijektiven linearen Abbildung noch
eine lineare Abbildung ist.

Definition 3.2.19 (Isomorphismus, Endomorphismus, Automorphismus). Seien V, W K-Vektorrdume.
Eine bijektive lineare Abbildung f: V' — W heifit Isomorphismus. Eine lineare Abbildung
f:V — V heifit Endomorphismus von V', und eine bijektive lineare Abbildung f: V — V heifit
Automorphismus von V. Die Menge von Endomorphismen ist Endg (V') und die Menge von
Automorphismen ist GL(V).

Beispiel 3.2.20. Fiir jede A € K ist die Abbildung my: V — V,v + X - v ein Endomorphismus.
Wenn A # 0, dann ist m, ein Automorphismus, mit inverse Abbildung m-1.

3.3 Untervektorriume

Definition 3.3.1 (Untervektorraum). Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V' heif}t
Untervektorraum (Unterraum), wenn U mit der Einschrankung der Addition und Skalarmulti-
plikation selbst ein Vektorraum ist.

Proposition 3.3.2. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C 'V ist ein Untervektorraum
genau dann, wenn

1. 0eU.
2. v+w €U fir allev,w e U.
3. N-vel firale e KiveU

Beweis. (=) Die Einschrankungen der Vektoraddition und der Skalarmultiplikation sind
+:UxU—=YV, KxU—=V

Da U mit diesen ein Vektorraum ist, muss es sein, dass diese Funktionen Bilder in U haben, was
bedeutet, dass Eigenschaften (2) und (3) gelten. Auflerdem existiert e € U so dass e + u = u
fiir alle u € U. Insbesondere e + ¢ = e und wenn wir diese Gleichung in der Vektorraum V'
betrachten, sehen wir dass e = 0.
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( <= ) Eigenschaften (2) und (3) zeigen dass die Einschrinkungen von der Addition und
der Skalarmultiplikation zwei Abbildungen

+:UxU—=U, KxU—=U

definieren. Wir zeigen dass U mit diesen ein K-Vektorraum ist.

e (U,+) ist eine abelsche Gruppe. Die Addition ist auf U assoziativ und kommutativ, da sie
auf dem gesamten V' assoziativ und kommutativ ist. Das neutrales Element ist 0 € U und
wenn v € U, dann —u = (—1)-u e U.

e Die Eigenschaften der skalaren Multiplikation gelten fiir U, da sie fiir das gesamte V'
gelten.

[
Beispiel 3.3.3. Jeder Vektorraum V' hat die Untervektorraume V' und {0}.

Beispiel 3.3.4. Sei V ein K-Vektorraum und sei v € V' ein Vektor. Die Menge
vy ={XA-v|XxeK}

ist ein Untervektorraum von V. Um das zu zeigen, sehen wir dass 0 = 0-v € (v). AuBlerdem,
wenn vy, vy € (v), dann existieren A, Ay € K so dass v; = \; - v, fiir ¢ = 1,2. Wir sehen dass
Vv = A1 v+ v = (A + )0 € (v). Wenn p € K, dann pi-v; = p-(A-v) = (uAy) v € (v).

Beispiel 3.3.5. Fiir jede n € N ist die Menge K[z]<, = {f € K[z]| deg(f) < n} ein Untervek-
torraum von K[z]: wir sehen zuerst dass 0 Grad —oo ist, so dass 0 Grad kleiner als n ist. Seien
auch f=>"" ja;z" und g = >_1" bz’ zwel Polynome von Grad kleiner oder gleich als n und
sei A € K. Dann haben f +g = >"" j(a; + b))z’ und X - f = > A+ a;2" Grad kleiner oder
gleich als n.

Definition 3.3.6 (Kern). Sei f: V' — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdume. Der Kern
von f ist

Ker(f) = f7(0) = {ve V| f(v) =0}

Proposition 3.3.7. Sei f: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdume. Der Kern
Ker(f) ist ein Untervektorraum von V und das Bild Im(f) ist ein Untervektorraum von W.

Beweis. Wir zeigen dass der Kern ein Untervektorraum von V' ist. Wir sehen dass 0 € Ker(f),
weil f(0) = 0. Seien v,v" € Ker(f) und A € K. Dann f(v+v') = f(v) + f(v') =040 =0 und
f(Av) =Af(v) =X-0=0, so dass v+ v" € Ker(f) und A - v € Ker(f).

Wir zeigen dass das Bild ein Untervektorraum von W ist. Wir sehen dass 0 € Im f, weil
f(0) = 0. Seien w,w’" € Im(f) und A € K. Dann existieren v,v" € V so dass f(v) = w, f(v') = v’
und wir rechnen dass f(v+ ') = f(v) + f(v) =w+w und f(A-v) = X- f(v) = X - w, so dass
w+w €Im(f) und - w € Im f. O

Bemerkung 3.3.8. Sei f: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdume. Das Urbild
S~} (w) ist ein Untervektorraum von V genau dann, wenn w = 0. Wenn w = 0 haben wir gezeigt
dass f71(0) = Ker f ein Untervektorraum ist. Wenn f~!(w) ein Untervektorraum ist, dann
0 € f1(w), so dass w = f(0) = 0.
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Beispiel 3.3.9. Sei A € K™*" eine Matrix und L,: K* — K™ die entsprechende lineare
Abbildung. Dann

Los(A,b) ={z € K"|A- 2 =b} = {x € K"| La(x) = b} = L, (b)
Insbesondere, ist Los(A,0) = L;'(0) = Ker L4 ein Untervektorraum.

Beispiel 3.3.10. Die Teilmenge {(3) € R* |z —y = 0} ist ein Unterrvektorrium von R?. Die
Teilmenge {(3) € R? |z —y = 1} ist kein Unterrvektorrdum.

Der Kernel charakterisiert, ob eine lineare Abbildung injektiv ist oder nicht:

Proposition 3.3.11. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdume. Die
lineare Abbildung f ist injektiv, genau dann, wenn Ker(f) = {0}.

Beweis. (=) Nehmen wir an, dass f injektiv ist. Sei v € Ker(f), so dass f(v) = 0. Da f eine
lineare Abbildung ist, wissen wir dass f(0) = 0, so dass f(v) = f(0). Da f injektiv ist, folgt
dass v = 0.

( <= ) Nehmen wir an dass Ker(f) = {0}. Seien v,v" € V so dass f(v) = f(v'). Dann
flo—=2") = f(v) = f(v)) =0, so dass v —v' € Ker f. Das bedeutet v —v" =0, so dass v =v'. [

Allgemeiner ausgedriickt, kénnen wir zeigen, dass die Vorbilder einzelner Elemente durch
eine lineare Anwendung Translationen des Kerns sind.

Proposition 3.3.12. Sei f: V — W eine lineare Abbildung von K- Vektorrdume und seiw € W.
Wenn f~'(w) #0, seiv € f~(w). Dann

fH(w) =v+Ker(f) = {v+u|ue Ker(f)}

Beweis. Wir zeigen die zwei Inklusionen: (C) sei v' € f~'(w), so dass f(v') =
Dann f(v' —v) = f(v') — f(v) = 0, und das bedeutet dass v" — v = u € Ker f. Dann
vV =v+u e v+ Ker(f).

(D) Sei u € Ker(f). Dann f(v+u) = f(v)+ f(u) =w+0=w, sodass v+u € f~Hw). O

Bemerkung 3.3.13. Sei K ein Korper, und sei A € K™*" eine Matrix. Wir betrachten die
lineare Abbildung L,: K" — K™. Wir wissen dass Ker L4 = Los(A,0) die Losungsmenge des
homogenen Systems Az = 0 ist. Sei b € K™, und sei xy € Los(A,b) eine Losiing des Systems
Az = b. Wir wissen da Los(4,b) = L' (b) so dass die vorherige Proposition zeigt dass

Los(A,b) = x¢ + Los(A,0)

Das bedeutet, dass man alle Losungen des Systems Az = b erhélt, indem man zu einer einzigen
Losung xy alle Losungen des homogenen linearen Systems Ax = 0 addiert.

Beispiel 3.3.14. Die Teilmengen {(j) € R?*|z —y = b} mit b € R?, sind Translationen der
Menge {(y) € R? |z —y = 0} (siche Tafel).
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Wir zeigen nun, dass einige natiirliche Konstruktionen mit Untervektorrdumen andere
Untervektorrdume ergeben
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Proposition 3.3.15. Seien V' ein K- Vektorraum und seien Uy, Uy C V' Untervektorraume. Dann
ist Uy N Uy ein Untervektorraum. Im allgemein, sei (U;);e; eine Familie von Untervektorrdume
U; CV, dann ist NcrU; ein Untervektorraum.

Beweis. Wir beweisen direkt den Fall einer beliebige Familie. Da U; ein Untervektorraum
ist, 0 € U; fir alle i € I, so dass 0 € N;c;U; auch. Seien v,v" € Nic;U; und A € K. Dann
u—+u €U, \-u € U, da U; ein Untervektorraum ist. Das bedeutet dass u + u' € N;c;U; und
A-u € NierU;. Das zeigt dass N U; ein Untervektorraum ist. O

Bemerkung 3.3.16. Die Vereinigung von Unterektorrdume ist nicht immer ein Untervek-
torrdum. Z.B. in R? die Vereinigung ((§)) U {(9)) ist nicht ein Vektorraum: die zwei Vektoren
($),(9) sind in der Vereinigung, die Summe ( }) aber nicht.

Definition 3.3.17 (Summe von Untervektorrdum). Sei V' ein K-Vektorraum, und seien Uy, Uy C
V' zwel Untervektorraume. Die Summe von der Unterkvektorraume ist

Ui+ U; = {U1+U2|Ul € Ul,UQ € UQ}
Im allgemein, wenn Uy, ..., U, C V endliche viele Teilmenge von V' sind, definieren wir
Uy+Us+---+U,={vi+--+uv,|v, € U}

Proposition 3.3.18. Sei V' ein K-Vektorraum, und seien Uy, ..., U, CV Untervektorriume.
Die Summe Uy + - - - + U, ist ein Untervektorraum von V. Auflerdem, gilt dass Uy C Uy + Uy C
- CcUp+---+U,.

Beweis. Durch Induktion auf n. Fiir n = 1 ist das klar, fiir n = 2 sehen wir dass 0 € Uy,0 € Us,
sodass 0 =040 € Uy + Us. Seien v,v € Uy + Uy, A € K. Dann v = u; + us und v’ = ) + v fiir
uj, uy € Uy fiir j = 1,2. Dann v +v" = uy +ug + ) +uy = (ug +uy) + (uz2 +uy) € Uy + Us und
Av=MX(ug +ug) =A-v;+ X vy € Uy + Us. Das zeigt dass Uy + U, ein Untervektorrdum ist.
Wenn n > 2, kénnen wir Uy +- - -4+ U,, = (Uy+- - -+ U, _1) + U, schreiben. Die Induktionsannahme
zeigt dass Uy + - - - + U,_1 ein Untervektorraum ist, und dann was wir fiir n = 2 gezeigt haben,
zeigt dass (U + -+ - 4+ U,—1) + U, ein Untervektorraum ist.

Wir miissen noch die Kette von Inklusionen beweisen: wir zeigen U; C Uy + Us: da 0 € Us,
sehen wir dass v; = v1 + 0 € Uy + U, fiir alle v; € Uy, so dass U; C U; 4+ U,. Eine énliche
Begrundung zeigt dass U; + +U; C Uy + -+ - + U; + Uy fiir i > 1. O

Beispiel 3.3.19. Wir betrachten in R? die Untervektorrdume: {(})) = {(AOI) | A\ € K} und
() = {()92) | Ao € K} Die Summe ist

(6 + (D) ={(3) [N €K} =R?
Wir kénnen die Summe von beliebige viele Untervektorrdume auch definiieren:

Definition 3.3.20 (Summe von beliebige viele Untervektorraume). Seien V' ein K-Vektorraum
und (U;);e; eine Familie von Untervektorraume U; € I. Die Summe ist die Menge von alle
mogliche endliche Summen von Vektoren in den Us;:

ZUi:{Uz‘1+"'+Uin|vijEUij’ijGI’nZO}: U ZUj
< JCI  jeJ
J endlich
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Lemma 3.3.21. Seien V' ein K-Vektorraum und (U;);er eine Familie von Untervektorrdiume
U, C V. Die Summe Ziel U; ist ein Untervektorraum. Auferdem, wenn die Familie endliche
ist, stimmnt diese Definition der Summe mit der vorhergehenden diberein.

Beweis. Fiir jede i € I, gilt dass 0 € U;, und U; € ., U;, so dass 0 € > _,_, U; auch. Seien
v,v" € Y., Uy, dann sind v = w;, + -+ - +uy, fiir u;; € Uy, und o' = uy + -+ -+, fiir uy € Ui;_
endliche Summen von Vektoren in den U;. Dann ist

/
VAU = Uy U, Uy e Uy
n

auch eine endliche Summe von Vektoren in den U;, so dass v+ v € Y ., U;. Wenn A € K, dann

ist auch

el

und A-u;; € Uy, weil U;; ein Untervektorraum ist. Das zeigt dass A - v auch eine endliche Summe
von Vektoren in den U; ist, so dass A-v € Ziel U;. Das zeigt dass Ziel U, ein Untervektorraum
ist.

Falls I = {iy,...,i,} endlich ist, wir miissen noch zeigen dass ;c;; enaicn 2 jes Ui und

die Summe )., U; von Proposition [3.3.18| gleich sind. Fiir jede endliche Teilmenge J C I,

(4

Proposition [3.3.18| zeigt dass >, ;U; € >, U, so dass (J Jcr (Z]EJ Uj) C YU

J endlich

Andererseits, die Menge I ist selbst endlich, so dass ) .., U; € J Jcr (Z e Uj>. O
J endlich

Definition 3.3.22 (Direkte Summe). Sei V' ein K-Vektorraum und seien U, W C V' Untervek-
torrdume. Der Vektorraum V ist die direkte Summe von U, W wenn

1. V=U+W.
2. UNW = {0}, fiir alle i.
Man schreibt V =U @ W.

Lemma 3.3.23. Sei V' ein K-Vektorraum und seien U, W Untervektorrdume. Der Vektorraum
V st die direkte Summe von U,W genau dann, wenn fir alle v € V eindeutige u € Uyw € W
existieren so dass v = u + w.

Beweis. (= ) Nehmen wir an dass V =U @ W und sei v € V. Da V = U + W, existieren
u € Uw € W so dass v = u + w. Seien v/ € U,w' € W so dass u +w = v + w'. Dann
u—u' =w —wund, da U, W Untervektorrdume sind, sehen wir dass u — v’ € U,w' —w € W.
Dammu—uv' =w —weUNW = {0} und u=v",w =w'.

( <= ) Da jeder Vektor in V' eine Summe eines Vektors in U und eines Vektors in W ist,
sehen wir dass V' = U +W. Wir miissen zeigen dass UNW = {0}. Sei z € UNW. Wir schreiben
2z =240 =0+ z als Summe eines Vektors in U und eines Vektors in W. Da die Summanden
eindeutig sind, sehen wir dass z = 0. O

Bemerkung 3.3.24. Sei V ein K-Vektorraum und seien U, W C V Untervektorrdume. Wenn
UNW ={0}, dann gilt U + W = U & W. Wir betrachten dann U & W als Untervektorraum
von V.
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Auf diese Weise konnen wir definieren, was es bedeutet, dass V' die direkte Summe einer
beliebigen endlichen Anzahl von Vektorraumen Uy, ..., U, ist: Es bedeutet, dass V' die direkte
Summe der beiden Vektorrdume (U; @ - -+ @ U,_1) und U, ist. Wir schreiben

V=Uio---oU,

Es kann bewiesen werden, dass dies der Tatsache entspricht, dass jeder Vektor v € V
eindeutig als Summe von Vektoren u; € U; geschrieben werden kann: v = u; + - - - = u,,.

3.4 Erzeuger, Lineare Abhingigkeit, Basen

Definition 3.4.1 (Linearkombinationen). Sei V' ein K-Vektorraum. Sei (vy, ..., v,) eine Tupel
von Vektoren v; € V. Eine Linearkombination der v; ist eine Summe

)\11}1 —+ )\2?]2 + -+ )\n'Un, )\z e K.

Im Allgemein, sei (v;);e; eine, moglicherweise unendlich Familie von Vektoren v; € V. Eine
Linearkombination der v; ist eine Linearkombination von endliche viele Vektoren in der Familie.
Anders gesagt, das ist eine Summe

Z Aiv;

mit \; # 0 fiir endliche viele ¢ € .

Bemerkung 3.4.2. Die Tatsache, dass wir eine Linearkombination eines Tupels und nicht einer
Menge definieren, erlaubt uns zum Beispiel zu sagen, dass 2 - v + 3 - v eine Linearkombination
von (v, v) ist.

Beispiel 3.4.3. Seien vy, ..., v, € K™ Vektoren. Wir schreiben

a1 Q12 Q1n

21 22 Q2n
v = . 3 Uy = . 7"'71)71:

am1 Am2 Amn

so dass eine Linearkombination A\jv; + - - - + A\,v,, die Form

Ara1 + Agagr + - - + Apa,

Aag1 + Aaags + -+ + A\pag,
>\1U1+"'+Anvn: .

)\laml + >\2am2 + -+ /\namn

hat. Sei jetzt A = (a;;) = (v1|va]. .. |v,) die Matrix die vy, ..., v, als Spaltenvektoren hat. Die
vorherige Berechnung zeigt dass

)\1 )\1
)\2 )\2
Avp+ o+ A, = A : = (ufve| .- fon) - | .
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Definition 3.4.4 (Erzeugnis, Span). Sei V' ein K-Vektorraum und sei M C V eine Teilmenge.
Das Span von M, oder Erzeugnis von M, oder der von M erzeugter Vektorraum ist

My= (] U
UCV,Unterraum
MCU

die Schnittmenge von alle Untervektorrdume die M enthalten.

Wenn vy, ...,v, € I sind, schreiben wir (vy,...,v,) = ({v1,...,v,}). Im allgemein, wenn
(v;)ier eine Familie von Vektoren ist, dann schreiben wir (v; |1 € I) = ({v; |1 € I}).

Wenn U C V ein Untervektorraum ist, und wenn (u;)¢; eine Familie von Vektoren so
dass U = (u;|i € I) ist, nennen wir die u; Erzeuger von U und die Familie (u;);cs ist ein
Erzeugendensystem von U.

Beispiel 3.4.5. Sei V ein K-Vektorraum und sei v € V ein Vektor. Wir haben frither der
Untervektorraum (v) = {A-v |\ € K} definiert. Wir zeigen dass {\ - v| A € K} tatsdchlich der
Untervektorraum erzeugt von v ist. Sei denn (v) der Untervektorraum erzeugt von v. Wir wissen
schon dass {\-v| A € K} ein Untervektorraum der v enthélt ist, so dass {A-v | € K} D (v).
Andererseits, (v) ist ein Untervektorraum, weil er der Durschnitt von Untervektorraume ist. Da
v € (v), folgt es dass A - v € (v) fiir alle A € K| so dass {\-v | € K} C (v).

Proposition 3.4.6. Scien V' ein K-Untervektorraum.

1. Sei M CV eine Teilmenge. Dann ist (M) ein Untervektorraum von V' und ist der kleinste
Untervektorraum der M enthalt: wenn U C V' ein Untervektorraum ist s.d. M C U gilt,

dann (M) C U.
2. Seien vq,...,v, € V Vektoren. Dann ist (v, ...,v,) die Menge von alle Linearkombina-
tionen den v;:
(V1,...,Un) = {Z)\ivip\i S K} = Z<Uz>
i=1 i=1

3. Seien Uy, ..., U, CV Untervektorriume. Dann gilt

U1Vl U UU,) =Y U

Beweis. 1. Erstmals sehen wir dass V' selbst ein Untervektorraum der M enthélt ist, so dass
es gibt mindestens ein Untervektorraum von V' der M enthélt. Dann sehen wir dass, da
(M) als Schnittmenge von Untervektorraume definiert ist, ist (M) ein Untervektorraum.
Endlich, sei U C V ein Untervektorraum so dass M C U, denn gilt (M) C U dank der
Definition von (M).

2. Die Menge {>_"  Nv; |\, € K} = > (v;) ist ein Untervektorraum, weil er die Summe
von Untervektorraume ist. Auflerdem v; € > 7" (v;) fiir alle 4, so dass (vy,...,v,) C
> i (v;). Andererseits, \; - v; € (v1,...,v,) fir alle \; € K, weil (vy,...,v,) ein Unter-
vektorraum ist, die vy,...,v, enthélt. Das zeigt dass (vi,...,v,) 2 > (v;), so dass

(U1, ..., o) D D00 (vy).
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3. Wir wissen dass Y., U; ein Untervektorraum von V ist, und wir wissen auch dass
U, C Y0, U fiir alle 4, so dass (Uy U...U,) € 3., Us. Andererseits, u; € (U1 U---UU,)
fir alle u; € Uy, so dass ug + -+ +u, € (U3 U---UU,) fir alle u; € Uy, weil (U3 U---UU,)
ein Untervektorraum ist. Das zeigt dass > .., U; C (U1 U --- U U,,).

O

Diese Proposition gilt auch mit unendliche Familien von Vektoren oder Untervektorraume:
Proposition 3.4.7. P| Seien V ein K-Untervektorraum.

1. Sei (v;)ier eine Familie von Vektoren v; € V. Dann ist (v; |i € I) die Menge von alle
Linearkombinationen den v;:

(viliel)= {Z)\UZ|>\ e K, \; # 0 fiir endliche melezel} Z<U1>

el

2. Seien (U;)ier eine Familie von Untervektorrdume U; C V. Dann gilt

<UU1- > => U

el i€l

Beweis. 1. Die Menge {>°,.; \iv; | \; € K\; # 0 fiir endliche viele i € I} = 7 | (v;) ist ein
Untervektorraum, weil er dle Summe von Untervektorrdume ist. Ausserdem v; € ), (v;)
fiir alle 7, so dass (v;|i € I) C > (v;). Andererseits, sei W C V ein Untervektorraum so
dass v; € W fur alle 5. Dann A; - v; € W fiir alle \; € K und Zie[ Av; € W wenn \; # 0
fiir endliche viele ¢ € I. Das zeigt dass W 2 > ., (v;), so dass (v; |1 € 1) 2 > . (vy).

2. Wir wissen dass ) ., U; ein Untervektorraum von V ist, und wir wissen auch dass
U; C Ziel U, fiir alle i, so dass U, U; C zie] U;. Sei W C V ein Untervektorraum so dass
W D UierU;. Dann W D U, U; fiir alle endliche Teilmenge J C I, so dass W 2 (U JGJU )
Da J endlich ist, haben wir schén gezeigt dass (Uje Uj) = >, Uj, sodass W 2 37

Das zeigt dass W 2 U ycr D 25c,Uj = > ic; Ui, so dass (Ui, Ui) 2 325, Ui

J endlich

]GJ

m
Definition 3.4.8 (Endlich erzeugter Vektorraum). Ein K-Vektorraum V' heiit endlich erzeugt
wenn endliche viele Vektoren vy, ...,v, € V existieren, so dass
V = <’U1,...,Un>

Beispiel 3.4.9. Sei K ein Kérper. Wir zeigen dass der Vektorraum K™ endlich erzeugt fiir alle
n € Nist. Wenn n =0, K® = {0} ist von 0 erzeugt. Wenn n > 1 und 1 < i < n, sei ¢; € K der
Vektor mit Eintrag 1 in Zeile ¢+ und Eintrag 0 iiberall sonst

1 0 0
0 0
er=101],....,e,= 1] < i-teZeile,..., 0|,
0 0 0
0 0 1

2Das war nicht in der Vorlesung gezeigt
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Dann gilt fiir alle z € K™ dass

X1
L2 ..

T = . =x1-€1+ -+ Ty-ey fir z; € K
Tn

Das zeigt dass K" = (e, ..., en).

Beispiel 3.4.10. Sei K ein Korper. Der Polynomring K[z] ist nicht endlich erzeugt als K-
Vektorraum. Um das zu zeigen, miissen wir beweisen dass fiir fi, ..., f, € K[z] endliche viele
Polynome, der erzeugter Unterraum (fi, ..., f,) eine echte Teilmenge von K[xz] ist: (fi,..., fn) &

K[x]. Wir wissen dass
(fi,ooo  fo) = {ZAJMZ- € K}
i=1

Sei M = max{deg(f;) |7 =1,...,n}, dann deg(d>_1" |, N\;ifi) < M fiir alle \; € K. Das bedeutet
insbesondere dass xM*1 ¢ (fi, ..., f.), so dass (f1,..., fn) € K[x].

—=
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Definition 3.4.11 (Lineare Unabhéngigkeit). Sei V' ein K-Vektorraum und sei (vy,. .., v,) eine
Tupel von Vektoren in V. Die v; sind linear unabhéngig wenn fiir alle A1,..., A, € K gilt

AMUr+ -+ A0, =0 <= X\, =0 fir alle 7
Dagegen, sind die v; linear abhiingig wenn Ay, ..., \, € K existieren, nicht alle 0, so dass
)\1U1+"'+)\nvn:0

Im allgemein, ist eine Familie (v;), moglicherweise unendlich, von Vektoren v; € V linear
unabhéngig, genau dann, wenn

eine lineare Kombination Z ANv; =0 < \;=0fiurallei el
icl
Beispiel 3.4.12. Die Vektoren ey, ..., e, € K" sind linear unabhéngig:
A1
A2

el + o+ e, = =0 <= X\, =0fir alle ¢

An
Beispiel 3.4.13. Die Vektoren (}),(1),(% ) € K? sind linear abhéngig, weil (1) = (})—(9),
sodass (1) — () + (1) =0.

Beispiel 3.4.14. Sei V ein K-Vektorraum. Der Vektor 0 ist linear abhéngig, da 1-0 = 0. Jede
Familie die 0 enthélt ist auch linear abhéngig. Wenn v € V, v # 0,dann ist v linear unabhéngig,
dad-v=0 = A=0.



KAPITEL 3. VEKTORRAUME 52

Definition 3.4.15 (Basis). Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Erzeugendensystem (v;);e; von
Vektoren die linear unabhéngig sind, heifit eine Basis von V.

Beispiel 3.4.16 (Kanonische Basis oder Standardbasis). Die Vektoren ey, ..., e, € K" sind
Erzeuger von K™ und linear unabhéingig. Das bedeutet dass C = (e, ..., e,) eine Basis von K"
ist. Wir nennen sie die Kanonische Basis oder Standardbasis von K.

Beispiel 3.4.17 (Monomialbasis). Wir betrachten den Ring K|z] als K-Vektorraum. Die

unendliche Familie von Monome (1,z,22 2%,...) = (2'|i > 0) ist eine Basis von K[z] als

K-Vektorraum: Ein Polynom f € Klz]

ist eine Linearkombination der z’ mit den Koeffizienten a;, was bedeutet dass (z‘|i > 0) ein
Erzeugendensystem ist. Aufierdem ist ein Polynom f =37  a;- 2" gleich Null genau dann wenn
a; = 0 fiir alle 7, was bedeutet dass die 2 linear unabhiingig sind.

Beispiel 3.4.18. Wir betrachten der Q-Vektorraum Q|x]<; = {ag + a; - x| ap, a1 € Q} von alle
Polynome von Grad kleiner oder gleich als 1. Die zwei Polynome f; = (1 + z), fo = x sind linear
unabhéngig:

A =0
>\1f1+>\2f2:/\1(1"‘1’)+>\2l’:)\1+(/\1+>\2)l’:0<:> ! — AN =X =0
M+ =0

AuBerdem, sehen wir dass fi, fo Erzeugen von Q[z]<; sind: wir konnen jedes Polynom ag+ a1z €
Q[z]<1 als Linearkombination

ap+ a1z =ag+ (ay —ag+ag)r =ap- (1 + )+ (a1 —ag) - x
schreiben. Das zeigt dass (fi, f2) eine Basis von Q[z]<; ist.
Lemma 3.4.19. Sei V' ein K-Vektorraum und sei (vq,...,v,) eine Tupel von Vektoren in V
1. Die (v;) sind ein Erzeugendensystem von V genau dann, wenn jeder Vektor in V eine

Linearkombination der v; 1st:

fir alle v € V existieren \; € K so dass v = Z i

i=1

2. Die (v;) sind linear unhab}i‘angig in'V genau dann, wenn falls ein Vektor eine Linearkom-
bination der v; ist, dann ist er eine Linearkombination auf eine eindeutige Weise.

i Aiv; = iuivi < \; = ; fir alleq
i=1 i=1

3. Die (v;) sind eine Basis von V' genau dann, wenn jeder Vektor in V eindeutig eine
Linearkombination der v; ist:

n
fiir alle v € V' existieren eindeutige \; € K so dass v = Z A\iU;
i=1
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Die gleichen Aussagen gelten fiir eine unendliche Familie von Vektoren

Beweis. Wir geben den Beweis nur fiir die endliche Familie (vy, ..., v,). Der Fall der unendlichen
Familien ist &hnlich.

1. Wir wissen dass (vq,...,v,) die Menge der Linearkombinationen der v; ist.

2. Wenn die v; linear unabhéingig sind, und wenn > " | \jv; = > v, dann » . (A —
wi)v; = 0, so dass \; = p; fiir alle i. Andererseits, Die Bedingung im Lemma fir pu; = 0
bedeutet genau, dass die v; linear unabhéngig sind.

3. Das folgt aus den vorherigen Punkten.
O

Wir kénnen lineare Unabhéngigkeit in Form von Generatoren charakterisieren und umgekehrt.
Wir brauchen zunéchst ein Lemma

Lemma 3.4.20. Set V' ein K-Vektorraum und seien vy, ... ,v,,w € V Vektoren. Es gibt eine
Linearkombination \jvy + -+ 4+ A\yvy, + pw = 0 mit p # 0 genau dann, wenn w € (vy, ..., Uy).
Beweis. ( =) Wir schreiben pw = —\jv; — -+ — \vp, so dass w = —p = A\ jvg — - — ' A\ 0,.
Das zeigt dass w € (vq,...,0,)

(<= ) Wenn w € (vy,...,v,), existieren dann \; € K so dass w = A\jv; + - -+ + A\,v,. Das
bedeutet, dass > ;| \v; + (—1) - w = 0. O

Lemma 3.4.21. Seir V ein K-Vektorraum und seien vy,...,v, € V Vektoren. Die Folgende
Aussagen sind Aquivalent

1. B=(vy,...,v,) ist eine Basis von V.

2. B ist eine maximale Familie von linear unabhdingige Vektoren. Das bedeutet dass die

V1, ..., Uy linear unabhdingig sind, und dass vy, ..., V,, Vpt1 linear abhdngig fir alle v, €
V' sind.
3. B ist eine minimales Erzeugendensystem. Das bedeutet dass V = (vq,...,v,) und V #

(U1, ..y iy ooy uy) fir allei € {1,...,n}.
Anliche Aussagen gelten fiir eine beliebige Familie (v;);e; von Vektoren.

Beweis. Wir geben den Beweis nur fiir eine endliche Familie (vy, ..., v,).

(1) = (2) : Wir wissen dass B eine linear unabhéngige Familie ist. Sei w € V: Da B ein
Erzeugendensystem ist, das vorheriges Lemma zeigt dass eine Linearkombination )\, A\jv; +
pw = 0 existiert, mit p # 0. Das zeigt dass (vy, ..., v,,w) linear abhéngig sind.

(2) = (3) : Wir zeigen zuerst dass B ein Erzeugendensystem ist. Sei v,41 € V. Die
V1, - . ., Ups1 sind linear abhéngig, so dass Z?:ll Av; = 0 fiir A; € Knicht alle null. Wenn \,, 1 = 0,
dann ZLI Av; = 0 und \; = 0 fiir alle 7, Widerspruch. Dann \; # 0, und das vorheriges Lemma
zeigt dass vp41 € (v1,...,v,). Das zeigt dass V' = (vq,...,v,). Wir zeigen jetzt dass B ein
minimales Erzeugendensystem ist: es reicht zu Zeigen dass v; ¢ (vq,...,0;,...,v,) fir alle
i =1,...,n. Nehmen wir an, dass v; € (vy,...,9;,...,v,), dann zeigt das vorheriges Lemma
dass Z?:1 Ajv; = 0 fiir \; € Kmit \; # 0. Widerspruch, da die Vektoren in B linear unabhéngig
sind.
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(3) = (1) : Wir miissen zeigen dass die Vektoren in B linear unabhéngig sind. Seien
Aty ..o, Ay € K nicht alle null, so dass Ajvy + - - - + A\yv, = 0. Wenn \; # 0, zeigt das vorheriges
Lemma dass v; € (vy,...,0;,...,v,), Widerspruch. ]

Satz 3.4.22. Se: V ein K-Vektorraum. Jedes endliche Erzeugendensystem von V' enthdilt eine
Basis. Insbesondere, hat jeder endlich erzeugte Vektorraum V # {0} eine Basis.

Beweis. Sei B = (vq,...,v,) ein endliches Erzeugendensystem von V. Wenn B ein minimales
Erzeugendensystem ist, dann ist es auch eine Basis. Wenn nicht, existiert v;, mit : =1,...,n
so dass B = (v1,...,0;,...,v,) ein Erzeugendensystem ist. Wir kénnen dieses Verfahren

wiederholen bis wir ein minimales Erzeugendensystem finden, das eine Basis ist, oder bis wir
alle Vektoren herausnehmen, aber in diesem Fall wird der Vektorraum durch eine leere Menge
erzeugt, was bedeutet, dass V' = {0}. O

Bemerkung 3.4.23. Dieses Satz gilt fiir beliebige Erzeugendensysteme von V' und insbesondere
hat jeder Vektorraum eine Basis, wenn man das Auswahlaxiom akzeptiert. Wir wiirden das aber
nicht beweisen.

bbbbbdbdddddd Ende Vorlesung 28.5.2024 b bbb dbddd b s b

Sei V' ein K-Vektorraum und seien vy, ...,v, € V. Wir betrachten den Tupel (vy,...,v,)
und die folgende Umformungen:

e (GS1) Vertauschen zweier Vektoren.
e (GS2) Addition des A-fachen eines Vektors zu einem anderen, verschiedenen Vektor, A € K.

e (GS3) Multiplikation eines Vektor mit A € K, X # 0.

Proposition 3.4.24. Sei (vy,...,v,) eine Tupel von Vektoren und sei (vi,...,v)) ein Tupel,

r n

das man durch Anwendung einer Folge von endlich vielen Elementarumformungen wie oben
erhdlt. Dann

/ /
1. (v, vn) = (U, ..., 00).
2. vy, ...,0, sind linear unhabhingig genau dann, wenn v, ..., v, linear unhabhdingig sind.
I ) ) 1> » Yn
3. (v1,...,vy,) ist eine Basis von V' genau dann, wenn (vy,...,v)) eine Basis von V ist.
Beweis. Es geniigt, die Aussagen zu beweisen, wenn (v}, ...,v.) aus (vy,...,v,) durch eine
) ’ 1> » Yn 9 )

einzige elementare Umformung erhalten wird. Wir priifen die drei verschiedenen Arten von
Umformungen.

e (GS1) Angenommen, (v}, ..., v,) ergibt sich aus (vy,...,v,) durch Vertauschen zweier

rvn

Vektoren. Dann sind die drei Aussagen klar.

e (G:S2) Angenommen,(vy,...,v,) = (V1,. .., V5. .., V), ..., 0y) WOmit V7 = v; + Avg. Wir
zeigen dass (v}, ...,v)) C (v1,...,v,): ein Vektor in (v},...,v}) hat die Form )" | u;v!

mit p; € K. Wir sehen dass

> pivi = (Z i - Ui) + i Av = pavy + - A (Ao + -+ v
=1 i=1
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so dass dieses auch eine Linearkombination der v; ist. Das zeigt dass (v,...,v)) C

) n =
(v1,...,v,). Da wir auch (vy,...,v,) erhalten, indem wir eine elementare Umformung
vom Typ (GS2) auf (v],...,v]) anwenden, sehen wir, dass auch der andere Inklusion gilt.
Dies beweist, dass (vq,...,v,) = (v],...,0.).

Wir zeigen jetzt dass wenn die vy, ..., v, linear unhabhéngig sind, dann sind die vy, ..., v,

auch linear unhabhéngig. Seien p,...,pu, € K so dass Y ., wv, = 0. Die vorherige
Rechnung zeigt dass

pavr £ - (s A )i 4 - o = 0

und da die vy, ..., v, linear unhabhéngig sind, sehen wir dass p, = 0 fiir alle h # i
und p; = —Ap; = —X - 0. Das zeigt dass die v}, ..., v), linear unhabhéngig sind. Da wir
auch (vq,...,v,) erhalten, indem wir eine elementare Umformung vom Typ (GS2) auf
(v,...,v)) anwenden, sechen wir, dass wenn die v}, ..., v} lineare unhabhéngig sind, dann
sind die vy, ..., v, auch linear unhabhéngig.
Wenn wir schliellich zusammenfassen, was wir zuvor bewiesen haben, sehen wir, dass
(v1,...,v,) eine Basis ist, genau dann, wenn (v}, ..., v!) eine Basis ist.

e (GS3) Wir nehmen an dass (v},...,v,) = (v1,...,0j,...,0,) womit v; = Av; mit \ #
0. Wir zeigen dass (v],...,v.) C (vy,...,v,): ein Vektor in (v],...,v]) hat die Form

> ory piv; mit p; € K. Wir sehen dass

> v = (Zu : vi> AV = v MU
=1 =1

so dass dieses auch eine Linearkombination der v; ist. Das zeigt dass (vf,...,v)) C

rTn
(v1,...,0,). Da wir auch (vy,...,v,) erhalten, indem wir eine elementare Umformung
vom Typ (GS3) auf (v],...,v]) anwenden, sehen wir, dass auch der andere Inklusion gilt.
Dies beweist, dass (vy,...,v,) = (v],...,0)).
Wir zeigen jetzt dass wenn die vy, ..., v, linear unhabhéngig sind, dann sind die vy, ..., v,
auch linear unhabhéngig. Seien 1, ..., 1, € K so dass Y., uv; = 0. Die vorherige
Rechnung zeigt dass

M1U1+"'+)\/$jvz’+"'+,unvn:0

und da die vy, ..., v, linear unhabhéngig sind, sehen wir dass p; = 0 fiir alle A # j und
A; = 0. Da X # 0, folgt dass p1; = 0. Das zeigt dass die v1, ..., v, linear unhabhéngig
sind. Da wir auch (vy,...,v,) erhalten, indem wir eine elementare Umformung vom Typ
(GS3) auf (vi,...,v]) anwenden, sehen wir, dass wenn die v{,...,v), lineare unhabhéngig

sind, dann sind die vy, ..., v, auch linear unhabhéngig.

Wenn wir schliefSlich zusammenfassen, was wir zuvor bewiesen haben, sehen wir, dass

/

(v1,...,v,) eine Basis ist, genau dann, wenn (v],...,v!) eine Basis ist.

]

Korollar 3.4.25 (Austauschlemma von Steinitz). Sei V' ein endlich erzeugte K- Vektorraum
und sei B = (vi,...,v,) eine Basis von V. Sei auch vj = Y " | \jv; mit A; # 0. Dann ist

/ /
B = (Ul, .. .vj_l,vj,ij N ,’Un)
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auch eine Basis von V. Auferdem kénnen wir B’ aus B mit einer Folge von Elementarumforu-
mungen erhalten.

Beweis. Wir konnen B’ aus B erhalten, indem wir v; mit A\; multiplizieren und dann skalare
Vielfache der anderen Vektoren dazu addieren. Dies sind alles elementare Umformungen, und
das vorherige Lemma zeigt, dass B’ eine Basis ist. [

Satz 3.4.26 (Austauschsatz von Steinitz). Sei V' ein endlich erzeugte K-Vektorraum, sei

(v1,...,v,) eine Basis von V und seien wy, ..., w, € V linear unhabhingig. Dann
1. r<n.
2. Es gibt Vektoren vy, ..., v;, . in {vy,...,v,} so dass (wy,...,wm,0;,...,0;, ) auch eine

Basis von V ist.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion auf r. Wenn r = 0, dann sind die zwei
Aussagen wahr. Wenn r = 1, dann ist (w;) linear unhabhéngig, d.h. w; # 0. Insbesondere
V #0sodass n > 1. Da (vy,...,v,) eine Basis von V ist, konnen wir wy = A\jvy + -+ + \,u,
schreiben, und bis auf eine Umbenennung der v; kénnen wir annehmen, dass A\; # 0. Dann zeigt
das Austauschlemma von Steinitz, dass (wy, v, ..., v,) eine Basis von V ist.

Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir » > 1 gilt, und wir beweisen, dass sie fiir r + 1
gilt. Die wq, ..., w, sind auch linear unhabhéngig und die Induktionsannahme zeigt dass r < n
und dass, bis auf eine Umbenennung der v;, die Tupel (wq, ws, ..., Wy, vyy1, ..., 0,) eine Basis

von V ist. Insbesondere . .
Wyry1 = Z Aiw; + Z HiV;
i=1 i=r+1
Wenn p; =0 fiir alle i € {n +1,...,r}, dann w,;1 € (wy,...,w,41), und das ist unmoglich, da
die (wy, ..., w,41) linear unhabhéngig sind. Das bedeutet dass p; # 0 fiir ein ¢ € {r+1,...,n}.
Insbesondere r + 1 < n. Bis auf eine Umbenennung der v;, konnen wir annehmen dass 41 # 0.

Das Austauschlemma von Steiniz zeigt dann dass (wy, . .., Wy, Wyi1, Vps1, - - -, V) eine Basis von

Korollar 3.4.27. Sei V' ein endlich erzeugte K-Vektorraum und seien wy, ..., w, € V linear
unhabhingig. Dann existieren wy1,...,w, € V so dass (wy,...,w,) eine Basis von V ist.

Beweis. Da V endlich erzeugte ist, hat V' eine Basis (vy,...,v,). Die Aussage folgt jetzt direkt

vom Austauschsatz von Steinitz. O
Satz 3.4.28. Sei V' ein endlich erzeugte K-Vektorraum und sei B = (vy, ..., v,) eine Basis von
V.

1. Seien wy, ..., w, € V linear unabhdingig. Dann r < n.

2. Seien wy,...,w, €V Erzeugern von V. Dann r > n.

3. Alle Basen von V' sind endlich und haben genau n Vektoren.

Beweis. 1. Das folgt direkt vom Austauschsatz von Steinitz.
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2. Bis zur Umbenennung der w; wissen wir, dass es r’ < r gibt, so dass (wy,...,w,) eine
Basis von V ist. Da die vy, ..., v, linear unhabhéngig sind, zeigt der Austauschsatz von
Steinitz dass n < r’. Insbesondere n < r.

3. Punkt (2) zeigt dass eine Basis mindestens n Vektoren haben muss, und Punkt (1) zeigt

dass eine Basis maximal n Vektoren haben kann.
O]

Bemerkung 3.4.29. Dieses Satz zeigt, dass zwei beliebige Basen eines endlich erzeugten Vek-
torraums die gleiche Kardinalitéit haben. Dies gilt auch fiir nicht endlich erzeugte Vektorraume,
aber wir werden es nicht beweisen.

Definition 3.4.30 (Dimension). Sei V' ein K-Vektorraum. Die Méchtigkeit einer Basis von
V heift die Dimension von V. Wir schreiben dimg V' oder nur dim V. Ein Vektorraum heif3t
endlich-dimensionale wenn dimyg V' endlich ist.

Beispiel 3.4.31. dim K" = n.

Proposition 3.4.32. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, mit dimg V' = n und

seien vy, ...,v, Vektoren. Die folgende Aussage sind dquivalent:
1. (v1,...,v,) ist eine Basis.
2. V1, ...,0, sind linear unhabhdingig.
3. vy, ...,0, sind ein Erzeugendensystem.

Beweis. (1) = (2) Die Vektoren in einer Basis sind immer linear unhabhéngig.

(2) = (3) Wir wissen, dass wir die v; immer zu einer Basis vervollstéindigen konnen, aber
da eine Basis genau n Elemente haben muss, muss sie bereits eine Basis sein. Insbesondere sind
sie ein System von Generatoren.

(3) = (1) Wir wissen, dass wir immer eine Teilmenge von v; finden kénnen, die eine Basis
ist. Da eine Basis genau n Elemente haben muss, muss sie bereits eine Basis sein. O]

3.4.1 Dimension und Unterrdume

Unterrdume eines Vektorraums haben erwartungsgeméif eine geringere Dimension.

Proposition 3.4.33. Seit V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei W C V ein
Unterraum. Dann

1. W ist auch endlich-dimensionaler und dimg W < dimg V.
2. W =V genau dann, wenn dimg W = dimg V.
Beweis. Sei n = dimg V.

1. Wir wissen, dass es nicht mehr als n linear unabhéngige Vektoren in V' geben kann, so dass
dies auch fiir W gelten muss. Insbesondere kann jede Basis von W hdéchstens n Elemente
haben. Dies beweist, dass W eine endliche Dimension hat und dass dimg W < n.
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2. Wenn dimg W = n, dann existiert eine Basis (wy, ..., w,) von W mit n Vektoren. Diese
sind auch n linear unhabhéngige Vektoren in V', so dass (wy, ..., w,) auch eine Basis von
V ist. Das zeigt dass W = (wyq, ..., w,) = V.

]
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Definition 3.4.34. Sei V ein K-Vektorraum und sei W C V ein Untervektorraum. Ein
Komplement von W in V ist ein Untervektorraum W' C V so dass V =W & W'.

Lemma 3.4.35. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und seien UW C V' zwei

Untervektorraume. Seien auch By = (uq, ..., up) und By = (w1, ..., wg) zwei beliebige Basen
von U und W. Dann' V. =U @ W genau dann, wenn B = (uq, ..., up, wy, ..., wy) eine Basis
von V ist.

Beweis. ( = ) Wir sehen dass B ein Erzeugendensystem ist, weil V = U + W. Seien
ALy oy Any 1, - - -5 e € K so dass Z?Zl Aiv; + 2?21 piju; = 0. Dann Z?Zl Aiv; = — ij:l [
ist ein Vektor in U N W = {0}. Das bedeutet dass Z?:l A\iv; = Zle piju; = 0 und, da die v;
linear unabhéngig sind, sehen wir dass A\; = 0 fiir alle 4, und da die y; linear unabhéngig sind,
sechen wir dass p; = 0 fiir alle j. Das zeigt dass B linear unabhéingig ist.

( <= ) Da B ein Erzeugendensystem von V ist, sehen wir dass V = U + W. Sei v €
UnNW, dann v = Z?:l Aty = Zle p;w; fiir manche A;, ;€ K. Insbesondere gilt dass
Z?Zl Aitl; — Zle p;w; = 0. Da B linear unabhéngig ist, sehen wir dass A\; = 0 und p; = 0 fiir
alle i, j, so dass v = 0. Das zeigt dass U N W = {0}. O

Korollar 3.4.36. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und sei U C V' ein Untervek-
torraum.

1. U hat ein Komplement in V.
2. Sei W ein Komplement von U in' V', so dassV =U @& W. Dann dimU +dim W = dim V.

Beweis. 1. Sei By = (uy,...,uy) eine Basis von W. Wir kénnen sie zu einer Basis von V
erginzen: By = (wy, ..., wp,wy,...,wg). Sei W = (wy, ..., wg). Das vorheriges Lemma
zeigt dass V =U @ W.

2. Sei By = (uy, . ..,up) eine Basis von U und sei By = (wy, ..., wy) eine Basis von W. Das
vorheriges Lemma zeigt dass B = (uy, ..., up, wy, . .., wy) eine Basis von V ist. Insbesondere
dmV =h+k=dimU 4+ dim W.

O

Bemerkung 3.4.37. Ein Komplement ist nicht eindeutig. Z.B der Untervektorraum W = (e;)
von R? hat ein Komplement W} = (e; + Aeg) fiir alle A € R, A # 0.

Als néchstes erkldren wir eine wichtige Formel fiir die Dimension der Summe von zwei
Unterrdumen
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Satz 3.4.38. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und seien U, W C V' zwei Unter-
vektorrdume. Dann

Beweis. Sei U’ ein Komplement von UNW in U und sei W’ ein Komplement von UNW in W, so
dass U = (UNW)@U und W = (UNW)@W'. Wir zeigen nun dass U+W = (UNV)aU @W'.

Wir sehen zuerst dass
U+W=((UnNW)+U)+((UNW)+W)=UnNW +U + W

Wir wissen schon dass (UNV)NU’" = {0}. Wir miissen noch zeigen dass (UNV)@a U )NW' =
UNW’ =0. Wir sehen dass UNW' C UNW, so dass

UNnWwW' =unw'nunW=WwWnUnw)=1{0}.
Das zeigt dass U + W = (UNV) & U’ @ W’: dann sehen wir dass
dim(U + W) = dim(U 0 W) + dim U’ + dim W’

=dim(UNW) + (dimU — dim(U N W)) + (dim W — dim(U N W))
— dim U + dim W — dim(U N W)

3.4.2 Lineare Abbildungen und Basen

Proposition 3.4.39. Seien V., W zwei endlich-dimensionale K-Vektorraume, By = (vy,...,vy,)
eine Basis von V und T = (w1, ..., w,) eine Tupel von Vektoren in W.

1. Es gibt eine einzige lineare Abbildung f: V — W so dass f(v;) = w; fir alle i.
2. Im f = (wy,...,wy,).

3. f st injektiv genau dann, wenn T linear unabhdingiq ist.

4. f ist ein Isomorphismus genau dann, wenn T eine Basis von W ist.

Beweis. 1. Sei v € V. Dann existieren eindeutige Ay, ..., \, € Kso dassv = A\v;+---+\,up,.
Wir definieren dann f(3>°" | Av;): = >, Aaw;. Dies definiert eine Abbildung

V=W

und wir sehen dass f(v;) = w;. Wir miissen zeigen dass f eine lineare Abbildung ist. Seien
v="> " A, v =Y N, und A € K. Dann

i=1""

n

flo+d)=f (Z(Ai—i—)\;)v,;) Z (i + X)w Z)\wl—irZsz = + f(v').

=1

=f (Z )\)\ivi) = Z()‘/\i)wi =\ Z)\iwi =A- f(w).

=1
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Das zeigt dass f linear ist. Sei nun g: V' — W eine lineare Abbildung so dass ¢g(v;) = w;
fiir alle i. Sei v = Y"1 | \;v; ein Vektor in V. Dann

g(v) = Q(Z Av;) = Z Aig(vi) = Z Aw; = f(v)

so dass f = g.

2. Wir sehen dass
Imf={f(v)|veV}= {f(Z)\ivi)Mi GK} = {inwiui EK} = (wy,...,w,)
=1 =1

3. Die lineare Abbildung f ist injektiv genau dann, wenn ker f = {0}. Das bedeutet dass
F(OoL Aiv;) = 0 genau dann, wenn \; = 0 fiir alle ¢, oder, anders gesagt, dass > . | \w; =
0 genau dann, wenn \; = 0 fiir alle 7. Das bedeutet genau dass wy, . .., w, linear unabhéngig
sind.

4. Das folgt aus Punkt (2) und Punkt (3).

m
Bemerkung 3.4.40. Seien V, W zwei K-Vektorrdume, By = (vy,...,v,) eine Basis von V' und
T = (wy,...,w,) eine Tupel von Vektoren in W. Wir schreiben q)?-: V — W fiir die einzige

lineare Abbildung so dass ®%(v;) = w; fiir alle i.

Korollar 3.4.41. Zwei zwei endlich-dimensionale K- Vektorrdume V, W sind isomorph genau
dann, wenn dimy = dim W.

Beweis. (=) Sei f: V — W ein Isomorphismus, sei By = (v1,...,v,) eine Basis von V und
seien w; = f(v;) fiir alle 7. Die vorherige Proposition zeigt dass (wy, ..., w,) eine Basis von W
ist, so dass dimV = ndim W.

(<= ) Sein =dimV = dimW und seien By = (vy,...,v,) eine Basis von V und By =
(w1, ..., w,) eine Basis von W. Sei @g‘v’v : V' — W die lineare Abbildung so dass @g‘v’v (v;) = w;.
Die vorherige Proposition zeigt dass @g; ein Isomorphismus ist. O

Satz 3.4.42. Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und sei f: V — W eine lineare
Abbildung. Dann
dimV = dim Ker f + dim Im f.

Beweis. Sei U C V ein Komplement vom Ker f, so dass V = (Ker f) @ U. Wir zeigen dass
filv: U — Im f ein Isomorphismus ist.

Wir zeigen zuerst dass fiy surjektiv ist: sei w € Im f, dann w = f(v) fiir ein v € V und wir
kénnen u € U, z € Ker f finden so dass v = u + z. Dann w = f(v) = f(u+2) = f(u) + f(2) =
f(u) 4+ 0= f(u). Das zeigt dass f surjektiv ist.

Wir zeigen nun dass fy injektiv ist, oder, dquivalent, dass Ker fj;y = 0. Sei u € U so dass
f(u) =0, dann u € Ker f, so dass u € U N (Ker f) = {0}.

Das zeigt dass fjy: U — Imf ein Isomorphismus ist. Insbesondere dimIm f = dimU =
dim V' — dim Ker f. m



Kapitel 4

Lineare Abbildungen und Matrizen

4.1 Matrizenmultiplikation

Definition 4.1.1 (Matrizenmultiplikation). Sei K ein Kérper und seien A € K™ und B € K"*¢
zwei Matrizen, mit Eintrige A = (a;;), B = (b;;). Die Matrix AB € K™ ist die Matrix mit
eintrige

(AB)iy = > ain b
h=1
Bemerkung 4.1.2. Das Produkt AB ist definiert nur wenn die Anzahl von Spalten von A und

die Anzahl von Zeilen von B gleich ist.

Bemerkung 4.1.3. Wenn B = b € K™*! ein Spaltenvektor ist, das Produkt Ab ist das iibliche
Matrix-Vektor produkt. AuBerdem, wenn B € K™** ist, seien B!, ..., B € K" die Spalten von
B, so dass B = (B'|B?|...|B"). Dann

A-B=A-(B'B?...|B") = (ABY|AB?|...|AB")

Wir kénnen auch die Zeilen A, ..., A, € K" betrachten und dann
Ay AB
A-B= : -B = :
An A,.B

Endlich, kénnen wir auch schreiben

4 AB' AB* . AB

' T , AB'Y AB? .. AyBY
A-B=| : [-(BIB]...[B)=| L .

A AnB' A,B* ... A,B'

so dass die Eintrage (AB);; von AB das Produkt von der i-the Zeile von A mit der j-te Spalte

von B ist: '

61
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Beispiel 4.1.4. Wir nehmen als Beispiel die Multiplikation zweier Matrizen mit Koeffizienten

in Q:

12 —1) f _91 (124214 (=1)-0 1-9+42-(=1)+(=1)-1
03 1 o 1) \Lo2+3.1+1.0 0-94+3-(=1)+1-1

(4 6
-3 -2
bbbbbbdbddbddd Ende Vorlesung 4.6.2024 b bbb bbb bbb s b

Definition 4.1.5 (Transponierte Matrix). Sei A € K™*™ eine Matrix. Die transponierte Matrix
At € K™™ is die Matrix mit Eintrige

(A% = Aji
Bemerkung 4.1.6. Die Zeilen bzw. die Spalten von A! sind die Spalten bzw. die Zeilen von A.

Beispiel 4.1.7. Wir nehmen als Beispiel eine Matrix in R?*3
1 4
A:(i g 2) A=(2 5
3 6
Wir fithren einige Eigenschaften der Matrixmultiplikation auf
Lemma 4.1.8. Sei K ein Korper
1. Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ: fiir alle A € K™ B € K™ C € K>
qilt
(A-B)-C=A-(B-C)

2. Sei A € K™*™ dann
I, -A=A-1,=A

3. Seien A, A" ¢ K™ B, B € K™ und \, N, i, ;' € K. Dann
(A + NA) . B=\A-B) + N(A-B)
A-(uB+p'B") = pu(A-B)+ p/'(A- B)
4. Seien A € K™ B € K™, Dann
(AB)! = B'A!
Beweis. Einfache Berechnung. m

Bemerkung 4.1.9. Diese Eigenschaften zeigen dass die Menge von Quadratmatrizen K"*"
mit der Summe und der Multiplikation von Matrizen ein Ring mit Fins ist. Das Eins ist die
Identitédtsmatrix I,,. Der Ring ist im Allgemein nicht Kommutativ, da die Matrizenmultiplikation
nicht kommutativ ist.
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Definition 4.1.10 (Invertierbare Matrix). Eine Quadratmatrix A € K™ heifit invertierbar
wenn eine Matrix B € K"*" existiert so dass

AB=BA=1,
Die Matrix B heifit die inverse Matrix von A. Die Menge von invertierbare Matrizen ist G'L,,(K).
Lemma 4.1.11. Sei K ein Kdrper.

1. Sei A € GL,(K). Dann hat A eine einzige Inverse. Wir schreiben A~ fiir die inverse
Matriz.

2. Sei A € GL,(K) invertierbar und seien B,C € KK"™ und D, E € K™ Matrizen.
Dann
AB=C <= B=A"C, DA=FE < D=FEA"!

3. Seien A, B € GL,(K),dann AB € GL,(K), und (AB)™' = B7'A™".
4. Sei A € GL,(K), dann A" € GL,(K), und (A")~!' = (A~1).

Beweis. 1. Seien B, B’ zwei Inversen von A. Dann B=B -1, =B-(A-B')=(B-A)-B' =
I, B =8

2. Wir sehen dass AB=C = A 'AB=A"'C = I[,-B=A"'C = B =A"'C.
Ahnliche Berechnungen zeigen die andere Implikationen.

3. Wir berechnen (AB)B™'A™!' = A(BB 1A'= A[LA7' = AA™' =1, sodass B'A™! =
(AB)~L.

4. Wir sehen dass (A7')! A" = (AA™Y) =T! =1, so dass (A1) = (AY)~!
[

4.2 Die Matrix einer lineare Abbildung von K" nach K"

Sei K ein Korper. Wir betrachten den Vektorraum Homyg (K", K™) von allen lineare Abbildungen
K™ — K". Fiir jede Matrix A € K™*™ haben wir eine lineare Abbildung L,: K" — K". Wir

erinnern uns dass, wenn A!,..., A" € K™ die Spalten von A sind, dann
x1
1 L2
La(x) =21A" 4+ + 2, A" firallez=1| | | e K"
xn
Insbesondere, wenn (e, ..., e,) die kanonische Basis von K" ist, gilt das L4(e;) = A fiir alle
ie{l,...,n}.

Satz 4.2.1. Sei K ein Korper

1. Die Abbildung
L: K™" — Homg (K", K™), A Ly

st ein Isomorphismus von K- Vektorrdume.
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2. Seien A € K™ B € K™ Dann Lag = Lo Lg.

3. Sei A € K™*™, Dann ist L4 ein Isomorphismus genau dann wenn m = n und A invertierbar
ist. In diesem Fall gilt L' = L 4-1.

Beweis. 1. Wir beweisen zuerst dass L eine lineare Abbildung ist: seien A, B € K™*" und
sei A € K. Dann fiir alle z € K" gilt dass

Laip(z) =(A+ B)r = Ax + Bx = La(z) + Lp(x)
Lya(z) = (AA)(x) =X Az = X - La(x)

Das zeigt dass Layrp = La+ Lp und Ly.4 = A - Ly, so dass L linear ist. Um zu zeigen
dass L, injektiv ist, beweisen wir dass Ker L = {0}. Sei A € K™*" so dass L4 = 0. Dann
A" = Ly(e;) =0 fiir alle i € {1,...,n} so dass A = 0.

Wir miissen am Ende zeigen dass A surjektiv ist. Sei f: K" — K™ eine lineare Abbildung,
sei (eq,...,e,) die kanonische Basis von K" und seien v; = f(e;) € K™ fiir i € {1,...,n}.
Sei A = (vy]...|v,) die Matrix die die v; als Spaltenvektoren hat. Dann La(e;) = v; =
f(e;) fir alle i € {1,...,n}. Da diese beiden linearen Abbildungen auf einer Basis
iibereinstimmen, stimmen sie iiberall {iberein: f = L4.

2. Sei © € K". Dann Lyg(z) = (AB)x = A(Bx) = La(Bx) = La(Lg(z)). Das zeigt dass
LAB = LA e} LB-

3. Wenn L4 ein Isomorphismus ist, dann wissen wir dass n = m. Die inverse Abbildung Lzl
ist auch eine lineare Abbildung, so dass L;l = Lp fiir eine B € K™, Auflerdem

Lap=LsoLg=1LsolL,  =ldg. = L,

so dass AB = I,,. Eine dhnliche Begrundung zeigt dass BA = I,, so dass A ist invertierbar,
B=A"und L' = L.

Andererseits, wenn A invertierbar ist, dann Lo Lq-1 = Laa-1 = Ly, = Idgn, so dass L4
ein Isomorphismus ist, und L' = L4-1.
O

Bemerkung 4.2.2. Ein wichtiges Nebenprodukt dieses Beweises ist, dass wir, ausgehend von
einer linearen Abbildung f: K” — K™, eine effektive Methode haben, um die einzige Matrix A
zu finden, so dass L4 = f. Dies ist die Matrix

A= (fle)lf(e2)] .- |f(en))
die die Vektoren f(e;) € K™ als Spalten hat.

4.3 Rang

Definition 4.3.1 (Zeilen/Spaltenraum, Zeilen/Spaltenrang). Seien K ein Korper und A € K™*"
eine Matrix. Seien A!, ..., A" die Spalten von A und seien A, ..., A,, die Zeilen von A. Der
Zeilenraum und der Spaltenraum von A sind die Vektorrdume

(A, Ay) K> (AL A" C K™



KAPITEL 4. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN 65

Der Zeilenrang und der Spaltenrang von A sind
zrk(A) = dim(Ay, ..., An), stk(A) = dim(A', ..., A™)

Bemerkung 4.3.2. Sei A € K™*" und sei L4: K" — K™ die entsprechende lineare Abbildung.
Wir haben schon gesehen dass

T
n . i)
La(x) =) x;A" firallez = | " | € K"
=1 '
T

so dass der Spaltenraum von A genau das Bild von L, ist:
ImLy=(A',... A™), stk(A) = dimIm L,.
Eine dhnliche Begrundung zeigt dass der Zeilenraum das Bild von L 4: ist
ImLae = (Aq,..., An),, zrk(A) = dimIm L 4.
Satz 4.3.3. Sei A € K™*" eine Matrix.

1. Elementare Zeilenumformungen oder Spaltenumformungen auf A lassen den Zeilenrang
und den Spaltenrang unverdndert.

2. Wenn A in Zeilenstufenform ist, dann sind der Zeilenrang und der Spaltenrang gleich zu
der Anzahl von Pivots von A.

3. Wenn A eine beliebige Matrixz ist, dann sind der Zeilenrang und der Spaltenrang von A
gleich.

Beweis. 1. Wir betrachten elementare Zeilenumformungen zuerst. Sei A’ eine Matrix, die
aus A durch eine Folge von elementaren Zeilenumformungen erhalten wird. Proposition
zeigt dass elementare Zeilenumformungen den Zeilenraum unveréindert lassen, so
dass zrk(A’) = zrk(A). Dagegen, ist im Allgemein nicht wahr dass elementare Zeilenum-
formungen den Spaltenraum unverdndert lassen. Was wir aber wissen ist dass elementare
Zeilenumformungen die Menge Los(A, 0) = Ker L, unverdndert lassen. Dann

stk(A") =dimIm Ly =n —dimKer Ly =n — dimKer Ly = dimIm L4 = stk(A)

Wir bemerken nun, dass elementare Spaltenumformungen auf A elementaren Zeilenumfor-
mungen auf A* entsprechen, so dass sie zrk(A") und srk(A") nicht verdndern. Diese sind
aber gleich srk(A) bzw. zrk(A).

2. Sei A in Zeilenstufenform mit Pivots aij,, agj,, ..., arj,, mit 71 < jo < --- < jr. Mit
elementaren Zeilenoperationen kénnen wir die Matrix in die reduzierte Zeilen-Echelon-
Form bringen. Insbesondere ist fiir alle i € {1,...,m} die Spalte j; iiberall Null, mit
Ausnahme von 1 an der Stelle (7, j;). Dann konnen wir fiir jedes ¢ € {1,...,r} und fiir
jedes j > j; zur j-ten Spalte das a;;-Vielfache der ji-ten Spalte subtrahieren. Am Ende
haben wir eine Matrix, die iiberall Null ist, mit Ausnahme von 1 an den Positionen
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(1,71),...,(r, jr). Dieser Verfahren hat die Anzahl der Pivots nicht veréndert, und da
wir nur elementare Zeilen- und Spaltenoperationen verwendet haben, hat es auch den
Zeilen- und Spaltenrang nicht verdndert. Wir konnen dann direkt annehmen, dass A diese
spezielle Form hat. Dann sind der Spaltenraum und der Zeilenraum wie folgt:

<Al,...,An> == <€1,...,6T> g Km, <A1,...,An> == <ej17"'76jr> g K"
und wir sehen, dass diese beiden Vektorrdume Dimension r haben.

3. Wir kénnen A durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufenform bringen. Da
elementare Zeilenumformungen den Spaltenraum und der Zeilenraum nicht verdndern,
konnen wir annehmen dass A Zeilenstufenform hat. Dann folgt die Aussage aus Punkt 2.

O

Definition 4.3.4 (Rang einer Matrix). Der Rang rk(A) einer Matrix A € K™*" ist der
Spaltenrang oder, dquivalent dazu, der Zeilenrang:

rk(A) := zrk(A) = srk(A)

Beispiel 4.3.5. Die Identitdtsmatrix I, € K™*™ hat Rang rk(/,,) = n. Die Nullmatrix 0 € K™*"
hat Rang 0. Wir sehen spéter mehr komplizierte Beispiele.

Proposition 4.3.6. Sei A € K™*" eine Matriz.
1. tk(A) < m,rk(A) <n.
2. tk(A) = rk(A").
3. Seien S € GL,,,(K) und T € GL,(K). Dann rk(SA) = rk(AT) = rk(A).
4. Ly: K" — K™ ist injektiv genau dann, wenn rk(A) = n.
5. La: K" — K™ ist surjektiv genau dann, wenn 1k(A) = m.

6. A ist invertierbar, genau dann, wenn m = n und rk(A) = n.

Beweis. 1. Da 1k(A) die Dimension des Spaltenraums Im L, C K™ ist, sehen wir dass
rk(A) < m. Da rk(A) die Dimension des Zeilenraum Im L4:) C K" ist, sehen wir dass
rk(A) <n.

2. Wir sehen dass rk(A) = zrk(A) = srk(A?) = rk(A").

3. Wir wissen dass Lar = L4 o Ly und das Ly surjektiv ist, so dass Im L 47 = Im L. Dann
tk(AT) = dim Im L7 = dim Im L4 = rk(A). Dann sehen wir dass S* invertierbar ist, so
dass tk(SA) = rk((SA)") = rk(A'S") = rk(A") = rk(A).

4. Ly ist injektiv genau dann, wenn dim Ker L4 = 0. Das bedeutet n = dimIm L4 = rk(A).
5. L, ist surjektiv genau dann, wenn rk A = dimIm L4 = m.

6. A ist invertierbar genau dann, wenn L4 ein Isomorphismus ist. Dann miissen wir nur
einfach letzten beiden Punkte verwenden.
O
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4.4 Algorithmen

Wir stellen nun einige Algorithmen vor, die bei expliziten Berechnungen niitzlich sind. Sie sind
alle auf der Gauflschen Elimination basiert.

4.4.1 Rang einer Matrix

Sein A € K™*" eine Matrix. Wir wollen den Rang von A berechnen.

e Wir verwenden elementare Zeilenumformungen um A in Zeilenstufenform zu bringen.
e Satz zeigt dass die Anzahl der Pivots gleich dem Rang von A ist.

Beispiel 4.4.1. Wir wenden den Algorithmus in einem Beispiel mit koeffizienten in R an:

1 2 2 0\ zozmmn (1 2 2 0 1 2 2 0
A=[(1 —1 1 3 | 22282 o 3 —1 3 |Z2=22422 1y _3 1 3
1 5 3 -3 0 3 1 -3 00 0 0

Die letzte Matrix ist in Zeilenstufenform und hat zwei Pivots. Dann hat A Rang 2.

bhbbbdbdddddd Ende Vorlesung 7.6.2024 bbb bbb dbdbddd s

4.4.2 Lineare Gleichungssysteme

Wir kénnen unsere ersten Ergebnisse iiber lineare Gleichungssysteme mit unseren neuen Kon-
zepten neu interpretieren

Satz 4.4.2. Sei A € K™ eine Matrix und sei b € K" ein Vektor.
1. Das LGS Ax = b hat eine Losung genau dann, wenn rk(A) = rk(A|b).

2. Die Lisungsmenge Ker Ly des homogenen LGS Ax = 0 hat dimKer L, = n — rk(A).

3. Wenn xq eine Losung des LGS Ax = b ist, dann ist die Menge aller Losungen xo+ Ker Ly.

Beweis. 1. Das LGS Az = b hat eine Losung genau dann, wenn b € Im Ly = (A, ... A").
Das ist dquivalent zu dim(A;, ..., A,) = dim(Ay, ..., A,,b), und das ist dquivalent zu
rk(A) = rk(Alb).

2. dimKer Ly =n —dimIm Ly =n — rk(A).

3. Das haben wir schon in Bemerkung [3.3.13| gezeigt.
[

Damit kénnen wir die Menge der Losungen eines linearen Systems berechnen: Sei A € K™*"
eine Matrix und b € K™ ein Vektor.

e Wir bringen die Matrix (A|b) durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufenform.
Wir kénnen also annehmen, dass (A|b) in Zeilenstufenform ist. Dann ist die A in Zeilen-
stufenform auch.
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e Wenn A weniger Pivots als (A|b) hat, dann hat das System keine Losung.

e Wenn A die gleiche Pivots als (A|b) hat, dann bringen wir die Matrix (A|b) durch elementare
Zeilenumformungen in reduziertes Zeilenstufenform. Wir kénnen also annehmen, dass
(A]b) in Zeilenstufenform ist. Dann ist A in Zeilenstufenform auch mit Pivots gleich 1 in
der Stellen (1,71),...,(r,jy), mit 1 < j; < -+ < j, < n.

e Wir verwenden die Gleichungen von Az = b, um z;,, ..., z;, in Form der anderen Variablen
xp und von by, ..., b, zu schreiben.

e Wir konnen dann z als Linearkombination von Vektoren mit Koeffizienten z; und einem
Vektor, dessen Eintrage die b; sind, schreiben.

e Die Vektoren mit skalaren Koeffizienten x; sind ein Erzeugendensystem von Ker L4 und
da sie genau n — r sind, miissen sie eine Basis von Ker L4 sein. Der andere Vektor ist eine
Losung von Ax = b.

Wir kénnen dieses Algorithmus verwenden um eine Basis vom Ker L4 zu finden. Aulerdem,
wenn wir anstelle eines bestimmten b einen Vektor von Variablen verwenden, kénnen wir diesen
Algorithmus verwenden, um das lineare System fiir alle Vektoren b € K™ gleichzeitig zu losen.
Der Algorithmus liefert dann lineare Gleichungen, die Im L4 in K™ definieren

Beispiel 4.4.3. Wir wollen alle by, by, b3 € Q3 beschreiben, so dass das folgendes LGS eine
Losung hat:

T1+ 2o+ x5 — 24 =b

T4 — To+ X3+ 24 = by

3x1 + 29+ 3x3 — x4 = b3
AuBlerdem, wenn das System eine Losung hat. Wollen wir alle Losungen beschreiben. Anders
gesagt, wir betrachten die Matrix

11 1 -1
A=1|1 -1 1 1
3 1 -1

wir wollen Im L4 und Ker L, beschreiben, und wenn b € Im L 4 ist, wollen wir eine Losung von
Az = b finden. Wir anwenden das Algorithmus

I 1 1 =1 | b\ z25z2-z1 (1 1 1 -1 | by
(Ap)= 1 =1 1 1 | b 2222280 —2 0 2 | by—b
31 3 —1 | by 0 —2 0 2 | by—3b
1 1 1 -1 | by
2222000 2 0 2 | by—b
0 0 0 0 | by—2b —b

Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist in Zeilenstufenform, und die Koeffizientenmatrix hat 2
Pivots. Die erweiterte Koeffizientenmatrix hat 2 Pivots genau dann, wenn b3 — 2b; — by = 0.
Das zeigt dass

ImLA:{b€Q3|b3—ng—b2:O}
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Wenn b € Im L4, bringen wir die Matrix in reduzierte Zeilenstufenform:

L1 1 =1 b\ ., (111 -1 by
0 =20 2 | bo—b | /25 (0 1 0 =1 | L(by—by)
00 0 0 | 0 000 0 | 0
101 0 | 2(bi+0b)
Z2ZE2000 10 —1 | Lk —by)
000 0 | 0

Diese Matrix ist in reduzierter Zeilenstufenform mit Pivots in den Spalten 1 und 2. Wir schreiben
das lineare System, das dieser Matrix entspricht, und wir schreiben die Variablen x, x5 durch
die anderen

{1’1+I3 = (bl+b2) — {1‘1 :—Z’g—i‘%(bl—i‘bg)

1
2
To — Ty = %(bl — bg) To = T4+ %(bl - bg)

So dass Az = b genau dann, wenn

1 —x3 + %(bl + bQ) -1 0 %(bl + bg)

| X2 . T4+ %(bl — bz) 0 1 %(bl — bg)
T xT3 - T3 - 1 + 0 + 0
Tq T4 0 1 0

Insbesondere ist

o = O
—_ O = O

eine Basis vom Ker L 4.

4.4.3 Gleichungen vom Erzeugendensystem und Basis von Gleichun-
gen

Sei V = (vy,...,v,) C K™ Wir wollen V' durch Gleichungen beschreiben.

e Sei A = (vy1]...|v,) € K™ die Matrix, die die v; als Spaltenvektoren hat. Dann V =
Im LA.

e Wir konnen das Algorithmus in nutzen um Im L4 durch Gleichungen zu beschreiben.

Sei Ker L, C K™ ein Untervektorraum der durch Gleichungen beschrieben ist. Wir wollen
eine Basis von Ker L4 finden.

e Wir kénnen das Algorithmus in nutzen, um eine Basis von Ker L4 zu finden.
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4.4.4 Dimension und Basis aus einem Erzeugendensystem

Sei V = (vy,...,v,) € K™ ein Untervektorraum. Wir wollen die Dimension von V' berechnen
und eine Basis von V' finden. Wir brauchen ein Lemma

Lemma 4.4.4. 1. Sei A € K™ eine Matrixz und sei A’ € K™ " eine Matriz, die aus
A durch eine endliche Folge elementarer Zeilenumformungen erhalten wird, seien auch
1 <j <--- < jr <n. Die Spaltenvektoren A%t ... A’ sind linear unabhingig, genau
dann wenn, die Spaltenvektoren A, ... A linear unabhingig sind.

2. Sei A € K™*™ eine Matriz in Zeilenstufenform mit Pivots in den Spalten 1 < j; < --- <
Jr <n. Dann ist (A7, ... A’") eine Basis vom Spaltenraum von A.

Beweis. 1. Wenn wir uns auf die Untermatrizen von A, A’ beschrianken, die nur aus den
Spalten j; < --- < j, bestehen, sehen wir, dass sie durch eine Folge von elementaren
Zeilenoperationen aus einander erhalten werden. Wir kénnen dann beweisen, dass alle
Spalten von A linear unabhéngig sind, genau dann wenn, dass alle Spalten von A’ linear
unabhéngig sind. Aber die Spalten von A (bzw. A’) sind linear unabhéingig, genau dann,
wenn Ker Ly =0 (bzw. Ker L, = 0) und Ker L4 = Ker L.

2. Wir wissen dass rk(A) = r, so dass der Spaltenraum Dimension r hat. Wir miissen dann nur
zeigen dass (A7, ..., A7) linear unabhingig ist. Wir kénnen eine Folge von elementaren
Zeilenumformungen verwenden, um die Matrix A in eine Matrix A" in reduzierter Zeilen-
stufenform zu bringen. Dann wird (A7, ..., A7) zu (ey,...,e,), das linear unabhiingig ist.
Wir sind fertig mit Hilfe von Punkt 1.

]

Wir koénnen nun den Algorithmus angeben

o Sei A = (vi|ve]...|v,) € K™ die Matrix, die die v; als Spalten hat,so dass V' der
Spaltenraum von A ist.

e Wir bringen A durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufenform. Die Matrix in
Zeilenstufenform hat Pivotsin 1 < j; < --- < j, <nsodass dimV =r.

e Das vorheriges Lemma zeigt dass (vj,, ..., v;,) linear unabhéngig ist und dann auch eine
Basis.

Beispiel 4.4.5. Sei

1 4 3
V= < 21,151,113 > cQ®
3 6 3
Wir wollen die Dimension von V' und eine Basis von V' berechnen. Wir anwenden das Algorithmus
1 4 3\ z2-z2-221 (1 4 3 1 4 3
9 5 3| 228371 [ _3 3| Zoz2z2 [ 3 3
3 6 3 0 -6 —6 0 0 O
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Diese Matrix ist in Zeilenstufenform und hat Pivots in der Spalten 1 und 2. Das zeigt dass
dimV = 2 und dass

1\ /4
2], 15
3/ \6

eine Basis von V ist.

4.4.5 Komplement

Sei V = (vy,...,v,) € K™ ein Untervektorraum. Wir wollen ein Komplement W C K™ finden,
sodass K" =V oW

e Sei (wy,...,wy,) eine Basis von W, zum Beispiel die kanonische Basis.
e Sei A = (vi|va]...|vn|wy|...|wn) € K™(+™) die Matrix die als Spalten die Vektoren
v1,...,0, und die Vektoren der kanonische Basis von K™ hat.

e Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir in Zeilenstufenform, mit Pivots in den
Spalten 1 < j1 < <5 <n<n+j1 < <N+Jmoyr <n+m

® (vj,...,v; ) ist eine Basis von V und (wj,,,...,w;j,_, ) ist eine Basis von einem Komple-
ment W von V.

Beispiel 4.4.6. Sei

1 4 3
V:<2,5,3>g@3
3 6 3

Wir wollen die Dimension von V' und eine Basis von V' berechnen und ein Komplement von W
Wir anwenden das Algorithmus

1 43 1] 10 0\ z25222201 (1 4 3 | 1 00
2530102223 g 3 3] —210
3631] 001 0 -6 —6 | -3 0 1
1 4 3 | 1 00
LIBT3 —3 | -2 1 0

00 0 | 1 -21

Diese Matrix ist in Zeilenstufenform und hat Pivots in der Spalten 1,2 und 4. Das zeigt dass
dim V = 2,dass

1 4
21,15
3 6
eine Basis von V ist und dass
1
W = 0
0

ein Komplement von V in Q3 ist.
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4.4.6 Die inverse Matrix

Sei A € K™*™ eine Matrix. Wir wollen iiberpriifen, ob A invertierbar ist, und wenn A invertierbar
ist, wollen wir die Inverse finden.

e Wir betrachten die Matrix (A|I,,), wo I,, € K™ die Identitétsmatrix ist, und wir verwenden
elementare Zeilenumformungen, bis die erste nxn Matrix in Zeilenstufenform ist.

e Wenn die Matrix in Zeilenstufenform weniger als n Pivots hat, dann ist rk(A) < n und A
ist nicht invertierbar.

e Wenn die Matrix in Zeilenstufenform n Pivot hat, dann verwenden wir elementare Zeile-
numformungen, bis die erste n x n Matrix in reduzierte Zeilenstufenform ist: das bedeutet
dass die erste n x n Matrix die Identitdtsmatrix ist.

e Wir haben eine Matrix (I,|B). Die Matrix B ist die inverse Matrix die wir suchen B = A™!.

Um zu beweisen, dass B die inverse Matrix von A ist, miissen wir zeigen, dass Lg = L},
das bedeutet BA' = ¢; fiir alle ¢ € {1,...,n}. Anders gesagt, miissen wir zeigen dass dass

(I,|B) ( 4+) = 0. Da wir nur elementare Zeilenoperationen angewendet haben, ist dies quivalent
zu (A|I,) (4 ) = 0 was wahr ist.

Beispiel 4.4.7. Sei A = € Q33 Diese Matrix ist in Zeilenstufenform und hat 3

O O =

1S

:bOl\Dl\D
o= =W

Pivots, so dass tk(A) = 3 un
Algorithmus finden:

(o9

invertierbar. Wir konnen die Inverse matrix von A mit dem

1 23] 100\ z1inz1-322 (1 20 ] 10 =3
021010222 1020]|01 -1
001001 001]00 1
seige (12010 - 100 ] 1 -1 =2
S lotro ol ) EE22 0100 L L
001]00 1 001]0 0 1
Das zeigt dass
1 -1 -2
at=fo 4 -
0 0 1

bbbbbdbdbddddd Ende Vorlesung11.6.2024 b bbb bbb bbb &b b

4.5 Die Matrix einer linearen Abbildung zwischen zwei
Vektorraume

Ab jetzt sind alle unsere Vektorrdume endlich-dimensionale. Seien nun V, W K-Vektorrdume, mit
dimV =n,dimW = m, und sei f: V — W eine lineare Abbildung. Seien auch By = (v1,...,v,)
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eine Basis von V und By = (wy, ..., w,) eine Basis von W. Seien noch C,, die kanonische Basis
von K" und C,, die kanonische Basis von K™. Wir betrachten die zwei Isomorphismen

@CB’;:K”%V, €; > U; fir alle i € {1,...,n}

q)g:l‘/:W%Km, wj > e; fir alle j € {1,...,m}

und die Komposition CIDCB:LV ofo QJ%"’/: K® — K™

n PE g o
K" — V=W 2K

Dies ist eine lineare Abbildung von K" nach K™, und Satz zeigt dass sie durch eine Matrix

dargestellt werden kann:

Definition 4.5.1 (Matrix einer lineare Abbildung beziiglich zwei Basen). Die Matrix M, g“;( f)
ist die einzige Matrix Mgv‘;(f) € K™ " so dass

(I)g::/ ofo@%’; = LMEV‘;(JC)

Bemerkung 4.5.2. Bemerkung zeigt wie man die Matrix M, gv“// (f) explizit schreiben kann:
die Spalten von Mgv‘;(f) sind die Vektoren ((IDEZLV ofo @%ﬁ/)(ei), fir i € {1,...,n}. Um das zu
berechnen, betrachten wir fiir jeder j € {1,...,n} die Skalaren ay;, as;, ..., an; € K so dass

f(vi) = ayj - wy + ag - wy + -+ + Ay - Wiy

Dann
(DG 0 fo®F )(e;) = (DY o f)(v7)
:(I)g‘f (a1 - wy + agj - Wy + -+ G - W)
= alj . (I)g:lv (wl) —+ agj . (I)g:lv (UJQ) + 4 Clmj . q)g:lv (wm)
:CLU'€1+a2j'€2+"'+am]"€m
so dass
a1 a2 ... Qi
921 929 Ce Qon
Mg (f) =
Am1 Am2 ... QOmn

Anders gesagt, die Spalten von A sind durch die Koordinaten der Vektoren f(vy), f(ve), ..., f(vm)
beziiglich der Basis (wy, ..., w,,) gegeben

Beispiel 4.5.3. Wir betrachten die lineare Abbildung
[ Rlz]<2 — Rlz]<s, g(x) — x - g(x)

(man kann leicht iiberpriifen dass diese Abbildung linear ist). Sei B = (1, z, 2%) die Monomialba-
sis von R[z]<o und sei B’ = (1,z,2?, 2%) die Monomial basis von R[z]<3. Um die Matrix von f
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beziiglich die Basen B, B zu finden, miissen wir die Elemente f(1), f(z), f(2?) als Linearkombi-
nationen der Elementen in B’ schreiben:

f)=2-1=0-2"+1-24+0-2°+0-2°
f@)=2-2=0-2"4+0-2+1-2°4+0-2°
f@)=2-22=0-2"4+0-24+0-2° +1-2°

und die Spalten von Mg (f) sind die Koeffizienten in dieser Linearkombinationen:

Mg (f) =

o O = O
O = OO
_ o O O

Wir kénnten auch aber die Basis B = (z — 1,2 + 1,22 + 2) von R[z]<, betrachten (iiberpriifen
Sie dass B eine Basis von K|z]< ist), und dann

fa-1)=s@z-1)=r—-2"=0-2"+1-2—-1-224+0-2°
fe+)=z@@+1)=a+2*=0-2"+1-2+1-2°+0-2°
f@*+2)=a(@*+2)=20+2°=0-2"+2- 2 +1-2* +1-2°
so dass
0 0 O
5 1 10
Bisy
MB’(f>_ -1 1 1
0 01

Wir konnten auch die Basis B' = (z 4 1,2% — 2,22 + 2,2 — 1) von R[z]<3 betrachten und dann

f(l):x:%-(93+1)~|—0-(a:3—x)+0-(932+2)+%-(3:—1)

f@)y=a?=-1-(a+1)+0-(2*—2)+1-(2*+2)+1-(z—1)

@) =gt = @)+ @ =) 40 (P D) 45 - 1)

so dass
-1

Mg (f) =

= O O
— = O

V= O N

Als Aufgabe, kann man die Matrix M g,( f) berechnen.

Lemma 4.5.4. Seien f: V — W eine lineare Abbildung, By eine Basis von V', By eine Basis
von W und M = Mgv‘;(f) die Matriz von f beziiglich der zwei Basen, so dass

OV o fodF =Ly

Dann
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1. Ker f = @%’;(KerLM).
2. Im f = ®F" (Im L)
3. dimIm f =rk M.
Beweis. Die Abbildungen @?K und q)%”v sind Isomorphismen, und (@?E’)_l = (ID%':V und
(P )t = OFV (Warum?), so dass
f=0G oLy odg"
Dann

1. f(z) =0 genau dann wenn CID%TJV((LM o CIDégnV)(x)) = 0. Da CID%"VLV injektiv ist, bedeutet das,
dass (L o @g:)(x) =0, d.h. @?X () € Ker Ly,. Das bedeutet dass = € @g;’_l(Ker Ly) =
O (Ker Lyy).

2. Da CD?: surjektiv ist, sehen wir dass Im f = (IJ%’;V (Im Lyy).

3. Die lineare Abbildung &%

B [ 1m Ly Im Lj; — Im f ist ein Isomorphismus, so dass dim Im f =
dimIm Ly, = rk M.
O

Definition 4.5.5 (Rang einer lineare Abbildung). Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Der
Rang von f ist rk(f) = dimIm f.

Proposition 4.5.6. Seien g: U — V und f: V — W lineare Abbildungen und seien By, By, By
Basen von U,V und W. Dann

Mg¥ (f o g) = Mg" (f)- Mg (g)

Beweis. Seien dimU =/, dimV = n,dim W = m und seien C,, C,,,C,, die kanonische Basen von
K’ K", K™. Dann ist M = Mgvlé(f o g) die einzige Matrix so dass @?ﬁ"f o(fog)o @%ZU = Ly.
Wir rechnen

O o (fog)o @y, =P o foldyogo @y =g o fo (P, 0Pa)ogody,
= (DgW o fodF ) o (DL 0 go O )
- LMSVVV o LMgg @ LMSVVV (£)-Mg (9)

so dass Mgv’{/(fog):Mgv‘;(f)‘Mgg(g)- -

Korollar 4.5.7. Seien VW zwei K-Vektorrdume und seien B, B zwei Basen von V und B, B
zwer Basen von W.

1. ME(idy) = I,.

2. Mg(idv) : Mg(idv) = 1I,, so dass

ME(idy) = (ME(idy))~!
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3. Wenn f: V — W eine lineare Abbildung ist, dann
ME(f) = ME (idw) - ME(f) - Mg (idy)
Beweis. 1. Einfache Berechnung.
2. Die vorherige Proposition und Punkt (1) zeigen dass Mg(idv) : Mg(idv) = Mg, (idy) = I,,.
3. Die vorherige Proposition zeigt dass
ME (idw) - ME(f) - ME(idv) = ME (idw) - ME (f o idy) = ME (idw of oidy) = ME(f)
O

Definition 4.5.8 (Ahnliche Matrizen). Zwei Matrizen A, B € K™*" sind #hnlich, genau dann
wenn eine invertierbare Matrix N € G L, (K) existiert so dass

B=NAN"!

Lemma 4.5.9. Zwei Matrizen A, B € K™"*" sind dahnlich genau dann, wenn ein n-dimensionaler
Vektorraum V' und eine lineare Abbildung f: V — V existieren, so dass

A=ME(f),  B=Mg(f)
womit B, B' zwei Basen von V' sind.

Beweis. Wenn A, B #hnlich sind, sei N € GL,(K) invertierbar so dass A = NBN~'. Wir
betrachten den Vektorraum V = K" und die lineare Abbildung f = L,s: K* — K". Sei
B=C,=(e,...,e,) die kanonische Basis von K. Dann A = ME(f). Wir betrachten dann die
Basis B’ = (Ney, ..., Ne,), so dass die Kolumne von N die Vektoren idg»(Ney), . .., idgn(Nep)
sind. Das bedeutet genau dass N = ME (idgs) = M§ (idy) und dann zeigt die vorherige
Proposition dass

B = NAN™' = ME (idy) - ME(f) - ME (idy) ™" = ME (idy) - ME(f) - ME (idy) = ME (f)
Andererseits, wenn A, B die Matrizen von der gleichen Abbildung f: V' — V beziiglich zwei
Basen von V sind, zeigt die vorherige Proposition dass A, B &hnlich sind. O

Bemerkung 4.5.10. Die Ahlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf K™*": seien
A, B,C € K™". Wir iiberpriifen die drei Eigenschaften einer Aquivalenzrelation

o Reflexivitdt: A = I,,AI".

e Symmetrie: wenn N € GL,(K) existiert so dass B= NAN~! dann A = MBM ™!, womit
M= N1

e Transitivitit: wenn N, M € GL,(K) existieren so dass A= NBN~! und B = MCM ™!
dann A= NBN~' = NMCM'N~!' = (NM)C(NM)~*.

Bemerkung 4.5.11. Seien A, B zwei dhnliche Matrizen. Dann rk(A) = rk(B): sei f: V — V
eine lineare Abbildung und seien B, B zwei Basen von V so dass A = ME(f) und B = M5 (f).
Dann rk(A) = rk(f) = rk(B).

Im Allgemein, wenn wir eine Eigenschaft von Matrizen haben, die bei Ahnlichkeit invariant
ist, konnen wir sie als eine Eigenschaft der durch die Matrix dargestellten linearen Abbildung
betrachten.

bhbbdddddddd Ende Vorlesung 14.6.2024 b bbb bbb bbb s s
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4.6 Die Determinante

Definition 4.6.1 (Determinantenfunktion). Sei K ein Kérper. Eine Funktion
J: K" — K, A 6(A)

ist eine Determinantenfunktion wenn

1. 0 linear in jeder Zeile ist:

Al Al Al Al Al
sla+ar=ola |+l ], o|xa | =x]4
A, A, A, A, A,

2. § eine alternierende Funktion der Zeilen ist, d.h. 6(A) = 0 falls A zwei identische Zeile hat.
3. 6(1,) = 1.
Beispiel 4.6.2. Wenn n = 1, dann ist
det: KM — K, (a) = a

eine Determinantenfunktion. Das ist einfach zu sehen.
Wenn n = 2, dann ist

a11 Qaig
det: K¥*? = K, = 11022 — Q12021
a1 Qa22

eine Determinantenfunktion. Wir iiberpriifen die drei Eigenschaften
e Die Funktion det ist linear in jeder Zeile: wir zeigen dass det linear in der ersten Zeile ist

/ /
a1 +a a19 +a
det 11 12
21 22

/ /
ajlr Q12 a a
= det +det [ 11 T2
a21 A22 Q21 A22
)\CLH )\alg
det = Aa11a22 — Aag1a12 = )\(alla22 - CL21CL12)
a21 22
a1; a2
= \-det
ag1  A22

Eine dhnliche Begrundung zeigt dass det auch linear in der zweiten Zeile ist.

e Falls die Zeilen von A gleich sind:

a11 Q12
det = a11021 — Q110921 = 0
a11 Q12

! ! ! !
) = (a11 + ajy)ase — (a12 + ajy)as; = a11a90 — A12a91 + aj1A22 — A15021
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e Die Einheitsmatrix

10
det(0 1)—1-1—0-0—1

Proposition 4.6.3. Sei 0: K"*" — K" eine Determinantenfunktion. Die elementare Zeilenum-
formungen dndern 6 wie folgt:

(GZ1) Vertauschen zweier Zeilen

Ay Ay
A; A
sl |==4]:
A; A
A, A,

Ay A
Az Az
) , =0 :
A+ A, A;
A, A,

Ay Ay

Beweis. :

(GZ3) Das gilt weil eine Determinantenfunktion linear in jeder Zeile ist.

(GZ2) Wir berechnen:

A1 Al A1 Al Al
Az Az Az Az Az
) : =6 | +X| =0 | +A-0=0
A+ M, A; A A A
A, A, A, A, Ay,
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(GZ1) Wir berechnen:

Ay A A A Ay Ay Ay
A+ A A; A; A; A; A; A;
0=90 : =0 |+ |+ |+ =0 |+ :
A+ A A; A; A; A; A; A;
A, A, A, A, A, Ay Ay,

Satz 4.6.4. Sei §: K" — K eine Determinantenfunktion.
1. ¢ ist eindeutig: wenn &' eine andere Determinantenfunktion ist, dann § = 0.
2. §(A) =0 genau dann, wenn rk(A) < n.
3. Ae GL,(K) genau dann, wenn §(A) # 0.
4. 0(AB) =0(A) - §(B) fir alle A, B € K"*",
5. 6(A™Y) =6(A)7! fiir alle A € GL,(K).
6. wenn A, B zwei dhnliche Matrizen sind, dann §(A) = §(B).

Beweis. 1. Sei A € K™, Wir wollen zeigen dass §(A) = ¢§'(A) gleich sind. Elementare
Zeilenumformungen auf A haben an beide Seiten die gleiche Wirkung, so dass wir annehmen
konnen, dass A in reduzierte Zeilenstufenform ist. Wenn rk(A) < n dann ist die letzte
Zeile von A gleich Null, so dass 6(A) = §’'(A) = 0, da eine Determinantenfunktion lineare
in der letzten Zeile ist. Wenn rk(A) = n, dann ist A die Identitdtsmatrix A = I,,, so dass
(I, =1=10(1,).

2. Wir sehen dass alle elementare Zeilenumformungen auf A bewirken dass 6(A) mit 1, (—1)
oder A € K* multipliziert wird. Insbesondere haben sie keinen Einfluss darauf, ob 0(A)
Null ist oder nicht. Dann kénnen wir annehmen dass A reduzierte Zeilenstufenform hat
und wir haben bereits im Beweis fiir den vorherigen Punkt gezeigt dass §(A) = 0 genau
dann, wenn rk(A) < n.

3. Wir wissen dass A invertierbar ist, genau dann wenn rk(A) = n. Dann folgt die Aussage
aus Punkt (2).

4. Falls 1k(B) < n, dann gilt rk(AB) < n auch (Warum?), so dass 6(AB) = 0 und §(A) -
d(B) =0(A)-0=0. Falls rk(B) = n dann 6(B) # 0 und wir kénnen die Funktion
J(AB)

LKV 5 K A ——2
) - K, — 5(B)
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definieren. Als Funktion der Zeilen von A sehen wir dass

Ay A -B
vyl | =9 : -5(B)™!

und man kann leicht zeigen, dass ¢’ linear in jeder Zeile und alternierend ist. Aulerdem
§'(I,) = 6(I,B)-6(B)~! = §(B)-6(B)~! = 1. Dass zeigt dass ¢’ eine Determinantenfunktion
ist, und Punkt (1) zeigt dass § = ¢’. Das bedeutet genau dass 6(AB) = §(A) - §(B).

5. Wir sehen dass §(A) - 6(A™1) = §(AA™Y) =6(1,) = 1.

6. Sei N € GL,(K) so dass A = NBN~!, dann §(A) = §(NBN') = §(N)§(B)6(N~!) =
S(N)S(B)S(N)-L = 3(B).
0

Wir haben gerade gezeigt dass eine Determinantenfunktion viele tolle Eigenschaften hat,
aber wir wissen noch nicht ob eine Determinantenfunktion iiberhaupt existiert! Wir haben
gesehen dass eine Determinantenfunktion existiert fiir 1 x 1 und 2 x 2 Matrizen. Wir zeigen
nun, wie wir eine Determinantenfunktion induktiv definieren kénnen.

Sei A € K™*" eine Quadratmatrix und seien 4,5 € {1,...,n}. Wir bezeichnen mit A €
K™*™ die Matrix, die man durch Entfernen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte von A erhélt.

Satz 4.6.5 (Entwicklungssatz von Laplace). Sei n > 2 und sei 6: K"=Dx0=1) 5 K eine
Determinantenfunktion. Dann existiert auch eine Determinantenfunktion ¢: K"*" — K, die
man wie folgt berechnen kann: sei A € K™™ mit Eintrdge A = (a;;). Dann

e Entwicklung nach der i-ten Zeile: §(A) = > (=1)*a;; - §(ABI).

Jj=1

e Entwicklung nach der j-ten Spalte: 5(A) = > (—=1)*ay; - 6(ABI).

1=

Wir werden den Satz spéter beweisen, aber zunédchst wollen wir einige Konsequenzen
betrachten. Wir haben schon gesehen dass eine Determinantenfunktion fiir 1x1 und 2x2 Matrizen
existiert. Dann dank dem Entwicklungssatz von Laplace existiert eine Determinantenfunktion
fiir alle n x n Matrizen. Auflerdem, wissen wir dass diese Determinantenfunktion eindeutig ist:

Definition 4.6.6 (Determinante). Die Determinante ist die einzige Determinantenfunktion
det: K" - K

Bemerkung 4.6.7. Wir konnen die Determinante eine Matrix mit dem Entwicklungssatz von
Laplace berechnen: Wir wéhlen eine Zeile oder eine Spalte unserer Matrix und berechnen dann
die Entwicklung in Bezug auf diese Zeile oder Spalte. Um sich zu merken, welche Vorzeichen zu
verwenden sind, ist es niitzlich, das folgende Schema im Kopf zu behalten

+ - +
_+_
+ -+
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Zum Beispiel kann die Determinante der folgenden Matrix iiber die erste Spalte berechnet
werden:

1
deté 40 10 13

I R

1

3| = 1det (1 3) —1-det (2 1) +0-det (2 1) = 1-(1-:0-3-4)—1-(2:0-1-4)+0 = —8
0

oder auch iber die dritte Zeile:

121
det [1 1 3] =0-det (? L) —aaet (! 3)40.det (P ?)=0—4-3-1)+0=—38
040 13 11 11

Insbesondere ist es einfacher, die Determinante zu berechnen, wenn wir eine Zeile oder Spalte
mit vielen Nullen wihlen, da wir in diesem Fall weniger Determinanten von Untermatrizen
berechnen miissen.

Der Entwicklungssatz von Laplace ist eine Moglichkeit um die Determinante zu berechnen.
Eine andere Moglichkeit ist durch elementare Zeilenumformungen. Wir brauchen zuerst eine
Definition

Definition 4.6.8 (Dreiecksmatrix). Eine Quadratmatrix A € K"*" ist eine obere Dreiecksmatrix
falls A;; = 0 fiir alle ¢ > j. Die Matrix heifft untere Dreiecksmatrix falls A;; = 0 fiir alle 7 < j.

Bemerkung 4.6.9. Eine Quadratmatrix A € K™*" in Zeilenstufenform ist eine obere Dreiecks-
matrix. Auerdem, A hat Rang rk(A) = n genau dann, wenn alle Eintrége in der Hauptdiagonale
nicht null sind.

Proposition 4.6.10. Sei A € K"*" eine obere oder untere Dreiecksmatriz. Dann ist §(A) das
Produkt von alle Eintrdge in der Hauptdiagonale:

Beweis. Induktion auf n. Wenn n = 1 dann ist die Aussage klar. Nehmen wir an, dass n > 2
und dass die Aussage fiir n — 1 wahr ist. Sei A eine obere Dreiecksmatrix, dann A;; = 0 fiir alle
1 > 1 so dass die Entwicklung der Determinante nach der ersten Spalte zeigt dass

det(A) = Ay - det(AL)

Wir sehen dass AU eine obere Dreiecksmatrix ist, und die Induktionsannahme zeigt dass
det(AMY) =TT, Aj;. Dies beendet den Beweis fiir eine obere Dreiecksmatrix. Der Beweis fiir
eine untere Dreiecksmatrix ist dhnlich: man nutzt die Entwicklung nach der ersten Zeile. [

Bemerkung 4.6.11. Wir koénnen die Determinante eine Matrix A € K"*" wie folgt auch
berechnen:

e Wir niitzen elementare Zeilenumformungen um eine Matrix A’ in Zeilenstufenform zu
bekommen. Diese Matrix ist auch eine obere Dreiecksmatrix.

e Die Determinante det(A’) ist das Produkt von alle Eintrége in der Hauptdiagonal von A’.
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e Wir berechnen det(A) durch Proposition [4.6.3]
Beispiel 4.6.12. Wir berechnen die Determinante der Matrix

1 12 3
2 21 4
-1 11 2
1 1 11

A:

Wir bringen die Matrix A in Zeilenstufenform durch elementare Zeilenumformungen

1 1 2 3\ z2-2z2-221 11 2 3 11 2 3
a2 o2 a) ZA2ZEG o0 3 2| mem (002 3 5
-1 11 2 02 3 5 00 -3 =2
1 1 11 00 —1 -2 00 -1 =2
11 2 3
Z4—74—-173 0 2 3 5 _
00 -3 -2
00

Wir sehen dass det(A’) =1-2-(=3)- (—3) = 8 und wenn wir uns die elementare Zeilenumfor-

mungen ansehen, die wir verwendet haben, berechnen wir, dass det(A) = — det(A’) = —8.
Eine wichtige Eigenschaft der Determinante ist, dass sie bei Transposition unveréandert bleibt

Korollar 4.6.13. Es gilt dass
det(A) = det(A") fiir alle A € K"*".

Insbesondere ist die Determinante die einzige Funktion K" — K, die linear in jeder Spalte
von A ist, alternierend in der Spalten ist, und so dass I, — 1. Auflerdem verdndern elementare
Spaltenumformungen die Determinante auf die gleiche Weise wie elementare Zeilenumformungen

Beweis. Wir zeigen die Aussage induktiv auf n. Wenn n = 1, dann ist die Aussage klar. Nehmen
wir an dass n > 2 und die Aussage wahr fiir n — 1 ist, und beweisen wir sie fiir n. F

iir eine Matrix A € K™, sehen wir dass (A*)#] = (A7)t so dass det((AH)F]) = det(AV)
dank der Induktionsannahme. Wir berechnen det(A") iiber die erste Zeile

det(AY) = zn:(At)lj -det((AHMI) = zn:(A)ﬂ det AV = det(A)

J=1 J=1

womit die letzte Gleichung die Entwicklung von det(A) nach der ersten Spalte ist. Die anderen
Aussagen folgen aus der Tatsache, dass die Spalten von A die Zeilen von A’ sind und dass
elementare Spaltenumformungen auf A elementaren Zeilenumformungen auf A* entsprechen. [J

Das Ergebnis fiir Dreiecksmatrizen kann auf Blockdreiecksmatrizen verallgemeinert werden:

Definition 4.6.14 (Blockdreiecksmatrix). Eine obere Blockdreiecksmatrix ist eine Matrix mit

der Form
A B
0 D

womit A, D Quadratmatrizen sind, und 0 eine Nullmatrix ist. Eine dhnliche Definition kann fiir
untere Blockdreiecksmatrizen gegeben werden.
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Satz 4.6.15. Die Determinante einer obere Blockdreiecksmatriz ist das Produkt der Determi-
nanten der diagonale Blockmatrizen:

det (fg g) — det(A) - det(D)

Das Gleiche gilt fiir untere Blockdreiecksmatrizen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir obere Blockdreiecksmatrizen. Die Aussage fiir untere

Dreiecksmatrizen ergibt sich aus dieser Aussage, indem man die Transponierte nimmt. Seien
A e K™ D e K™ Quadratmatrizen und sei B € K™*". Wenn rk(A) < m dann L, ist nicht
injektiv, so dass x € K™ = # 0 existiert mit Az = 0. Dann

(0 ) (@)=(¥) =

so dass die ganze (n +m) x (n +m) Matrix auch Rang kleiner als n + m hat. Das zeigt dass

det (61 g) =0=0-det(D) =det(A) - det(D).

Wenn rk(A) = n, dann det(A) # 0 und wir kénnen die folgende Funktion betrachten

§: K" — K, D +— det (61 g) ~det(A)™!

Wir kénnen die Aussage das wir zeigen wollen auch als §(D) = det(D) fiir alle D € K"*"
schreiben. Wir kénnen dann zeigen dass ¢ eine Determinantenfunktion ist. Man kann leicht
zeigen dass 0 linear in jeder Spalte ist und auch das ¢ alternierend in den Spalten ist. Wir
miissen zeigen, dass §(7,) = 1, d.h.

A B
det (0 [n> = det(A).

Elementare Zeileinumformungen auf die erste m Zeilen in der Blockmatrix sind auch elementare
Zeileumformungen auf die Zeilen von A. Insbesondere, haben sie die gleiche Wirkung an beide
Seiten der Gleichung. Wir kénnen dass annehmen dass A in Zeilenstufenform ist, insbesondere
ist A auch eine obere Dreiecksmatrix, und det(A) = [, A;. Wenn A eine obere Dreiecksmatrix
ist, dann ist die Blockmatrix auch eine obere Dreieckmatrix, und

n

det (13 i) = 11,4111 = det(A).

]

Wir kénnen die Determinante auch verwenden, um eine Formel fiir die Inverse einer inver-
tierbaren Matrix zu finden

Definition 4.6.16 (Adjungierte Matrix). Sei A € K™*". Die adjungierte Matrix adj(A) € K"*"
ist die Matrix mit Eintrége - Ny
adj(A);; = (—1)"7 det(AU)



KAPITEL 4. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN 84

Satz 4.6.17. Sei A € K"*" eine Matriz. Dann
A-adj(A) = adj(A) - A=det(A) - I,
Insbesondere, wenn det(A) # 0 dann ist A invertierbar und

1
~ det(A)

At -adj(A)
Beweis. Seien i,j € {1,...,n}. Dann
(A-adj(A))i; = > Ap- (adj(A))r; = Y _(=1)" Ay, - det AV
h=1 h=1

Wenn i = j das ist genau die Entwicklung nach die j-te Zeile der Determinante von A | so
dass (A -adj(A)); = det(A). Wenn i # j, dann ist das die Entwicklung nach die j-te Zeile der
Determinante der Matrix A’, womit alle Zeilen von A’ gleich den Zeilen von A sind, ausser die i-te
Zeile, die gleich der j-te Zeile von A ist: Aj = A fiir alle h # j und A} = A;. Insbesondere sind
zwei Zeilen von A’ gleich, so dass rk(A’) < n und det(A’) = 0. Das zeigt dass (A - adj(A));; =0,
wenn i # j, so dass A - adj(A) = det(A) - I,,. Eine &hnliche Begrundung, mit der Entwicklung
nach Spalten, zeigt dass adj(A) - A = det(A) - I,, Die Aussage iiber die Inverse von A ist dann
eine unmittelbare Folge [

Korollar 4.6.18 (Cramersche Regel). Sei A € GL,(K) und sei b € K" ein Vektor. Dann hat
das LGS Ax = b die einzige Losung

~det(AY] .. |ATH Bl AT LA™ fir allei € {1,...,n}

Z;

~ det(A)

Beweis. Der vorheriger Satz zeigt dass Az = b genau dann, wenn z = A~'b = T adj(A) - b.
Wir sehen dass

Jj=1 j=1
und das ist genau die Entwicklung der Determinante det(A'|...|A""b|A"|...|A™) nach der
i-te Spalte. -

Bemerkung 4.6.19. Wir kénnen diesen Satz verwenden um die Inverse einer 2 x 2 Matrix zu

berechnen: eine Matrix
a b 2%2
(C d) cK

ist invertierbar, genau dann wenn ad — be # 0. Dann ist die Inverse

a b\ 1 d —b
c d)  ad—bc\—c a
und die Cramersche Regel ergibt dass

_ _ dxr1—bxo
{axl—l—bxz = {yl = Sl

— __ —cxi1tax
cry +dry = yo Yo ==

Wenn eine Matrix grofler als 2 x 2 ist, ist es einfacher die inverse Matrix durch elementare
Zeilenoperationen zu berechnen. Der gleiche Ratschlag gilt fiir lineare Systeme: es ist normaler-
weise einfacher, das Gauf3-Verfahren zu nutzen als die Cramersche Regel. Es ist trotzdem gut zu
wissen dass eine Formel fiir die Losung existiert wenn die Koeffizientenmatrix invertierbar ist.
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4.6.1 Die Determinante eines Endomorphismus

Wir haben die Determinante einer Quadratmatrix definiert. Wir kénnen auch die Determinante
eines Endomorphismus leicht definieren.

Bemerkung 4.6.20. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorrdume und sei f: V' — V ein
Endomorphismus. Seien auch B, B’ zwei Basen von V. Dann sind die Matrizen M5 (f), M5 (f)
dhnlich, so dass

det MB(f) = det M5 (f).

Das bringt zu einer Definition

Definition 4.6.21. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und sei f: V' — V ein Endo-
morphismus. Die Determinante von f ist

det(f) == det M§(f)
womit B eine Basis von V ist.
Dann haben wir

Korollar 4.6.22. Se: V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei f: V — V ein
Endomorphismus. Die folgende Aussage sind dquivalent:

1. f ist injektiv.

2. f st surjektiv.

3. f ist ein Isomorphismus.
4. Kex(f) = {0}.

5. tk(f) =dim V.

6. det(f) # 0.

4.6.2 Beweis des Entwicklungssatzes von Laplace

Wir nehmen an, dass n > 2 und dass eine Determinantenfunktion §: K"*" — K existiert.
Lemma 4.6.23. Sein > 1 und seien i,j € {1,...,n}. Die Funktion

K™" 5K, A ay-6(AR)
st linear in jeder Zeile.

Beweis. Wir betrachten zuerst die Funktion K™ — K, A ~ §(AP). Wenn h # i und die
h-te Zeile von A eine Linearkombination von Zeilenvektoren ist, dann gilt das auch fiir die
Matrix A Da § linear in jeder Zeile ist, sehen wir dass die Funktion A ~ §( A7) linear in
der h-Zeile ist, falls o # i. Wenn h = i, dann ist die Funktion A ~ §(Af) konstant in der
i-te Zeile. Dagegen, die Funktion K" — K, A + a;; ist linear in den i-te Zeile und konstant
in alle andere Zeilen. Man kann dann leich ubepriifen dass das Produkt der zwei Funktionen
A ay; - 6(ABI) Tinear in jeder Zeile ist. O
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Entwicklung nach Spalten

Wir betrachten die Entwicklung nach der ersten Spalte:

KPS K, 6MA) =) (1) ays(APY)

=1

Wir wollen zeigen, dass §! eine Determinantenfunktion ist. Das vorheriges Lemma zeigt dass alle
Funktionen A+ a; - §(AFY) linear in jeder Spalte von A sind. Da §' eine Linearkombination
dieser Funktionen ist, ist 6! auch linear in jeder Zeile.

Wir zeigen nun dass 6! alternierend in der Zeilen ist. Sei A eine Matrix mit zwei identische
Zeilen A; = A fir ¢ < j. Wenn h # ¢, h # j, dann hat die Matrix A auch zwei identische
Zeilen, so das §(AM1) = 0. AuBerdem, kann man sehen dass j — i + 1 Vertauschen von Zeilen
die Matrix AV in der Matrix AYY bringen, so dass 6(AV) = (—1)77#15( A1), Dann

0'(A) = (=1) g - 5(APY) + (=1)ayy - 5(APY) = (1) ay - 5(APT) 4 (=1)7ay - 5(APY)
= a;; - O(ABY) (=D)L 4 (=1)%) = @ - 0(ABTY .0 = 0.

Das zeigt dass ! eine alternierende Funktion der Zeilen ist. Endlich miissen wir beweisen dass
6'(I,) = 1, aber man sieht leicht dass 6*(1,,) = 1-6(I,,_;) = 1-1 = 1. Insgesamt, haben wir gezeigt
dass die Entwicklung nach der ersten Spalte eine Determinantenfunktion ist, und eine dhnliche
Begrundung zeigt dass die Entwicklung nach der j-ten Spalte eine Determinantenfunktion ist.

Entwicklung nach Zeilen

Wir betrachten die Entwicklung nach der ersten Zeile

6 K™ o K, 8i(A) =) (—1) Hays(AN)

j=1

Wir zeigen dass 9, eine lineare Abbildung in jeder Zeile ist. Das vorheriges Lemma zeigt dass die
Funktionen A + ay; - 6( AN linear in jeder Zeile sind, und da §; eine Linearkombination dieser
Funktionen ist, ist ¢; auch linear in jeder Zeile. wir miissen nun zeigen dass d; alternierend
ist: nehmen wir an, dass A zwei identische Zeilen A; = Ay, mit ¢, h > 2. Dann haben alle die
Matrizen A" auch zwei identische Zeilen, so dass (A7) = 0 und 6;(A) = 0 auch. Nehmen
wir nun an, dass A; = A; fiir ein ¢ > 2, zum Beispiel A; = A,. Dann kénnen wir durch Induktion
auf n annehmen dass d( A7) durch die Laplace-Entwicklung nach die erste Zeile berechnet
werden kann:

5(A[1,j]) _ Z (—1)1+ha27h5(14[1’ﬂ’[2’h]) _ Z (_1)i+ha2,h5<A[1,j]7[2,h})

1<h<j<n n>h>j>1

womit AL die Matrix ist, die wir bekommen wenn wir die erste zwei Zeilen von A und die
j-de und h-te Spalten von A weglassen. Insbesondere Al7LRA = ALALRI Da die erste zwei
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Zeilen von A gleich sind, sehen wir dass as, = a; p, so dass

n

B1(A) = (1) ay6(AlM)

j=1

_ Z (_1)1+j+ha1ja1h5<A[l,j],[2,h]) o (_1)1+j+ha1ja1h5<A[1,j],[2,h])
1<h<j<n n>h>j>1

= > (=D a5 (AR — (1) aya;6(AMPHEI)) = 0.
1<h<j<n

Eine dhnliche Begrundung zeigt dass d;(A) = 0 falls die erste Zeile von A und die i-te Zeile
mit ¢ > 2 gleich sind. Am Ende, sehen wir dass 6;(/,,) = 1-0(f,,-1) = 1-1 = 1. Das zeigt
dass die Entwicklung nach der ersten Zeile eine Determinantenfunktion ist, und eine dhnliche
Begrundung zeigt dass die Entwicklung nach der i-te Zeile auch eine Determinantenfunktion ist.



Kapitel 5

Eigenwerte und Eigenvektoren

Alle Vektorraume hier haben endliche Dimension.

5.1 Diagonalisierbare Matrizen und Endomorphismen

Die beste Matrizen sind Diagonalmatrizen:

Definition 5.1.1 (Diagonalmatrix). Sei K ein Korper. Eine Diagonalmatrix ist eine Quadrat-
matrix D € K"*" deren Eintrige aufler die Hauptdiagonale Null sind

A0 o0
0 X ... 0
0 0 ... A\

Wir konnen zum Beispiel sehr einfach den Rang oder die Determinante einer Diagonalmatrix
berechnen. Wir kénnen auch sehr einfach die Potenzen einer Diagonalmatrix berechnen:

Nooooo 0

N 0 X ... 0

D=1 . o ) fir alle £k > 0
0 0 ... Ak

n

und auch die Inverse (falls \; # 0 fiir alle 7):

M0 .00
D1 _ 0 AP o..0
0 0 ... !

n

Bemerkung 5.1.2. Was bedeutet dass eine Matrix diagonal ist? Eine Matrix A ist diagonal
genau dann, wenn die i-te Spalte A’ ein \;-faches des kanonisches Basisvektors e; ist. Wir wissen
aber dass A' = Ae;, so dass A diagonal ist, genau dann, wenn

Aei = LA(@Z‘) = )\Z + €5, fir )\z e K

Dies fuhrt zu eine wichtige Definition

88
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Definition 5.1.3 (Eigenvektoren und Eigenwerte). Sei A € K™*™ eine Matrix. Ein Eigenvektor
von A ist ein Vektor v € K", v # 0 so dass ein A € K, genannt Eigenwert, existiert, mit

A-v=\-v

Sei V' ein K-Vektorraum und sei f: V' — V ein Endomorphismus. Ein Eigenvektor von f ist ein
Vektor v € V,v # 0 so dass ein A € K, genannt Eigenwert, existiert, mit

f)=A-v

Wir sagen dass A € K ein Eigenwert von der Matrix A oder von dem Endomorphismus f ist,
falls ein Eigenvektor mit Eigenwert \ existiert.

Bemerkung 5.1.4. Die Eigenvektoren und Eigenwerte einer Matrix A € K"*" sind genau die
Eigenvektoren und Eigenwerte des Endomorphismus L4 : K* — K”.

Bemerkung 5.1.5. In der Definition von Eigenvektoren, ist wichtig dass der Vektor nicht Null
ist, da f(0) = A -0 gilt fiir alle A € K.

Definition 5.1.6 (Diagonalisierbare Abbildung). Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Endomorphismus
f:V — V ist diagonalisierbar wenn V' eine Basis von Eigenvektoren von f.

Bemerkung 5.1.7. Sei f: V — V diagonalisierbar und sei B = (vy,...,v,) eine Basis von
V wo alle die v; Eigenvektoren von V' sind. Sei \; der Eigenwert von v; so dass f(v;) = \; - v;.
Dann sehen wir dass die Matrix M§(f) diagonal ist:

MO 0

0 A 0
Mg(f) = :

0 0 An

Andererseits, wenn B eine Basis von V ist, so dass die Matrix ME(f) diagonal ist, dann ist B eine
Basis von Eigenvektoren von f und f ist dann diagonalisierbar. Das zeigt dass f diagonalisierbar
ist, genau dann, wenn eine Basis B von V existiert so dass D = M5(f) diagonal ist.

In diesem Fall, sei B’ eine andere beliebige Basis, so dass die Matrix A = M5 (f) nicht
unbedingt diagonal ist. Dann

D = Mg(f) = Mg (idy) - Mg (f) - Mg (idy) =N -A- N~
Das fiihrt zu eine andere Definition:

Definition 5.1.8 (Diagonalisierbare Matrix). Eine Matrix A € K™*" ist diagonalisierbar wenn
A dhnlich zu einer diagonalen Matrix ist.

Bemerkung 5.1.9. Die vorherige Diskussion zeigt dass A € K™*" ist diagonalisierbar genau
dann, wenn die entsprechende lineare Abbildung L 4: K" — K" diagonalisierbar ist.

Diagonalisierbare lineare Abbildungen oder Matrizen sind prinzipiell so gut wie diagonale
Matrizen. Leider sind nicht alle Matrizen diagonalisierbar:
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Beispiel 5.1.10. Zum Beispiel, ist die Matrix

01
=)
nicht diagonalisierbar: nehmen wir an dass N € G Ly(K) existiert so dass NAN ' = D diagonal

ist. Dann D? = NA2N"' =N -0-N-! =0, so dass D = 0 auch. Aber dann A = N"!DN =0
auch, Widerspruch.

bhbbbdbdbddddd Ende Vorlesung21.6.2024 b bbb bbb db b s b

5.1.1 Eigenrdume und das Charakteristisches Polynom

Seien V' ein K-Vektorraum und sei f: V — V ein Endomorphismus. Die erste einfache aber
niitzliche Bemerkung ist das, fiir jedes v € V und A € K

fw)y=Xv <= (f—A-idy)(v) =0

Lemma 5.1.11. Seien V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und f: V — V ein Endo-
morphismus.

1. Setv e V,u#0.

v ist ein Eigenvektor von f mit Eigenwert A <= v € Ker(f — A\ -idy)

2. Sei A € K.
A ist ein Eigenwert von f <= det(f — X -idy) = 0.

Beweis. 1. Das folgt aus unseren einfachen Bemerkung.

2. A\ ist ein Eigenwert genau dann, wenn eine Eigenvektor mit Eigenwert \ existiert, was
bedeuted Ker(f — A -idy).
]

Definition 5.1.12 (Eigenraum). Sei f: V' — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V'
und sei A € K. Der Eigenraum von A ist

Ker(f — A -idy)

Definition 5.1.13 (Charakteristisches Polynom). Sei A € K™*" eine Matrix und sei ¢ eine
Variabel. Das Charakteristisches Polynom von A ist

Xa(t) = det(A — tI) € K[f]

Seien V' ein K-Vektorraum und sei f: V' — V ein Endomorphismus. Das charakteristisches
Polynom von f ist

Xr () = Xarg ()

wo B eine Basis von V ist.
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Bemerkung 5.1.14. Wenn A, B zwei dhnliche Matrizen sind, dann A = NBN ™! fiir eine
N € GL,(K). Dann

xa(t) =det(tl — A) = det(tNIN™* — NBN )
=det(N(tI — A)N™Y) = det(N) det(tI — B)det(N)™' = x5(t)

Insbesondere ist das Polynom ME(f) unabhéngig von der Basis B. Das zeigt dass das charakte-
ristisches Polynom eines Endomorphismus wohldefiniert ist.

Lemma 5.1.15. Sei V' ein K-Vektorraum und sei f: 'V — V' ein Endomorphismus. Dann A € K
ist ein Figenwert von f genau dann, wenn X eine Nullstelle des charakteristisches Polynom ist:

Xf()\) =0.

Beweis. Wir wissen dass A € K ein Eigenwert ist, genau dann wenn det(f — AI) = 0, und das
bedeutet genau dass x(A) = 0. O

4 1
phismus L4: R? — R2. Das charakteristisches Polynom ist

Beispiel 5.1.16. Wir betrachten die Matrix A = (1 1) und das Entsprechendes Endomor-

1—t 1

xa(t) =det(tlI — A) = det ( 41—t

) =(t—1? 4=t 4+1-2t—4=1*—2t—-3

Wir sehen dass dieses Polynom zwei Nullstellen hat: t* — 2t — 3 = (¢t + 1)(t — 3) so dass die
Matrix A zwei Eigenwerte in R hat: —1 und 3. Wir miissen dann mindestens ein Eigenvektor mit
Eigenwert —1 und ein Eigenvektor mit Eigenwert 3 haben. Wir kénnen Basen der entsprechenden

Eigenrdume berechnen:
2 1 1
wrfi2) (%)
-2 1 1
k()= (0)

Dann ist (1,) ein Eigenvektor mit Eigenwert —1 und (}) ist ein Eigenvektor mit Eigenwert 3.
Da diese zwei Vektoren offensichtlich linear unabhéingig sind, ist B = (( 1), (4))eine Basis von
R2. Das bedeutet insbesondere dass die Matrix A und das Endomorphismus L4 diagonalisierbar
sind. Wir kénnen die Diagonalisierung explizit durchfuhren: sei C die kanonische Basis von R2,
dann

ME(La)= A, ME(Ly) = (‘01 g) -D

so dass

D = MG (La) = Mg(idp2) M (L) MZ (idg2) = (_12 ;) B G D (_12 ;)

Lemma 5.1.17. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n und sei f: V — V ein Endomor-
phismus. Das charakteristisches Polynom von f hat Grad n. Insbesondere hat f mazimal n
verschiedene Figenwerte in K.
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Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir das charakteristisches Polynom einer Matrix A € K™*". Der
Beweis ist induktiv auf n: wenn n = 1 dann ist die Aussage klar. Wenn n > 1, nehmen wir an
dass die Aussage wahr fiir (n — 1) x (n — 1)-Matrizen ist. Dann

ail — t a12 . Q1n
a921 a9 — t ... a9
xa(t) = det(A — ¢I) = det , "
A A2 v Qpp — T

Die Laplace-Entwicklung nach der ersten Zeile zeigt dass
Xa(t) = (a1 — t) - det(A — D)+ 3 “(—1)"ay; - det(A — 1))
=2

a/22_t A9y, n

=(an —t)-det | = + 3 (1) ay; - det(A — 1))

Wir sehen dass det(A — ¢I)! das charakteristisches Polynom der Matrix AU, ist, so dass die
Induktionsannahme zeigt das det(A — tI)!1 Grad n — 1 hat, so dass (aj; — t) - det(A — )11
Grad n hat. Wir betrachten den die Summanden det(A — 1)} fiir j > 2: in der Eintriige dieser
Matrix gibt es n — 2 Polynome von Grad 1 und alle andere Eintrige sind Skalaren. Die Laplace
Entwicklung zeigt dass die Determinante eine Summe von Produkten von verschiedene Eintrige
ist, und so ein Produkt kann ein Polynom von Grad hochstens n — 2 sein. Das zeigt dass xa(t)
Grad n hat.Da alle Eigenwerte A € K von A Nullstellen von y 4(t) sind, sehen wir dass A kann
hochstens n verschiedene Eigenwerte in K haben. O]

Proposition 5.1.18. Seien V' ein K-Vektorraum, f:V — V ein Endomorphismus und
A,y .., A € K die paarweise verschiedene Figenwerte von f. Dann sind die entsprechende
Figenrdume in direkte Summe:

Ker(f — Ajidy) @ -+ @ Ker(f — A\ idy) C V

Insbesondere, nehmen wir fir jedes i € {1,...,r} eine Basis B; = (vi1,...,Vin,) von Ker(A —
Ail). Dann ist
BlUBQU"'UBr = (1}1,1,...,1)777“)

eine Basis

Beweis. Der Beweis ist induktiv auf r. Wenn r = 1 es gibt nichts zu zeigen. Wenn r > 1, nehmen
wir an dass Ker(A — \;idy) fiir i € {1,...,7 — 1} in direkte Summe sind. Dann miissen wir
zeigen dass

(Ker(f — A\idy)) @ --- @ Ker(f — A\—1idy)) NKer(f — A idy) = {0}

Sei v in diesem Schnitt. Da v € (Ker(f — Ayidy)) @ -+ - @ Ker(f — A\,—11dy)) existieren eindeu-
tige v; € Ker(f — \;idy) fiir ¢ € {1,...,r — 1} so dass

U:U1+"'+Un_1
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Da v € Ker(f — A, idy), wissen wir dass f(v) = A.v, so dass

flo) = for) + -+ f(vr)

< )\r’U = ANV +... )\r—lvr—l

Wir wissen aber auch dass
AU = A1+ AU
so dass
MU+ AU = AU A0
. Da die Ker(f — A;idy) fiir i € {1,...,r — 1} in direkte Summe sind, sehen wir dass \jv; = A\v;
oder, dquivalent, dass (A; — A\, )v; = 0 fiir alle s € {1,...,r — 1}. Da A\; — A\, # 0,es muss sein

dass v; = 0 fiir alle i. Das zeigt dass v = 0 auch. O]

Satz 5.1.19. Seien V' ein K-Vektorraum, f: V — V ein Endomorphismus und Ay, ..., \, € K
die paarweise verschiedene Eigenwerte von f. Dann

> " dimKer(f — jidy) < dimV

i=1
und f is diagonalisierbar, genau dann, wenn die Gleichung gilt. In diesem Fall, sei B; =
(Vigs ..., Vin,) eine Basis von Ker(f —\;idy) fir jedes i € {1,...,r}. Dannist B=B,U---UB,
eine Basis von Eigenvektoren von f.

Beweis. Seien zuerst B; = (v;1,...,0;,,) Basen von Ker(f — \;idy) fiur jedes i. Da diese
Untervektorrdume in direkte Summe sind, ist B = B; U- - - U B, eine Basis vom Untervektorraum
Ker(f — A\idy)) @& --- @ Ker(f — A\ idy) C V, so dass

> dimKer(f — Aidy) = dim (Ker(f — Ayidy)) @ - @ Ker(f — A, idy)) < dim V

i=1

Wenn die Gleichung gilt, dann (Ker(f — A\jidy)) @ --- @ Ker(f — A.idy)) =V so dass B eine
Basis von V ist. Da alle Vektoren in B Eigenvektoren von f sind, ist f diagonalisierbar.
Andererseits, wenn f diagonalisierbar ist, sei B’ eine Basis von Eigenvektoren von f. Wir
betrachten fiir jedes i € {1,...,r} die Subfamilie B; C B’ von Eigenvektoren in B mit Eigenwert
Ai. Die Vektoren in B sind linear unabhéngige Vektoren in Ker(f — A;idy), so dass |B}| <
dim Ker(f — A;idy). Dann

dimV = B =) " |B| <) dimKer(f — \;idy) < dimV
=1

i=1

so dass |B}| = dimKer(f — \;idy) fir alle ¢ und ), dim Ker(f — \;idy) = dim V. O

5.1.2 Algebraische und geometrische Vielfachheit

Lemma 5.1.20. Sei g(t) € K[t], g(t) # 0 ein Polynom und sei A € K ein Skalar. Es gibt ein
einziges m € N gibt so dass

g(t) = (t = A)™ - h(t)
mit h(\) # 0.
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Beweis. Wir zeigen das induktiv auf den Grad von g. Wenn g(A\) # 0, dann m = 0 und
h(t) = g(t). Dieses deckt auch den Fall deg(g) = 0. Wenn deg(g) > 0 und g(\) = 0, dann g(t) =
(t—A) - qu(t) fur ¢g1(t) € K[t]. Wir sehen dass deg(g1) = deg(g) — 1 und die Induktionsannahme
zeigt dass ¢1(t) = (t — X\)™ - h(t) fiir ein m; € N und ein h(t) € K[t] mit h(\) # 0. Dann
gt) = (t =N - g1(t) = (t — X)™*L . h(t). Das zeigt dass m existiert. Wir miissen zeigen dass m
eindeutig ist. Seien m, m’ € N und h(t), h'(t) € K[t] mit h(X\) # 0, ' (X) # 0 so dass

g(t) = (t =N h(t) = (t=2)" - W (1)

Nehmen wir an dass m > m/, dann

0= (t=X)" h(t) = (t=2)" - H(t) = (t = A" ((t=2)""™ - h(t) = }(1))
und dann (t — \)™™ . h(t) — h'(t) = 0. Aber das bedeutet 2'(t) = (t — \)™™ . h(t) so dass
h'(X) = 0, Widerspruch. Das zeigt dass m = m/. O

Definition 5.1.21 (Vielfachheit einer Nullstelle). Sei ¢(t) € K[t] ein Polynom und sei A € K.
Die Vielfachheit von A als Nullstelle von g(t) ist das einziges m € N so dass

g(t) = (t =)™ - h(t)

mit h(A) # 0. Insbesondere ist A eine Nullstelle von f genau dann, wenn die Vielfachheit positiv
ist.

Bemerkung 5.1.22. Sei g(t) € K[t], g(t) # 0 und seien Ay, ..., A, € K. Fiir jedes 7 € {1,...,7},
sei m; die Vielfachheit von A; in ¢(¢). Dann g(t) = (t —Ay)™ -...- (t = A)™ - h(t), mit h(\;) =0
fiir alle 7. Man kann das leicht induktiv auf r zeigen.

Definition 5.1.23 (Algebraische und geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts). Seien V' ein
K-Vektorraum, f: V' — V ein Endomorphismus und A € K ein Eigenwert von f. Die algebraische
Vielfachheit von A ist die Vielfachheit von A als Nullstelle von x¢(¢). Die geometrische Vielfachheit
von A ist die Dimension dim Ker(f — X -idy).

Lemma 5.1.24. Die geometrische Vielfachheit ist immer kleiner oder gleich als die algebraische
Vielfachheit.

Beweis. Sei By = (v, ..., v.) eine Basis von Ker(f—X\idy ) so dass e die geometrische Vielfachheit
ist. Wir kénnen B zu einer Basis B = (v, ..., Ve, Uet1, - - . , Uy) erginzen und dann ist die Matrix
ME(f) eine obere Blockdreiecksmatrix:

a=uign = (N p)

und

Xf(t) = xa(t) = det (A ' [eo_ te N j[n) = det((t—\)I.)-det(D—tI,_.) = (t—\)°-xp(t)

Sei dann m’ die Vielfachheit von A als Nullstelle von D, so dass xp(t) = (t — A)"™ - h(t), mit
h()\) # 0. Dann x;(t) = (t — \)**™ - h(t) so dass die algebraische Vielfachheit von A\ genau
e+m'ist, und e +m’ > e. O



KAPITEL 5. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 95

Proposition 5.1.25. Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Endomorphismus f:V — V ist diagonali-
sierbar genau dann, wenn das charakteristisches Polynom als Produkt von lineare Faktoren sich
zerlegt:

Xr(t) = an(t—A)™ oo (E— M), mit a, € K,a, #0

und die algebraische Vielfachheit und geometrische Vielfachheit jedes Figenwerts X\; gleich sind.

Beweis. Sei n = dimV und seien \q,..., A\, € K die paarweise verschiedene Eigenwerte von
f und sei e; (bzw. m;) die geometrische (bzw. die algebraische) Vielfachheit von ;. Dann
Xr(t) = —=A)™ ..o (= A)™ - h(t) mit h(\;) # 0 fiir alle i. Wir sehen dass deg(h(t)) =
deg(x(f)) — >, mi=n—> . m;. Wir wissen auch dass e; < m; fir alle 7, so dass

Ses S
i=1 =1
Wir haben im Satz gezeigt dass f diagonalisierbar ist, genau dann, wenn » ;" , e; = n. Die
obige Ungleichung zeigt dann dass f diagonalisierbar ist genau dann, wenn e; = m; fiir alle ¢

und )", m; = n. Die letzte Bedingung bedeutet genau dass h(t) ein konstantes Polynom ist,
d.h. xf(t) ist als Produkt von lineare Faktoren zerlegbar. O

Beispiel 5.1.26. Wir betrachten die Matrix

0 11
A=1[-1 2 1] e Q>3
-1 1 2
Wir wollen wissen ob A diagonalisierbar ist, und wenn A diagonalisierbar ist wollen wir eine
Basis von Eigenvektoren finden. Wir berechnen zuerst das charakteristisches Polynom von A:

-t 1 1
XA(t) =det | -1 2—t¢ 1
-1 1 2-1

2 —t 1 —1 1 -1 22—t
:—t~det( 1 2_t)—1-det(_1 2_75)—1-1-det(_1 1 )

=—t((2—t)=1) -1t -2+ +(-1+2—-t)=—t({t*+4—4—1)—t+1+1—t
= —t° + 4t> — 5t 4 2
Wir sehen das x4(1) = —1+4—5+2 = 0 und wir zerlegen xa(t) = (t—1)(—t*+3t—2). Wir kénnen

die quadratische Gleichung ¢? — 3t +2 = 0 16sen und wir finden dass (1> — 3t +2) = (t —1)(t —2).
Dann

Xa(t) = —(t = 1)*(t - 2)
Insbesondere ist x 4(t) ein Produkt von lineare Faktoren. Wir sehen auch dass A zwei verschiedene

Eigenwerte hat: A\; = 1 mit algebraische Vielfachheit 2 und Ay = 2 mit algebraische Vielfachheit 1.
Wir wollen die geometrische Vielfachheit auch bestimmen so dass wir betrachten die Eigenrdume

e Ker(A —I): Das ist
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und man kann berechnen dass eine Basis von Ker(A — 1)

ist. Das zeigt dass dim Ker(A —I) = 2 so dass die geometrische Vielfachheit vom Eigenwert
1 genau die algebraische Vielfachheit ist.

Wir bemerken dass die algebraische Vielfachheit von Ay = 2 einfach 1 ist, und wir wissen auch
dass dim Ker(A — 2I) > 1, weil Ker(A — 27) # {0}. Da die geometrische Vielfachheit immer
kleiner oder gleich als die algebraische Vielfachheit ist, es muss sein dass dim Ker(A — 27) = 1.
Das zeigt dass die algebraische und die geometrische Vielfachheiten von beide Eigenwerte gleich
sind, so dass wir wissen dass A diagonalisierbar ist auch ohne die Berechnung einer Basis von
Ker(A — 27). Um eine Basis von Eigenvektoren zu finden, miissen wir aber diese Berechnung
durchfuhren:

e Ker(A — 2I): Das ist

-2 11
Ker| -1 0 1
-1 10
und wir konnen berechnen dass
1
By = 1
1
eine Basis vom Ker(A — 27) ist.
Am Ende haben wir dass
1 0 1
B = 1], 1],(1
0 -1 1

eine Basis von Eigenvektoren von A ist.

bhbbdddddddd Ende Vorlesung 25.6.2024 b b d b bbb bbb s s

()

Das charakteristisches Polynom von A ist

Beispiel 5.1.27. Sei A € K und sei

XA(t)—det<>\at A1_t> — (A=) = (- A

Das einziges Eigenwert von A ist A, mit algebraische Vielfachheit 2. Die geometrische Vielfachheit
ist

dim Ker(A — AI) = dim Ker <8 é) =1
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(A=) = (8 1)

in Zeilenstufenform ist und mit 1 Pivots, so dass rk(A — AI) = 1 und dimKer(A — \) =
2 —1k(A — A) =2 —1 = 1. Das zeigt dass die geometrische Vielfachheit von \ kleiner als die
algebraische Vielfaccheit von A ist, so dass die Matrix A nicht diagonalisierbar ist.

weil die Matrix

Korollar 5.1.28. Seir V' ein K-Vektorraum mit dimV =n und set f: V — V ein Endomor-
phismus mit n paarweise verschiedene Eigenwerte Ay, ..., \, € K. Dann ist f diagonalisierbar.

Beweis. Das charakteristisches Polynom hat Grad n und hat n paarweise verschiedene Nullstellen,
so dass xf(t) = an - (t — A1) - ... - (t — A\y), mit a, € K,a, # 0. Das zeigt dass xs(¢) ein
Produkt von linearen Faktoren ist und dass die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts 1
ist. Da die geometrische Vielfachheit mindestens 1 ist, die muss genau 1 sein. Das zeigt dass f
diagonalisierbar ist. O]

5.2 Polynome und Endomorphismen

Sei V' ein K-Vektorraum und sei f: V' — V ein Endomorphismus. Sei auch P(t) = >, _, a,t" €
K[t] ein Polynom. Wir kénnen das Polynom in f evaluieren:

n

P(f):=> a,- f", womit f* = fofo. of f'=idy

=0

n mal

so dass P(f) auch ein Endomorphismus P(f): V — V ist: P(f) € End(V). Das definiert eine
Abbildung:
evy: K[t] = End(V), P(t) — P(f)

Diese Abbildung ist linear und multiplikativ: fiir alle P, Q € K]t], \, p € K gilt dass
evi(A-P(t) + - Q) = AP(f) + pQ(f),  eve(P(t)-Q(t)) = P(f) - Q(f)
und evy(1) = idy. Insbesondere sehen wir dass fiir alle P(t), Q(t) € End(V) gilt dass
P(f)-QUf) = ev(P(H)Q(1)) = evy(Q(H) P(t) = Q(f) - P(f)
Bemerkung 5.2.1. Wenn A € K"*" eine Matrix ist, konnen wir ein dhnliches Endomorphismus
eva: K[t] = K™, P(t) — P(A)

definieren. Wenn N € GL,(K) invertierbar ist, dann gilt (siche Ubungsblatt 8) fiir jedes
P(t) € K[t] dass

P(NANY)=N.P(A)-N!
Seien auch V' ein K-Vektorraum, f: V' — V ein Endomorphismus, B = (vy,...,v,) eine Basis
von V und MPB5() die entsprechende Matrix die f darstellt. Dann gilt dass

Mg (P(f)) = P(Mg(f))

So dass Polynome von Matrizen oder Polynome von Endomorphismen im Wesentlichen dquivalent
sind.
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Insbesondere, konnen wir die Menge aller Polynome betrachten die in f Null sind.
I; = Kex(evy) = {P(t) € Kif] | P(f) = 0}
Dies ist ein Untervektorraum von K[t], aber es ist mehr als dass: es gilt dass
A(t) e K[t], P(t) e Iy = A(t)P(t) € Iy
Das ist einfach zu sehen: A(f) - P(f) = A(f)-0=0.

Definition 5.2.2 (Ideal). Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Eine Untergruppe I C A ist ein
Ideal wenn
a€eRrxel = axel

Wenn A € K"*" eine Quadratmatrix ist, dann kénnen wir auch das Ideal
I, ={P(t) € K[t]| P(A) =0}
betrachten.

Bemerkung 5.2.3. Man kann zeigen (siche Ubungsblatt 8) dass wenn A, B dhnliche Matrizen
sind, dann I, = Ig. Aulerdem, wenn f: V — V ein Endomorphismus ist, und wenn B eine
Basis von V' ist, dann Iy = Iys ).

5.2.1 Der Satz von Hamilton-Cayley

Wir haben gesehen dass I ein Ideal von K[t] ist. Wir zeigen nun, dass dieses Ideal nicht Null
ist (wenn V' endlich-dimensionaler ist):

Satz 5.2.4 (Hamilton-Cayley). Sei V' ein K-Vektorraum und sei f: V — V ein Endomorphis-
mus. Sei xs(t) € K[t] das charakteristisches Polynom von f. Dann

xs(f) =0
Aquivalent, wenn A € K™ eine Matriz ist, und x4(t) das charakteristisches Polynom, ist, dann

Wir brauchen ein bisschen Vorbereitung:

Definition 5.2.5 (Invariante Vektorraum). Seien V ein K-Vektorraum und sei f: V — V
ein Endomorphismus. Ein Untervektorraum W C V ist f-invariant, oder invariant fiir f falls
f(W) C W. In diesem Fall ist die Einschrankung fi: W — W auch ein Endomorphismus.

Bemerkung 5.2.6. Sei f: V — V ein Endomorphismus und sei W C V ein f-invariante
Untervektorraum. Wenn P(t) € KJt] ein Polynom ist, dann ist W auch P(f)-invariant und
auferdem

P(f)w = P(fiw)

Definition 5.2.7 (Teilbarkeit). Seien P(t),Q(t) € K[t] Polynome. Wir sagen dass P(t) teilt
Q(t) und wir schreiben P(t)|Q(t) falls H(t) € K[t] existiert so dass
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Ne)

Bemerkung 5.2.8. Seien P(t),Q(t) € K[t] zwei Polynome mit P(¢)|Q(t) und deg(Q(t)) #
Dann Q(t) = P(t)H(t) fir P(t),H(t) # 0 so dass deg(Q(t)) = deg(P(t)) + deg(H (t))
deg(P(t)).

Lemma 5.2.9. Seien V' ein K-Vektorraum, f: V — V ein Endomorphismus und W C 'V ein

f-invariante Untervektorraum f(W) C W. Das charakteristisches Polynom Xy, (t) teilt das
charakteristisches Polynom x¢(t).

0.
>

Beweis. Sei B = (wy,...,wy,) eine Basis von W. Wir erginzen B’ zu einer Basis B =
(W, .., W, U1, - - - Vn) von V. Die Matrix ME(f) ist eine obere Blockdreiecksmatrix mit der
Form

ME(f) = (MB/ éfW) g)

und dann

B’ _
X#(t) = det(Mg (f) — tI,) = det (MB/ ”? e D —Jflnm)

= det(Mg’,(fIW) — tly) - det(D — tlh—p) = Xf|w(t) - xp(t)
[]

Definition 5.2.10 (Begleitmatrix). Sei P(t) = t"+a, _1t" ' +---+ait+ag € K[t] ein normiertes
Polynom mit Grad n. Die Begleitmatrix von P(t) ist die n x n-Matrix

000 ...0 —a
100 ... 0 —a
010 ... 0 —ay
L . . e K.
000 ... 0 —a,.
000 ... 1 —a,;

Lemma 5.2.11. Sei P(t) = t" + ap—1t""" + - -+ + a1t + ag € K[t] ein normiertes Polynom
mit Grad n und sei A die Begleitmatriz von P(t). Das charakteristisches Polynom von A ist

xa(t) = (=1)"P(t).

Beweis. Der Beweis ist induktiv auf n. Wenn n = 1, dann P(¢t) = ¢t und A = (0), so dass
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xa(t) =t. Sei n > 1. Dann zeigen die Laplace-Entwicklung und die Induktionsannahme dass

-t 0 0 ... 0 —ayg
1 —t 0 Ce 0 —ay
1 —t ... 0 —a9
XA(t) = det . . . . .
0 0 0 .. =t —Qp—9
0O 0 0 ... 1 =—auq1-—t
—t 0 0 ... 0 —a 1 —t 0 0
1 —t 0 Ce 0 —as
0O 1 -t 0 —a Lot 0
= —tdet| . ) (ag) |0 0T 0
0 0 0 ... —t —ay, :
0O 0 0 ... 1 =—apq1—t 000 L

= (=1)"(ayt + - + a1 t" +ag) = (=1)"P(t).

Nun kénnen wir den Satz von Hamilton-Cayley beweisen:

Beweis. Wir miissen beweisen dass xs(f)(v) = 0 fiir alle v € V. Wenn v = 0, ist das klar. Wenn
v # 0, betrachten wir die Vektoren v, f(v), f%(v),... und die Untervektorriume

(v) C (v, f(v)) C (v, f(v), fP(v)) C ...
Da V endlich-dimensional ist, konnen diese Inklusionen nicht alle echt sein, sonst haben wir
eine unendliche steigende Kette von ganze Zahlen mit eine obere Schranke
dim(v) < dim(v, f(v)) < dim(v, f(v), f2(v)) < --- < dimV

was unmoglich ist. Dann sei m die kleinste positive ganze Zahl, so dass

(0, (), [ (V) = (v, f(0),- o, [T ()
Das bedeutet dass (v, f(v), ..., f™ 1(v)) linear unabhiingig sind und dass f™(v) € (v, ..., [ 1(v)),
so dass
") =ag-v+ar - f)+-Fam- ")

fiir manche a; € K. Sei W = (v, f(v),..., f™ Y(v)). Dann f(W) C (f(v), f2(v),..., [™(v)) C
W, so dass W ein f-invariante Untervektorraum ist, und xj,, (t)|xs(t). Das bedeutet dass
Xp(t) = H(t) - Xz, (1) fir ein H(t) € K[t] und dann x;(f) = H(f) - Xz, (f). Wenn wir
zeigen dass Xy, (f) v = 0 dann gilt x;(f) - v =0 auch. Da v € W, miissen wir zeigen dass

Xf|W(f\W> v =0.
Wir betrachten die Basis B = (v, f(v),..., f™(v)) von W. Die Matrix von fj hat die Form

0 00 ... 0 ag
100 ... 0 aq
010 0 ao
Mg(fw)=|. . . . . .
0 00 ... 0 apo

000 ... 1T ap
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Diese Matrix ist die Begleitmatrix des Polynoms P(t) = t™ — a,,,_1t™ "' — - -+ — ayt — ag, so dass
Xfuy (t) =™ — @ 1t™" ' — - — aq. Endlich schen wir dass
Xiw (N)(0) = f7 () = @ f"7H @) = - —ar f(v) = ag-v =0
O

bhbbdbddbddddd Ende Vorlesung 28.6.2024 b b d b bbb bbb s s

5.2.2 Das Minimalpolynom

Sei V' ein K-Vektorraum und sei f: V' — V ein Endomorphismus. Der Satz von Hamilton-Cayley
zeigt dass das Ideal
Iy ={P(t) e K[t]| P(f) = 0}

nicht Null ist Iy # {0}. Wir konnen dann ein wichtiges Ergebnis iiber die Struktur der Ideale
im Polynomring K[t] verwenden:

Satz 5.2.12. Sei I C K[t] ein Ideal, I # {0}. Dann existiert ein einziges normiertes Polynom
w(t) € I von minimalem Grad. Ausserdem gilt dass P(t) € I genau dann, wenn u(t)|P(t).
Anders gesagt:

I={H(t)u(t) | H(t) € K[i]}
Beweis. In der Vorlesung Algebraische Strukturen. O

Definition 5.2.13 (Minimalpolynom). Sei V' ein K-Vektorraum und sei f: V' — V ein En-
domorphismus. Das einziges normiertes Polynom s s(t) € I; von minimalem Grad heifit das
Minimalpolynom von f.

Sei A € K™ eine Quadratmatrix. Das einziges normiertes Polynom p(t) € I4 von
minimalem Grad heifit das Minimalpolynom von f.

Die Eigenschaften das Minimalpolynom zeigen dass fiir jedes P(t) € K[t] folgendes gilt:
P(f) =0 < ps@)|P(t)

und /s ist das einziges normiertes Polynom mit dieser Eigenschaft (warum?). Ahnliches gilt fiir
das Minimalpolynom einer Matrix.

Bemerkung 5.2.14. Bemerkung [5.2.3] zeigt dass wenn A, B dhnliche Matrizen sind, dann
pa(t) = pp(t). Auerdem, wenn f: V — V ein Endomorphismus ist, und wenn B eine Basis
von V' ist, dann 1y (t) = paz -

Beispiel 5.2.15. Sei D = A\I eine Diagonalmatrix mit alle Eintrage in der Hauptdiagonale
gleich A\. Wir betrachten das Polynom (¢ — A). Wir sehen dass (t — AI)(D) = (D — M) =0 so
dass t — X € I;. Da es kein Polynom vom Grad Null geben kann, das auf D Null ist (warum?),
ist dies das minimale Polynom von D: uy;(t) = t — A. Insbesondere sehen wir dass fiir ein
Polynom P(t) € K[t] gilt dass

PO =0 < (t—\)|P(t) = P(\) =0
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Beispiel 5.2.16. Sei D eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedene Eigenwerte \q, ..., A
das bedeutet dass D eine Blockmatrix ist

M, 0 ... 0
po| O
0 0 ... Mo,

Sei P(t) € K[t] ein Polynom. Man kann leicht sehen dass

POML,) 0 ... 0
o POeh) w0
0 0 .. PO
Insbesondere P(D) = 0 genau dann, wenn P(A\I) =--- = P(\.I) = 0 und das ist dquivalent
zu P(\) =---= P()\,) = 0. Korollar zeigt dann, dass

P(D)=0 < (t—X\)----- (t—A\)|P(t)
Insbesondere sehen wir dass
pp = (t—X) - (t—=X\)
Beispiel 5.2.17. Wir betrachten die Matrix

0 1
=00
Wir sehen dass A% = 0 so dass t? ein normiertes Polynom von Grad 2 in [, ist. Wir sehen auch
dass A — A # 0 fiir jedes A € K[t] so dass I4 kein Polynom von Grad 1 enthilt. Das zeigt dass

pa(t) = t2.
Proposition 5.2.18. Seit V' ein K-Vektorraum mit dimV =n und sei f: V — V ein Endo-
morphismus.

1. Das Minimalpolynom p(t) hat Grad deg(ps(t)) < n.

2. Die Nullstellen \ € K des Minimalpolynoms sind genau die Figenwerte von f.

8. Wenn W C'V ein f-invariante Untervektorraum ist, dann juy,. (t)|p(t).

Beweis. 1. Das charakteristisches Polynom x(¢) hat Grad n und x;(f) = 0, so dass
py(t)xs(f). Dann deg(py(t)) < deg(xs(t)) = n.

2. Wir wissen dass x¢(t) = H(t)us(t) fiir ein H(t) € K[t]. Sei A € K eine Nullstelle von
pg: dann x(f)(A) = H(AN)ug(A) = 0 so dass A auch eine Nullstelle von y () ist. Das
bedeutet dass A ein Eigenwert von f ist. Andererseits, sei A € K ein Eigenwert von f.
Dann existiert v € V,v # 0 mit f(v) = X-v. Sei P(t) = >_,_, ast" ein Polynom, dann
P(f)(w) = > p_ganf"(v) = D7 _ganA"v = P(X)v. Insbesondere pis(A) - v = ps(f)(v) =
0(v) = 0. Da v # 0, bedeutet dass das ps(X) = 0.
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3. Wir sehen dass ps(fiw) = ps(f)w = Ow = 0, so dass uy € Iy,,. Das bedeutet dass

P ()1 (£)
O

Satz 5.2.19. Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Endomorphismus f: V — V ist diagonalisierbar
genau dann, wenn dass Minimalpolynom jis(t) die Form

pp(t) = (=M (t=Ar)

hat, mit A1, ..., \,. paarweise Verschiedene. In diesem Full sind die Ay, ..., \, € K die Eigenwerte
von f.

Beweis. Nehmen wir an dass f diagonalisierbar ist, und sei B eine Basis von Eigenvektoren von
f. Dann D = ME(f) ist diagonal mit Eigenwerte Ay, ..., A, und wir haben schon gesehen dass
pp(t) = pp(t) = (= A1) ... (= A).

Andererseits, nehmen wir an dass p1f(t) = (t—XAy)-...- (£ —\,) mit \; paarweise Verschiedene.
Dann zeigt die vorherige Proposition dass die A; genau die Eigenwerte von f sind. Wir definieren
die Polynome

Pt)=@—=X)-..-(t=XN)-...-(t =X, firie{l,...,r}
Wir sehen dass P;(\;) = 0 fiir i # j und P;()\;) # 0. Wir betrachten dann das Polynom

=35 a) P1)

Dies hat Grad deg(P(t)) < r — 1, weil jedes Polynom P;(t) Grad deg(P;(t)) < r — 1 hat.
Auflerdem, gilt dass P()\;) = %Pi(/\i) = 1. Dann hat das Polynom P(t) — 1 Grad kleiner als
r und gleichzeitig r verschiedene Nullstellen. Der Korollar [3.1.32 zeigt dass P(t) = 1, so dass
P(f) =1idy.

Wir betrachten nun F;(f) als Endomorphismus P;(f): V' — V. Wir sehen dass (f —
Niidy) B (f) = (f = Niidy) [ (f — Ajidyv) = [[i2(f = Avidy) = py(f) = 0. Das bedeutet
dass Im P;(f) C Ker(f — A;idy): sei dann v € V. Wir sehen dass

v=idy(v) = P(f)(v) = mﬂ(f)(v), mit B(f)(v) € Ker(f — Aiidy)

Pi(\)
Das zeigt dass V = Ker(f — A1idy) @ -+ - @ Ker(f — A\ idy) so dass f diagonalisierbar ist. [J

Korollar 5.2.20. Seien V' ein K-Vektorraum, f: V — V ein Endomorphismus und W CV
ein f-invariante Vektorraum. Wenn f diagonalisierbar ist, dann ist fiw auch diagonalisierbar.

Beweis. Da f diagonalisierbar ist, wissen wir dass p1f(t) = (t — A1) -...- (t — A,) mit \; paarweise
verschiedene. Da W invariant fiir f ist, wissen wir dass xy,, (¢)[x(?). Eine Tatsache aus der
Algebra besagt, dass flw(t) auch ein Produkt von paarweise verschiedenen normierte Polynome
vom Grad 1 sein muss. Dies zeigt, dass fjy auch diagonalisierbar ist.

Wenn wir diese Tatsache aus der Algebra nicht verwenden wollen, dann sei P;(f) wie im
Beweis des vorherigen Satzes. Wir haben gezeigt dass Im P;(f) C Ker(f — \;idy). AuBlerdem,
sehen wir dass P;(f)(W) C W so dass fiir alle w € W gilt dass

T

1

w=P(fjw=2 prshlu
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mit P;(f)w € Ker(f — Ajidy) N W = Ker(fjw — Aiidw ). Dann sehen wir wie fruher dass fw
diagonalisierbar ist. O

5.3 Die Jordansche Normalform

Sei V' ein K-Vektorraum und sei f: V' — V ein Endomorphismus. Wir haben gesehen, dass f
nicht diagonalisierbar sein muss. Ein Problem kénnte sein, dass es einfach nicht genug Eigenwerte
in K gibt, was bedeutet, dass sich das charakteristische Polynom yxf(¢) nicht als Produkt von
Linearfaktoren zerlegt.

Ein Problem konnte sein, dass es einfach nicht genug Eigenwerte in K gibt, was bedeutet,
dass sich das charakteristische Polynom yf(¢) nicht als Produkt von Linearfaktoren zerlegt.

Ein anderes Problem ist, dass das charakteristische Polynom ein Produkt von Linearfaktoren
sein konnte:

X)) =(E—=A)™ - (=)™

aber manche geometrische Vielfachheite kdnnen kleiner sein als die algebraischen Vielfachheite.
In diesem zweiten Fall ist der Endomorphismus nicht diagonalisierbar, aber er kann dennoch in
eine spezielle Form gebracht werden.

Definition 5.3.1 (Jordansche Normalform). Ein Jordanblock mit Eigenwert A ist eine Qua-
dratmatrix mit der Form

A1 0 . 0
0 X 1. 0
J=10 0 X . 0
00 0 ... A

Eine Quadratmatrix A ist in Jordansche Normalform wenn A eine Blockmatrix ist mit der Form

J 0 0 ... 0
0 J 0 ... 0
A=10 0 Jg3 ... 0
0o 0 0 ... Js

ist, wobei die J; Jordanblocke sind.

Satz 5.3.2 (Jordansche Normalform fiir Endomorphismen). Seien V' ein K- Vektorraum und
f:V =V ein Endomorphismus. Wenn dass charakteristisches Polynom x¢(t) als Produkt von
Linearenfaktoren zerlegt dann existiert eine Basis B von V' so dass die entsprechende Matriz
ME(f) in Jordansche Normalform ist. Auferdem ist die Jordansche Normalform bis auf eine
maogliche Umordnung der Jordanblocke nicht von der Basis abhdngig

Als Korollar bekommen wir

Satz 5.3.3 (Jordan Normalform fiir Matrizen). Sei A € K™*" eine Matriz so dass das charak-
teristisches Polynom x (t) als Produkt von Linearfaktoren zerlegt. Dann ist A dhnlich zu eine
Matrixz in Jordansche Normalform. Diese heifst die Jordansche Normalform von A.
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FEine andere Matriz B € K™ ist dhnlich zu A genau dann, wenn das charakteristische Poly-
nom von B in ein Produkt von Linearfaktoren zerfdllt und die beiden Jordansche Normalformen
von A und B bis auf eine Umordnung der Jordanblocke gleich sind.

Insbesondere teilt sich iiber einem algebraisch geschlossenen Feld jedes nicht konstante
Polynom in ein Produkt von Linearfaktoren auf. Da wir wissen, dass C algebraisch geschlossen
ist, erhalten wir

Korollar 5.3.4. Sei V' ein C-Vektorraum und sei f: V. — V ein Endomorphismus. Dann
existiert eine Basis B von V' so dass ME(f) in Jordansche Normalform ist.
Ser A € C™™ eine Matriz. Dann ist A dhnlich zu einer Matriz in Jordansche Normalform.

Wir schreiben hier einen Beweis, den wir am Ende des Kurses diskutieren werden, falls wir
genug Zeit haben

5.3.1 Nilpotente Endomorphismen

Wir betrachten zuerst den Fall wo das einziges Eigenwert A = 0 ist. Ein Jordanblock mit
Eigenwert A = 0 hat die Form

010..0
001 ..0
J—looo ... 0
000 ...0

Bemerkung 5.3.5. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, sei f: V' — V ein Endo-
morphismus und sei B eine Basis von V. Die Matrix M§(f) ist ein Jordanblock mit Eigenwert
A = 0 genau dann wenn die Basis B die Form

B= ("), " *w),..., f(v),v)
hat, fiir ein Vektor v mit f"(v) = 0. Insbesondere gilt dass f™ = 0.

Definition 5.3.6 (Nilpotente Endomorphismen und Matrizen). Sei K ein Kérper und sei V' ein
K-Vektorraum. Ein Endomorphismus f: V' — V ist nilpotent, falls f™ = 0 fiir ein m € N. Eine
Matrix A € K™*" ist nilpotent, falls A™ = 0 fiir ein m € N.

Satz 5.3.7 (Existenz der Jordan-Normalform fiir nilpotente Endomorphismen). Sei V' ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei f: V — V nilpotent.

Es gibt eine Basis B von V so dass ME(f) in Jordansche Normalform ist mit Jordanblicken
mit Eigenwert 0.

Um diesen Satz zu beweisen, folgen wir Mark Wildon in “A short proof of the existence of
Jordan normal form” (man kann das einfach online finden). Wir brauchen zwei Lemmata

Lemma 5.3.8. Sei f: V. — V ein Endomorphismus und sei P(t) € K[t] ein Polynom. Die
Untervektorraume Ker P(f) und Im P(f) sind f-invariant

Beweis. Wir sehen dass P(f) o f = fo P(f). Sei nun v € Ker P(f). Dann P(f)(f(v)) =
f(P(f)(v)) = f(0) =0sodass f(v) € Ker P(f). Sei auch v = P(f)(w) € Im P(f), wobei w € V
ein Vektor ist. Dann ist f(v) = f(P(f)(w)) = P(f)(f(w)) ein Vektor in Im P(f). O
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Beweis der Fxistenz der Jordansche Normalform fiir Nilpotente Endomorphismen. Wir zeigen
dass es eine Basis von V' gibt, die die Form

B = (fklil(vl%fkliQ(Ul)v s 7f(vl)7vl g e 7fk571(vs)7 fks*Q(Us)a s 7f<v5)7US>

hat, mit v; € V und f*i(v;) = 0. Der Beweis erfolgt durch Induktion auf dim V. Wenn dim V' = 0
ist, gibt es nichts zu beweisen. Wenn dim V' > 1 kénnen wir auch annehmen dass f # 0, denn in
diesem Fall ist das Ergebnis offensichtlich. Wenn Im f =V dann ist f ein [somorphismus, und
das ist unméglich, da f nilpotent ist. Denn gilt dass {0} C Im f C V. Der Untervektorraum
f(V) ist f-invariant, das Endomorphismus fj, ¢ ist nilpotent, und dimIm f < dim V. Dann
zeigt die Induktionsannahme das wir eine Basis B’ von Im f mit der folgenden Form haben:

B, = (fhlil(wl)a fh172<w1)7 ) f(w1>7wl g e 7fhr71<wr>7fhriz(wr)a cee 7f<wT)7wr)

womit w; € f(V) und f"(w;) = 0. Da w; € Im f existieren v; € V so dass w; = f(v;).
Dann sind f™"(vy),..., f*(v.) € Ker f linear unabhingig. Wir kénnen sie zu einer Basis
(f"(v1),. ., f'(v.),uq, . .. uy) von Ker(f) erweitern. Wir wollen nun zeigen dass

B = (fhl(vl)7fhl_1(vl)7 ) f2(v1),f(v1),vl P fhr(vT)v fhr_l(vr)7 ) fQ(UT>7f<UT)7UT7u17 SR ’U’t)

eine Basis von V ist. Die Anzahl der Vektoren ist

T

> (hi+1)+t=>Y hi+r+t=dmlnf+dimKer f = dim V’

i=1 i=1

Wir miissen nun zeigen dass die Vektoren linear unabhéngig sind. Nehmen wir an dass

r h; t
Z Z )\i7jfj(vi) + Z ety =0 fir A j, e € K
(=1

i=1 j=0
Wenn wir f anwenden, sehen wir, dass

r h;—1

Z Z )\i,jfj(wi) = O

i=1 j=0

und da B’ eine Basis ist, sehen wir dass A;; =0 fiir alle 1 <i <r,0 < j < h; — 1. Dann bleiben
wir mit

T t
Z Xigns S (v5) + Z pete =0 fir A; j, e € K
=1 =1

und da die Vektoren in dieser Linearkombination linear unabhéngig in Ker f sind, sehen wir
dass A, p, = 0 fiir alle ¢ und p, = 0 fiir alle £. O

5.3.2 Die Jordansche Normalform: Existenz

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.
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Lemma 5.3.9. Sei g: V — V ein Endomorphismus. Dann existiert n € N so dass
Ker ¢" = Ker g™ !

In diesem Fall, Ker ¢g" = Ker g"™™ fiir alle m > 0, und
V =Kerg" & Img"

Beweis. Wie sehen dass Ker g* C Ker ¢g"*! fiir alle k¥ € N. Da V endlich-dimensionaler ist, die
Inklusionen
Kerg C Ker¢* C Kerg® C ...

koénnen nicht alle echt sein. Dann existiert n so dass Ker ¢" = Ker g"™!. Wir zeigen durch
Induktion auf m dass Kerg® = Ker¢g"t™ fiir alle m € N. Wenn m = 0,1, dann ist das
wahr. Wenn m > 1, sei x € Ker¢g"™™: dann ¢"*'(¢™ (z)) = ¢""™(z) = 0. Das bedeutet
dass g™ !(z) € Ker g™ = Ker g", so dass g"(¢g™ ' (x)) = ¢"™™ 1(x) = 0. Das bedeutet dass
x € Ker g""™ ! und die Induktionsannahme zeigt dass Ker g"™™~! = Ker ¢g". Das zeigt dass
Ker g"*™ C Ker ¢", und die andere Inklusion ist immer wahr.

Endlich, sehen wir dass dim V' = dim Ker " + dim Im ¢g”. Wir miissen zeigen dass (Ker g") N
(Img") =0. Sei v € (Kerg"”) N (Im ¢g™): da v € (Im g™), wissen wir das v = ¢g"(w) fiir ein w € V.
Da v € Kerg", wissen wir dass ¢*"(w) = ¢g"(v) = 0. Dann w € Ker ¢*" = Ker ¢", so dass
v=g"(w)=0. O

Seien V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei f: V' — V ein Endomorphismus
so dass

Xf(t) = Gn(t — )\1)7"1 ..... (t _ )\T>mr

in Linearfaktoren zerfallt, mit \; € K die paarweise verschiedene Eigenwerte. Die m; sind die
algebraische Vielfachheiten.

Definition 5.3.10 (Hauptraum). Fiir jedes Eigenwert A;, sei n; € N so dass Ker(f — \;idy )™ =
Ker(f — A\;idy)™ ™. Der Untervektorraum Ker(f — );idy )™ ist der Hauptraum der Eigenwert
Ai.

Bemerkung 5.3.11. Das vorheriges Lemma zeigt dass der Hauptraum existiert, dass er
unabhéngig von den gewahlten n; ist und dass er positive Dimension hat, da er mindestens den
Eigenraum Ker(f — \;idy) enthélt.

Satz 5.3.12 (Existenz der Jordansche Normalform). Sei V' ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und sei f: V — V ein Endomorphismus so dass

Xp(t) = an(t = A)™ - (= A)™

in Linearfaktoren mit \; € K zerfallt. Dann existiert eine Basis B von V so dass ME(f)
Jordansche Normalform hat.

Beweis. Der Beweis ist durch Induktion auf n = dim V. Wenn n = 0 es gibt nichts zu zeigen.
Nehmen wir an dass n > 1 und dass die Aussage fiir alle Vektorrdume von Dimension kleiner als
n wahr ist. Sei A\; ein Eigenwert von f und sei Ker(f — A;idy )™ der entsprechende Hauptraum.
Dann wissen wir dass

V = Ker(f — A idy)™ @ Im(f — Ay idy)™
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und auferdem sind beide Untervektorrdume f-invariant. Wir wissen dass dim Im(f — A\; idy )™ <
dim V' und die Induktionsannahme zeigt dass eine Basis B” von Im(f — Ay idy )™ existiert so dass
ME, (fi1m(f—r1idyym ) Jordansche Normalform hat. Wenn eine Basis B’ von Ker(f — A;idy)™
existiert so dass Mg,/( Jiker(f—aridy)m ) Jordansche Normalform hat, dann ist B = B' U B” eine
Basis von V und man kann leicht sehen dass M5 (f) Jordansche Normalform hat.

Um zu zeigen dass B’ existiert, betrachten wir die Einschrankung g = (f =M1 idv ) ker(f—a, idy)m)-
Wir sehen dass g™ = 0 so dass ¢ nilpotent ist und dann existiert eine Basis B’ so dass ME/ (9)
Jordansche Normalform hat, mit alle Jordanblocke mit Eigenwert 0. Dann sehen wir dass
fiKer(f=2ridy)m) = g + A1 - id, so dass Mg//(j] Ker(f—Ay idy )m1)) = Mg// (9) + A1 Jordansche normal-
form hat, mit alle Jordanblocke mit Eigenwert ;. O



Kapitel 6

FEuklidische und Unitiare Riaume

6.1 Euklidische Riaume

Definition 6.1.1 (Skalarprodukt). Sei V' ein R-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf R ist eine
Abbildung
(,):VxV =R, (v, w) — (v, w)

mit den folgende Eigenschéaften:
e Bilinear (linear in jeder Komponente): fiir alle v, v, w,w" € V und A\, X € R gilt dass
v+ N w) = Mo, w) + N {0, w)
(v, pw + p'w'y = plv, w) + p' (v, w')
e Symmetrisch: fiir alle v, w € V gilt dass

(v, w) = (w,v).

e Positiv definit: fiir alle v € V gilt dass

(v,v) >0, und (v,v) =0 <= v=0

Ein R-Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt () heifit ein euklidischer Raum.

Definition 6.1.2 (Bilinearform). Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
b: V xV =K, (v, w) — b(v,w)

heifit Bilinearform, falls sie bilinear ist. Sie heifit symmetrische Bilinearform, falls sie bilinear
und symmetrisch ist.

Bemerkung 6.1.3. Ein Skalarprodukt ist eine reelle Bilinearform die symmetrisch und positiv-
definit ist. Wir sehen, dass die Definition von Bilinearitdt und Symmetrie fiir jedes Korper
sinnvoll ist, wahrend die Definition von positiv-definit nur fiir die reellen Zahlen sinnvoll ist.
Wir werden spéter sehen, wie man sie auf die komplexen Zahlen generalisieren kann.

109
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Beispiel 6.1.4. Sei n > 1. Das Standard-Skalarprodukt auf R" ist

n X1 0
(wy)y=a"y=> g, fir z=[:|,y=
=l Ty, Yn

Man kann leicht zeigen dass dieses ein Skalarprodukt ist: die Formel mit den Koordinaten von x
zeigt dass das Produkt symmetrisch ist. Da es symmetrisch ist, reicht es fiir den Beweis, dass es

bilinear ist, zu beweisen, dass es in der ersten Komponente linear ist: seien x,2’,y € R™ und
A, A € R. Dann

A+ N y) = Az + NV y= 2" -y + Na' -y = Na,y) + N2, y)

Wir zeigen nun dass es positiv-definit ist: sei x € R". Dann
n
(w,2) =) @ >0
i=1

und (z,z) = 0 genau dann, wenn x? = 0 fiir alle i, was bedeutet z; = 0 fiir alle ¢, d.h. z = 0.

Beispiel 6.1.5. Sei V = C°([0, 1], R) die Menge von alle stetige Funktionen
f:0,1] =R

Diese Menge ist ein R-Vektorraum mit den iibliche Summe von Funktionen und Multiplikation
einer Funktion mit einer A € R. Man definiert dass L?-Skalarprodukt auf V als

%m=Af@%Mx

Das ist wohldefiniert weil das Produkt von stetige Funktionen eine stetige Funktion ist. Die
Definition zeigt dass (, ) symmetrisch ist und die Bilinearitét ist eine Konsequenz der Linearitét
des Integrals. Wir zeigen dass (, ) positiv definit ist: sei f € C°([0,1]), dann

1
(h) = [ P
0
und (f, f) >0, weil f?(z) > 0. AuBlerdem wenn z, € [0, 1] existiert so dass f(zg) # 0, dann,

da f stetig ist, konnen wir annehmen dass xg € (0,1). Wir wissen dass |f(xg)| > 0, und, da f
stetig ist, existiert § > 0 und m > 0 so dass |f(z)| > m fiir alle x € (xg — 0,29 + §). Dann

(f, f)= /01 frdx > /Wa f2(x)dx > /ma m2dz =26 -m>® > 0

0—9 zro—9

bhbbbddddddd Ende Vorlesung 2.7.2024 b bbb bbb bbb s b
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6.1.1 Die Gramsche Matrix

Seien n > 1 und sei A € R™" eine Matrix. Wir definieren die Abbildung
(Ya: R"xR" > R, (x,y)thAy:ZZAijxiyj
i=1 j=1
Lemma 6.1.6. 1. A;; = (e;,e;)a.
2. (, )a ist bilinear.
3. (, )a ist symmetrisch genau dann, wenn A = A
Beweis. 1. Die Formel (z,y)4 = Z” Ay zeigt dass (e, ej) 4 = Ajj.
2. Seien z,2',y,y € R™ und seien A\, X', i, i/ € R. Dann

Az +Na',y)a = Az + Na') Ay = A’ Ay + N (2') Ay = M, y)a + N (2, y)a
(@, py + p'y')a = 2" Alpy + p'y') = pa' Ay + p'a’ Ay’ = ple, y)a + (' (2, y') 4
3. Wenn A = A", dann (z,y)a = 2'Ay = 2’ Aly = (Az)'y = y' Az = (y,x) 4. Andererseits,

wenn (, )4 symmetrisch ist, dann A;; = (e;,e;)a = (e;,€i)a = Aj;, so dass A = A"
]

Definition 6.1.7 (Symmetrische Matrix). Sei K ein beliebiger Korper. Eine Matrix A € K"*"
heifit symmetrisch, falls A® = A.

Definition 6.1.8 (Positiv definite Matrix). Eine symmetrische Matrix A € R™*" ist positiv
definit, falls fiir alle z € R" gilt dass

x' Az > 0, und Az =0 <= =0

Bemerkung 6.1.9. Sei A € R"*" eine Matrix. Die bilineare Abbildung (, ) 4 ist ein Skalarpro-
dukt genau dann, wenn A symmetrisch und positiv definit ist.

Beispiel 6.1.10. Sei V' = R" und sei A = I,,. Dann ist (, ) das Standard-Skalarprodukt auf R™.

Andererseits, sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und sei (, ) ein Skalarprodukt
auf V. Sei B = (vq,...,v,) eine Basis von V. Wir definieren die Gramsche Matrix von (, )
beziiglich B als:

(vi,v1) (v1,v2) ... (v, V)
My((,)) = <vg,:v1) (vg,:1)2> <U2,‘Un>
(Un,v1)  (Un,v2) ..o (Un,Vp)

Beispiel 6.1.11. Sei V' = R™ und sei C die kanonische Basis und sei (, ) das Standard-
Skalarprodukt. Dann Mc((, )) = I,. Im Allgemein, wenn A € R™*" symmetrisch und positiv
definit ist, dann Mc((, )a) = A.
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Lemma 6.1.12. 1. Sei C, die kanonische Basis von R™ und sei ®5: V' — R" das Isomor-
phismus so dass v; — e;. Dann ist die Gramsche Matriz Mg({,)) die einzige Matriz

M € R™™ so0 dass
(v, w) = (PE(v), PE(w)) 1
fir alle v,w € V.

2. Die Gramsche Matriz Mp((, )) is symmetrisch und positiv definit.
3. Sei B' = (v},...,v.) eine andere Basis von V und sei N = ME (idy). Dann
Mg ((,))=N"-Ms((,)) N
Beweis. Sei M = Mg((, )).

1. Seien v,w € V und & = ®¢(v) und y = ®(w), so dass v = Y1 wv;, w = Y7, Y;v;.
Dann

=) v Yy =D wy(viv) = ' My = (@, y)u
i=1 j=1 i=1 j=1

Sei nun M’ € R™" auch eine Matrix so dass (v, w) = (®E(v), ®5(w))), fiir alle v,w € V.
Dann Mj; = (e;, ej)mr = (vi,v;5) = Myj, so dass M = M’

2. Punkt 1 zeigt dass (, ) ein Skalarprodukt auf R™ ist (Warum?). Dann ist M symmetrisch
und positiv definit.

. . . / _ n / _ n
3. Wir schreiben N = (a;;) so dass v; = ), _; apvp und v = > /| axjvp. Dann

Mg ((, )i = (v}, v) = Zahzvha Zakﬂ)k Zzahiakj<vhavk> = (N'MN);;

h=1 h=1 k=1

6.1.2 Norm

Definition 6.1.13. Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Norm ist eine Funktion
II: V=R
so dass
e Positiv definit: ||v|| > 0 fir alle v € V und ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0.
e Homogen: ||\ - v|| = |\ - ||v] fiir alle v € V] A € R.

e Dreiecksungleichung: ||v + w|| < ||v| + |Jw|| fir alle v,w € V.
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Beispiel 6.1.14. Auf R™ haben wir die euklidische Norm

Jzlls = yfa?+ -+ a2

Wir werden spéter beweisen dass diese eine Norm ist. Dies kann auf die p-Norm fiir jedes p > 1
verallgemeinert werden

B =

[2llp = (o + -+ fal?)

Zum Beispiel
n
[
i=1

Den Beweis, dass die allgemeine p-Norm eine Norm ist, {iberlassen wir dem Analysis-Kurs. Eine
andere Norm ist auch die Unendlich-Norm:

[#]loo = max |z
i=1,...,n

Den Beweis dass diese eine Norm ist, iiberlassen wir dem Analysis-Kurs.

Beispiel 6.1.15. Wir betrachten den Vektorraum C°([0, 1]). Fiir jede p > 1 gibt es die LP-Norm

i = ([ |f(x)|”dx>;

und wir haben auch die L*°-Norm

[flloe = max |f ()]

z€[0,1]

Wir werden spiter beweisen dass die L?-Norm eine Norm ist. Die andere verlassen wir dem
Analysis-Kurs.

Proposition 6.1.16. Sei (V,(, )) ein euklidischer Raum. Wir definieren die Abbildung
IlI: V = R, v = 4/ (v,v)
Folgendes gilt
1. (Cauchy-Schwartz Ungleichung) Fiir alle v,w € V

[{v, W) < o]l - fJwl]

2. Die Abbildung ||| ist eine Norm. Sie heifit die induzierte Norm vom Skalarprodukt.

Beweis. 1. Seien v,w € V. Wenn v = 0 oder w = 0 sind beide Seite der Ungleichung gleich
Null. Wenn v # 0,w # 0, dann (v — dw, v — Aw) > 0 fiir alle A € R, so dass

0<(v—Aw,v—w) = (v,v — Aw) — Mw,v — Aw)
= (v,v) — Muv,w) — Mw,v) + X\ {(w, w)
= (v,v) — 2\ (v, w) + A\*(w, w)
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Insbesondere wenn \ = é;’}i)), sehen wir dass
(v, w) (v, w)? (v,0)* (v, w)’
< - — _
0= ) = 2y O = ) 2 g
= (v,v) — <an>2
Y (w, w)
Das bedeutet dass )
(v,v) > (v, w)
T (w,w)

und, da (w,w,) > 0 (Warum?) das ist auch dquivalent zu
(v, V){(w, w) > (v, w)?

Durch Ziehen der Quadratwurzeln auf beiden Seiten ergibt sich
[oll - lwll = [{v, w)|

2. Da das Skalarprodukt positiv definit ist, sehen wir dass ||-|| auch positiv definit ist. Fiir
alle v € V, A € R gilt dass

IX-vll = V30, A v) = /A2 (v,0) = AL Vv, 0) = [A]- o]

so dass ||-|| auch homogen ist. Wir zeigen das die Dreiecksungleichung gilt: seien v, w € V.
Wir wollen zeigen dass [|[v + w|| < ||v|| + ||w]|. Da beide Seiten positiv sind, ist diese
Ungleichung dquivalent zu [|v + wl||* < (||v]| + ||w||)?. Dann

lv+wl* < (ol + wl)?* <= (v +w,v+w) <|Jol* +2|v][[w] + ||w]?
= (0,0) + (v, 0) + (w,v) + (w,w) < (v,v) +2[jo|[lw] + (w, w)
= 2(v,w) <2l - [Jw]

Fiir diese letzte Ungleichung zeigt die Cauchy-Schwartz Ungleichung dass
(v,w) < [{v,w)| < Jvf| - [[w]
m

Bemerkung 6.1.17. Wenn wir ab jetzt einen euklidischen Vektorraum (V, (, )) haben und
eine Norm ||| schreiben, meinen wir immer die durch das Skalarprodukt induzierte Norm.

Beispiel 6.1.18. Das zeigt dass die euklidische Norm ||-||2 eine Norm auf R™ ist und dass die
L*-Norm ||-||z2 eine Norm auf C°([0, 1]) eine Norm ist. Sie sind durch Skalarprodukte induzierte
Normen.

Bemerkung 6.1.19. Sei (V, (, )) ein euklidischer Vektorraum. Wir kénnen die Lénge eines
Vektors v als ||v|| und auch den Abstand zwischen zwei Elementen v,w € R™ als ||v — w||
definieren. Wir kénnen auch den Winkel zwischen zwei Vektoren v, w, die nicht Null sind, als
den einzigen 6 € [0, 7] definieren, so dass cosf = m Dann gilt (v, w) = ||v|| - [|Jw]]) - cos 6.
Dies sind genau die iiblichen Begriffe fiir Abstand und Winkel auf der {iblichen euklidischen
Ebene R%. Man beachte, dass wir einen Abstand auch nur mit einer Norm definieren koénnen,

aber zur Definition des Winkels benotigen wir das Skalarprodukt.
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6.1.3 Orthogonalitéit

Definition 6.1.20 (Orthogonale Vektoren). Sei (V,(,)) ein euklidischer Vektorraum. Zwei
Vektoren v, w € V sind orthogonal, falls

(v,w) =0

Bemerkung 6.1.21. Der Nullvektor ist orthogonal zu allen anderen, da das Skalarprodukt in
jedem Faktor linear ist: (v,0) = 0 fiir alle v € V. Auflerdem sehen wir dass zwei Vektoren v, w,
beide nicht Null, orthogonal sind genau dann wenn der Winkel zwischen den zwei 7 ist.

Proposition 6.1.22. Sei (V,(,)) ein euklidischer Vektorraum und seien vy, ..., v, € Viv; #0
paarweise orthogonale Vektoren. Dann sind vy, ..., v, linear unabhdngig.

Beweis. Seien A1, ..., \, € R so dass
)\1U1+"'+)\n’l}n:0

Dann fiir jedes j € {1,...,n} gilt dass

n

0=(0,v;) =Y _ Nvi,v;) = A; - (v5,03)

=1

Da v; # 0, sehen wir dass (v;,v;) # 0 so dass \; = 0. Das zeigt dass \; = --- = X\, = 0 und das
bedeutet dass die vy, ..., v, linear unabhéngig sind. O]

Definition 6.1.23 (Orthogonale Basis). Sei (V,(, )) ein endlich-dimensionaler euklidischer
Vektorraum. Eine Basis B = (vy, ..., v,) heiit orthogonal falls die Vektoren paarweise orthogonal
sind:

(vi,v5) =0 falls ¢ # j

Die Basis B heifit orthonormal wenn sie orthogonal ist und wenn alle Vektoren Norm 1 haben:
Jos]l = 1.

Beispiel 6.1.24. Die kanonische Basis C = (ey, ..., e,) ist eine orthonornmale Basis fiir das
Standardskalarprodukt von R"™.

Bemerkung 6.1.25. FEine Basis B ist orthogonal, genau dann, wenn die Gramsche Matrix
Mg((,)) diagonal ist. Eine Basis B ist orthonormal, genau dann, wenn Mz((,)) die Iden-
titdtsmatrix ist.

Bemerkung 6.1.26. Sei (V, ()) ein euklidischer Vektorraum und seien vy, ..., v, € V Vektoren

so dass
0 ifi#j
<Ui7vj> - 1 e
ifio=7
Dann ist B = (vy,...,v,) eine orthonormale Basis: die Vektoren sind alle nicht Null, da sie

Norm 1 haben, und sie sind auch paarweise orthogonal. Da dim V' = n, sind diese Vektoren eine
Basis.
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6.1.4 Das Gram-Schmidtsches Verfahren

Sei (V. (,)) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei B = (vy,...,v,) eine
Basis von V. Das Gram-Schmitdsches Verfahren liefert eine orthogonale Basis von V' wie folgt.
Wir definieren:

V] ==
/
vl = vy — <U27U1>U/
P (!
/ /
vl = v — <U37U1>U/ _ <1}3,1)2>U/
’ (vj,01) 1 (vh,05)
vl = vy — <U/€7U1> o <Uk7vé> ! . <Uk7U;€71> v
k . k—
(v 00) 1 (vh,up) (Vs i)
’U, =y — <Umvi>vl _ <Umvé>vl _ <UR’U;L—1> Ul
.— Un 1 Q e e —1
" <’Ui,’l}’1> <’Ué,1}é> <U;_1,U;_1> "

Satz 6.1.27 (Gram-Schmidt-Verfahren). Das Gram-Schmidt-Verfahren ist wohldefiniert und
(vi,...,vy) ist eine orthogonale Basis des Untervektorraums (v, ..., ).

Beweis. Die Tatsache, dass der Algorithmus wohldefiniert ist, bedeutet, dass (v}, v]) # 0 fiir alle
2 <i<mn—1, da die Division durch Null die einzige verbotene Operation im Algorithmus ist.
Da (, ) positiv definit ist, bedeutet dies, dass v} # 0 fiir alle i > 2.

Wir beweisen die Aussage durch Induktion auf n. Wenn n = 1 dann brauchen wir nicht zu
beweisen, dass der Algorithmus wohldefiniert ist, und (v}) = (v;) ist eine orthogonale Basis
von (vy). Wenn n > 1, nehmen wir an dass die Aussage fiir n — 1 wahr ist. Wenn wir die

Induktionshypothese auf die Basis By = (v1,...,v,-1) des Vektorraums W = (v1,...,v,-1)

anwenden (Warum ist By eine Basis von W7), sehen wir, dass (v],...,v}) eine orthogonale
Basis von (vy, ..., v) fiir alle 1 < k < n — 1 ist. Insbesondere v} # 0 fiir alle i € {1,...,n — 1}
so dass ) ) )
U’ =, — <Umvl>1}i _ <1}n,1)2> é ..... o <’Un,1)n_1> /_1
" <U£7U1> <U57Ué> <U7,1—17U7,1—1> "
wohldefiniert ist. Wir zeigen dass v,, # 0. Nehmen wir an, dass v, = 0. Dann v,, € (vy,...,v)) =
(v1,...,0,_1), und das ist unmoglich, weil (vy, ..., v,_1,v,) linear unabhéngig ist. Wir zeigen

nun, dass (v, v;,) = 0 fiir alle kK <n — 1. Die Induktionsannahme zeigt dass (v}, v;,) = 0 fiir alle
hk e {l,...,n—1} mit h # k. Dann fir 1 <k <n — 1 gilt dass

I /_<Un7U;c>//_ A o
(Vs V) = (Uns V) (U U) = (Uns V) — (Un, 0) = 0
(Vi U
Das zeigt dass die v, ..., v], paarweise orthogonal sind und alle nicht Null sind. Insbesondere
sind sie auch linear unabhéngig und deswegen eine Basis des Vektorraums (vy, ..., v,). O

Korollar 6.1.28. Sei (V,(, )) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann hat V'
eine orthonormale Basis.
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Beweis. Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V. Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert eine ortho-
gonale Basis B’ = (v],...,v)) von V = (vy,...,v,). Dann ist
B' — ( 1 v 1 U,)
— B n
[[or] [l
eine orthonormale Basis. O
Beispiel 6.1.29. Wir anwenden das Gram-Schmidt-Verfahren fiir die Basis
1 1 0
B = (UDUQ:U?)) = 0 ’ 1 ) 0
1 1 4
des Vektorraums R? mit dem Standardskalarprodukt. Dann
1
vi=v;= |0
1
Wir sehen dass (v, v]) = 2 und dass (v}, v]) = 2 so dass
9 0
/ / /
Vy = Uy T Gl = V2 0y = 1
0
Endlich, sehen wir dass (vs,v]) = 4, (v3, vh) = 0, (v}, v5) =1 so dass
—2
vg:vg—§v’1—§v;:vg—2v’1: 0
2
Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert die orthonormale Basis
1 0 —2
(Ull7véavi,’>) = of,{1], 0
1 0 2
von R3. Die Normen dieser Vektoren sind |lv1|| = v/2, |[va| = 1, ||vs|| = v/8 so dass
L 0 -
< 1 / !/ 1 /) \6§ 1 (\)/5
—=U1, Vg, ==V = ) )
NERRVR Y A N ) e R
V2 V2

eine orthonormale Basis ist.

bbbbbdbdddddd Ende Vorlesung 2.7.2024 b b b bbb bbb d s s

Korollar 6.1.30. Sei A € R™™"™ symmetrisch und positiv definit. Dann existiert N € GL,(R)
so dass

N'AN =1,

Beweis. Sei B = (vy,...,v,) eine orthonormale Basis fiirs Skalarprodukt (,)4 auf R, sei C die
kanonische Basis von R" und sei N = MZ(idy). Dann N € GL,(R) und

I, = Ms((, )a) = N'Mc((, ) 4)N = NAN',
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6.1.5 Orthogonale Untervektorraum

Definition 6.1.31. Sei (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum. Fiir u € V' definieren wir
ut ={veV|{v,u) =0}
Fiir ein Untervektorraum U C V| definieren wir
Ut ={veV|[{vu) =0 firaleuec U}
Lemma 6.1.32. 1. Seuw € V ein Vektor. Dann ist u= C V ein Untervektorraum.

2. Sei U CV ein Untervektorraum. Dann U = Nycpu't. Insbesondere ist U ein Untervektor-
raum.

3. Wenn U = (uq,...,uy,) endlich erzeugt ist, dann
Ut = (]uzL ={v e VI]{vu) =0 fir alle i}
i=1

Beweis. 1. Wir betrachten die Abbildung ¢,,: V' — R, v — (v, u). Diese Abbildung ist linear
weil (, ) linear in der ersten Komponente ist, und u* = Ker ¢,. Insbesondere ist u* ein
Untervektorraum.

2. Die Definition von U+ zeigt dass U = Nyueput. Da ein Schnitt von beliebige viele Unter-
vektorrdumen wiederum ein Untervektorraum ist, ist U+ ein Untervektorraum.

3. Punkt 2 zeigt dass U+ C N™_,u;. Fir die andere Inklusion sei v € N, u;- und sei u € U.
Dann v = A\juy + - - - + \u, fiir A\; € R, so dass

(u,v) = (Z Aitl;, V) = zn:)\i<ui,v> = zn:)\i -0=0
i=1 i=1 i=1

Das zeigt dass v € U~.
m

Proposition 6.1.33 (Orthogonales Komplement). Sei (V, (,)) ein endlich-dimensionaler eukli-
discher Vektorraum und sei U C V' ein Untervektorraum. Dann

V=UasU*
Insbesondere dim U+ = dimV — dim U.

Beweis. Wir zeigen zuerst dass U, U+ in direkte Summe sind: wenn u € UNUL, dann (u, u) = 0,
so dass u = 0. Wir miissen nun zeigen dass V = U @ U, und das bedeutet dim U + dim U+ >
dimV, oder dim U+ > dimV — dim U.

Sei By = (v1,...,v,) eine Basis von U. Wir konnen diese Basis zu einer Basis B =

(U1, oy Uy Upi1, - - -, Up) von V oergénzen. Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert eine orthogonale
Basis B’ = (v},...,v,v.,,...,v,) so dass (v],...,v,) eine orthogonale Basis von (v1,...,v,) =

U ist. Da B’ eine orthogonale Basis ist, das vorheriges Lemma zeigt dass v, € U~ fiir alle

i=r+1,...,n, s0dass Ut D (V.41,...,v;). Da diese Vektoren linear unabhéngig sind, sehen

wir dass dim U+ >n —r =dimV — dim U. O
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Sei (V, (, )) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei U C V' ein Untervek-
torraum. Wir wissen dass V = U @ U+ so dass jeder v € V eine Summe

v=u+u, we Uy e Ut

ist, mit u, v’ eindeutig bestimmt. Wir nennen u, v’ die orthogonale Projektionen von v auf U, U+
und wir schreiben u = pry;(v),u = pryL(v).

Proposition 6.1.34. 1. Sei By = (uq,...,u,) eine orthogonale Basis von U. Dann

2. Es gilt dass

lv = pry(v)[| = min{|lv —ul[}
uelU
und pry(v) ist der einziger Vektor in U mit dieser Eigenschaft.

Beweis. 1. Seiu = %ul ot %ul und sei v/ = v — u. Es ist klar dass u € U, da u

eine Linearkombination von uq,...,u, ist. Da die uq, ..., u, paarweise orthogonal sind,
sehen wir dass

n

(' u;) = <v,ui>—Z 0, ) (i, uj) = (v, ui)—

(v, u;)
(ui, i)

(ug, uy) = (v, u;)—(v,u;) =0 fiir alle ¢

Das zeigt dass u' € UL und v = u + o’ so dass u = pry(v), v’ = pryL(v).

2. Seien u = pry(v) und v’ = pry.(v) = v — u. Sei auch u € U. Wir miissen zeigen dass
lv — @] > ||v — ul|, und um dies zu beweisen, kénnen wir beide Seiten quadrieren: dann

lo = all* = flo —w+u—al* = [lu' +u -l

= I + 200 u = @) + [lu = @)* = o) + lu —al?
Wir haben verwenden dass (v/,u — @) = 0, weil v’ € U+, u — u € U. Dann
lo = all* = [[W/|I* + fluw = @l* > [lo]?

und die Gleichung gilt, genau dann, wenn ||u — u||* = 0, was bedeutet @ = u. Das ist was
wir zeigen wollten.

O
Bemerkung 6.1.35. Wenn wir wieder das Gram-Schmitd-Verfahren betrachten und von einer
Basis B = (vq, ..., v,) ausgehen, sehen wir, dass wir bei jedem Schritt die Projektion von vy auf
den Raum (vy,...,v5_1)* vornehmen.

Bemerkung 6.1.36. Im zweiten Punkt des vorigen Lemmas haben wir nur verwendet, dass
der Vektorraum V sich als direkte Summe V = U @ U+ zerlegt, so dass das Ergebnis immer
gilt, wenn diese Zerlegung gilt, auch wenn der Raum V unendlich dimensional sein konnte.
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6.1.6 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Definition 6.1.37 (Orthogonale Abbildung). Sei (V, (, )) ein euklidischer Vektorraum, eine
lineare Abbildung f: V' — V ist orthogonal wenn

(f(v), f(w)) = (v,w) fiir alle v,w € V
Beispiel 6.1.38. Die Abbildungen idy und —idy sind orthogonal.
Lemma 6.1.39. Sei f: V — V eine orthogonale Abbildung.

1. f erhdlt Normen von Vektoren, Abstinde zwischen Vektoren und Winkeln zwischen Vekto-
ren.

2 (), f(w)) =0 <= (v,u) =0,
3. wenn g: V. — V auch orthogonal ist, dann ist f o g orthogonal.
4. f is ingektiv.

5. wenn V endlich dimensionaler ist, dann ist f ein Isomorphismus und die inverse Abbildung
f: W — V ist auch orthogonal.

(f(v),fw)) _

Beweis. 1. Wir miissen zeigen dass || f(v)|| = ||v]|, || f(v) — f(w)| = |[[v —w]| und Tl =

(v,w)

ol Alles ist eine direkte Konsequenz der Definition, z.B.:

1F (@) = V{f(v), f(v)) = V/{v,v) = |[v]l.
Direkte Konsequenz der Definition.

Seien v, w € V. Dann ((f 0 g)(v), (f o g)(w)) = (f(g(v)), f(g(w))) = (g(v), g(w)) = (v, w).
Sei v € Ker f. Dann ||z|| = || f(z)|| = ||0]| = 0, so dass = = 0.

-~ W N

5. Wenn V endlich-dimensionaler ist, dann ist jede injektive lineare Abbildung f: V — V
ein Isomorphismus. Sei f~!': V' — v die inverse Abbildung. Dann (f~!(v), f~!(w)) =
(f(fHw)), f(f M (w))) = (v,w) fiir alle v,w € V. Das zeigt dass f~! orthogonal ist.

[

Lemma 6.1.40. Sei B = (vq,...,v,) eine orthonormale Basis von V. Ein Endomorphismus
f:V — V ist orthogonal, genau dann, wenn (f(v1),..., f(v,)) eine orthonormale Basis von V
18t.

Beweis. Wenn f orthogonal ist, dann ist f ein Isomorphismus so dass (f(v1),..., f(v,)) eine
Basis von V' ist. AuBerdem (f(v;), f(v;)) = (v;,v;) = 0 falls i # j und (f(v), f(v;)) =
(vi, v;) = 1. Andererseits, wenn (f(v1),..., f(v,)) eine orthonormale Basis ist, bedeutet dass,
dass (f(v;), f(vj)) = (v;,v;) fir alle 4, j. Dann seien v = > " xv; und w = Y ", y;v; zwel
beliebige Vektoren in V', dass wir als Linearkombinationen von Vektoren in B geschrieben haben.
Dann

(f(v), f(w)) = <Z iUif(Ui):Zyjf(vj» =)D @y vy) = <Z %‘%Zijj) = (v,w)

i=1 j=1

]
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Definition 6.1.41 (Orthogonale matrix). Eine Matrix A € R"*™ heiit orthogonal, falls
A'A =1,
Die Menge O, (R) = {A € R™™| A orthogonal } heiit die orthogonale Gruppe

Beispiel 6.1.42. Die Identitdtsmatrix I, ist orthogonal, und die Matrix —I,, ist auch orthogonal.
Beispiel 6.1.43. Sei 6 € [0, 27) die Matrix

cosf —sinb
Ry = (siné’ cos )
ist orthogonal:

PR, — cos) sinf@\ (cost —sinf) cos? 0 + sin* 0 —cos fsinf + sin ¢ cos ¢
07 =\ —sinf cosf) \sin@ cosf )~ \—cosfsinf +sinfcosf sin® § + cos® 0

10
(0 )=n
bhbbbdbdddddd Ende Vorlesung 9.7.2024 bbb bbb bbb dd s

Lemma 6.1.44. Sei A € R™"™ eine Matriz. Wir betrachten auch R™ mit dem Standardskalar-
produkt (, ). Die folgende Aussdge sind dquivalent:

1. A is orthogonal.

2. At ist orthogonal.

3. A ist invertierbar und A™! = At

4. Die Spalten von A sind eine orthonormale Basis von R™.
5. Die Zeilen von A sind eine orthonormale Basis von R™.
6. Die lineare Abbildung La: R™ — R" ist orthogonal.

Beweis. (1) <= (3): A ist orthogonal, genau dann, wenn A*A = I und das bedeutet dass A
invertierbar ist und dass A=! = A’

(2) < (3): A! ist orthogonal, genau dann, wenn AA" = [ und das bedeutet dass A
invertierbar ist und dass A=! = A’

(1) <= (4): wir sehen dass (A'A);; = (A")'A? = (A", A7) so dass wenn A'A = [, dann sind
die Spaltenvektoren (A, ..., A") paarweise orthogonal und mit Norm ||A’|| = 1. Insbesondere
sind die Spaltenvektoren linear unabhingig und da dim R™ = n sind sie auch eine Basis von R".
Andererseits, wenn die Spaltenvektoren eine orthonormale Basis sind, dann (A%, A7) = 0 falls
i # jund (A", A") =1, so dass A'A = I.

(2) <= (5): wir sehen dass (AA")y; = (4;) - A} = (A4}, A%) und Dann kénnen wir den
gleichen Beweis wie fiir die vorherige Aquivalenz fithren.

(4) <= (6): die kanonische Basis C = (ey,...,e,) ist orthonormal fiir das Standards-
kalarprodukt. Dann zeigt das vorheriges Lemma dass L, orthogonal ist, genau dann wenn
(La(er),...,Laley)) = (AL, ..., A") eine orthonormale Basis ist. O
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Korollar 6.1.45. SeienA, B € O,(R) zwei orthogonale Matrizen. Dann ist AB € O,(R) auch
orthogonal.

Beweis. Wir sehen dass (AB)"(AB) = B'A'AB = B'- I, - B = B'B = [,,. Wir konnen auch
feststellen dass Lag = L4 o L und dass die Komposition von orthogonale Endomorphismen
noch orthogonal ist. O

Proposition 6.1.46. Sei (V,(,)) ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum, sei
f:V =V ein Endomorphismus und sei B eine orthonormale Basis von V. Das Endomorphismus
f:V — V ist orthogonal, genau dann, wenn die Matriz ME(f) orthogonal ist.

Beweis. Sei B = (vy,...,v,) und sei ®5: V — R™ das Isomorphismus so dass ®5(v;) = ¢;. Da
die Basis B orthonormal ist, ist die Gramsche matrix Mp((, )) = I,, die Identitdtsmatrix. Das
bedeutet dass (v, w) = (®5(v), PE(w)), wobei (, )5, das Standardskalarprodukt auf R™ ist.
Insbesondere, sei A = ME(f): dann ®5(f(v;)) = A’, und dann

(f(vi), f(vj)) = (A", A%y,

Wir wissen dass f orthogonal ist, genau dann, wenn (f(v1), ..., f(v,)) eine orthogonale Basis ist.
Die vorherige Gleichung zeigt dass (f(v1),. .., f(v,) eine orthonormale Basis ist, genau dann,
wenn (A!, ... A") eine orthonormale Basis ist, und das bedeutet dass A orthogonal ist. O

6.2 Unitire Raume

Definition 6.2.1 (Skalarprodukte fiir komplexe Vektorrdume). Sei V' ein C-Vektorraum. Ein
Skalarprodukt auf V' ist eine Abbildung

(,):VxV=C
mit folgenden Eigenschaften:

e Sesquilinear: fiir alle v, v, w,w’ € V und A\, ' € R gilt dass

e Hermitesch: fiir alle v,w € V gilt dass

(v, w) = (w,v).
e Positiv definit: fiir alle v € V' gilt dass
(v,v) >0, und (v,v) =0 <= v=0

Ein C-Vektorraum V mit einem Skalarprodukt (, ) heifit ein unitdrer Raum.

Bemerkung 6.2.2. Wenn (, ) Hermitesch ist, dann (v,v) = (v,v) fiir alle v € V|, so dass
(v,v) € R.
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Beispiel 6.2.3. Das Standardskalarprodukt auf C" ist
(@) =7 y=> Ty
i=1

Beispiel 6.2.4. Wir betrachten den C-Vektorraum C°([0,1],C) = {f: [0,1] — C| f stetig }.
Diese ist ein unitdrer Raum mit dem Skalarprodukt

(f. ) = / F@)g(e)ds

Definition 6.2.5 (Hermitsche Matrix, Positiv definite Matrix). Eine Matrix A € C™*™ heif}t
Hermitesch, falls A = A'. Eine Hermitesch Matrix A € C™™ ist positiv definit, falls 7" Az > 0
fiir alle x € R®, und 7' Az = 0, genau dann, wenn z = 0.

Wir kénnen die Ergebnisse fiir euklidische Vektorrdume zu unitidre Vektorrdume verallgemei-
nern. Wir geben die Beweise nicht, weil sie &hnlich zu den Beweise fiir euklidische Vektorrdume
sind.

Lemma 6.2.6. Sei A € C"*" eine Matriz. Dann ist die Abbildung
(,)a: C"xC" = C, (z,y) — T Ay
ein Skalarprodukt, genau dann, wenn A Hermitesch und positiv definit ist.

Sei (V, (, )) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Wir kénnen die Gramsche
Matrix von (, ) beziiglich eine Basis B wie fiir euklidische Vektorrdume definieren. Dann

Lemma 6.2.7. 1. Die Gramsche Matriz Mp({, )) ist Hermitesch und positiv definit.
2. Die Gramsche Matriz Mg((, )) ist die einzige Matrix M € C"*" so dass
<U’ w> = <q)g(v)’ q)g(w»M
fiir alle v,w € v.

3. Sei B' = (v},...,v)) eine andere Basis von V und sei N = ME (idy). Dann

r n

MB/(<, >) :Nt'MB(<a >)N

Wenn (V,()) ein unitdrer Vektorraum ist, wir konnen die Norm |[v|| = /(v,v) wie fiir
euklidische Vektorrdume definieren. Die Cauchy-Schwarzt Ungleichung gilt auch hier.

Wir konnen auch Orthogonalitdt wie fiir euklidische Vektorrdume definieren, und das
Gram-Schmidt-Verfahren funktioniert fiir unitére Vektorrdume auch. Insbesondere, hat jeder
endlich-dimensionaler unitiarer Vektorraum V eine orthonormale Basis und wenn U C V ein
Untervektorraum ist, dann V = U @ U+,

Definition 6.2.8 (Unitdre Abbildungen und Matrizen). Sei (V,(, )) ein unitérer Vektorraum.
Ein Endomorphismus f: V' — V ist unitér, falls

(f(v), f(w)) = (v,w) fir alle v,w € V
Eine Matrix A € C™*™ heifit unitér, falls
AA=1,

Die Menge von unitére n x n Matrizen ist die unitidre Gruppe U, (C).
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Alle Aussagen iiber orthogonale Abbildungen und Matrizen gelten auch fiir unitare Abbil-
dungen und Matrizen, nur die transponierte Matrix A’ soll durch die Matrix A’ in alle Aussage
ersetzt werden.

6.3 Normale und Selbstadjungierte Endomorphismen

Ein Vektorraum mit Skalarprodukt (V, (,)) is entweder ein euklidischer Vektorraum iiber R
oder ein hermitescher Vektorraum tiber C. Wir bezeichnen den Basiskorper mit K, und fiir jedes
A € K schreiben wir A fiir das komplex Konjugierte (was iiber R keine Wirkung hat).

Lemma 6.3.1. Sei (V,(,)) ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt und sei B = (vy,...,v,)
eine orthonormale Basis. Dann .
v = Z(vi,w -
i=1

Beweis. Wir schreiben v = Y7 | A\jv;. Dann (vj,v) = >0 iy, v;) = A fiir alle j. O

Definition 6.3.2 (Adjungiertes Endomorphismus). Sei (V ()) ein endlich-dimensionaler Vek-
torraum mit Skalarprodukt und sei f: V' — V ein Endomorphismus. Ein adjungiertes Endomor-
phismus f*: V' — V ist ein Endomorphismus so dass

{(f(v), w) = (v, [*(w))

Definition 6.3.3 (Adjungierte Matrix). Sei A € K™ eine Matrix. Die adjungierte Matrix ist
A'. Insbesondere A = A* wenn K = R.

Proposition 6.3.4. Sei (V,(,)) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalaprodukt und
sei f: V=V ein Endomorphismus.

1. Fin adjungiertes Endomorphismus f*: V — V existiert und ist eindeutig.

2. Wenn B = (vy,...,v,) eine orthonormale Basis von V' ist, dann

g.(f) =1
4. Wenn g: V. — V ein Endomorphismus ist, und \, u € K, dann
(S +pg)" = \f*+ g’
Sei A € K"™™ eine Matriz, und sei (, )y, das Standardskalarprodukt auf K".
5. (Az,y) = (x,ztw fir alle x,y € K".

Sei B eine orthonormale Basis von V.

t

6. Wenn ME(f) = A, dann ME(f*) = A",
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Beweis. 1. Wir zeigen zuerst dass f* eindeutig ist: sei f*: V — V ein adjungiertes Endomor-
phismus von f und sei B = (vy,...,v,) eine orthonormale Basis von V. Dann
n n

fv) = Z@i, [r())v = Z(f(vi),wvi fir allev € V

i—1 i=1
so dass f* eindeutig ist. Um zu zeigen, dass f* existiert, konnen wir einfach

n

VoV ) =) (f), v

i=1
definieren und dann iiberpriifen dass f* ein adjungiertes Endomorphismus ist. Wir kénnen

leicht iiberpriifen dass f* linear ist: wenn v,v" € V und A\, X' € K, dann

n n

FrOOHNV) = (v, fo+X))v; = AZ viy FO)Y0iAN Y (o, f(0))o = Af*(0)+X f*(0).

i=1 =1

Wir miissen denn iiberpriifen dass (f(v),w) = (v, f*(w)) fiir alle v,w € V. Sei v =
Yo v, w =Y " y;v;,dann

= <lef(vl),w> = ZE(]‘“(U) w

(v, fr(w)) = (v, ) _{fw),wyvg) =Y (v, 0){(f(v:),w) = Z@(f(v

i=1 i=1

2. Das haben wir im Beweis des vorheriges Punktes gezeigt.

3. Wir miissen zeigen dass (f*(v), w) = (v, f(w)). Das ist dquivalent zu (f*(v), w) = (v, f(w))
und das ist dquivalent zu (w, f*(v)) = ( (w),v), was die bestimmende Eigenschaft von fx
ist.

4. Wir sehen dass
(A f4ng)(v), w) = X[ (v), w)+7{g(v), w) = Mo, f*(w))+7v, g"(w)) = (v, Af*+7g")(w))

5. Wir sehen dass . , .,
(Az,y)p, = (Ax) y =T' Ay = (x, Ay,

6. Wir wissen dass
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Wir kénnen eine weitere Interpretation orthogonaler und unitdrer Endomorphismen mit dem
adjungierten Endomorphismus geben

Lemma 6.3.5. Sei (V,(,)) ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Ein Endomorphismus
f: V. — V ist orthogonal oder unitdir, genau dann, wenn f*o f =idy.

Beweis. Sei B = (vq,...,v,) eine orthogonale Basis von V. Dann ist f orthogonal genau dann,
wenn (f(v;), f(vj)) = (v, v;) fiir alle 4, j. Das bedeutet

(vi,05) = (fvi), f(0)) = (vi, [*(f (v5)))

und Lemma zeigt dass dieses dquivalent zu f*f(v;) = v; ist, was dquivalent zu f*f = idy
ist. [

Definition 6.3.6 (Normale Endomorphismen und Matrizen). Sei (V, (, )) ein Vektorraum mit
einem Skalarprodukt. Ein Endomorphismus f: V' — V ist normal, falls

foft=Ffof
Eine Matrix A € K"*" heif3t normal, falls
AA =A'A
Beispiel 6.3.7. Ein orthogonales oder unitéres Endomorphismus f: V' — V ist Normal:
frof=idy=fof
Eine orthogonale oder unitiare Matrix A ist auch normal:
AA=1,=AA

Definition 6.3.8 (Selbstadjungierte Endomorphismen und Matrizen). Sei (V, (, )) ein Vektor-
raum mit einem Skalarprodukt. Ein Endomorphismus f: V' — V ist selbstadjungiert falls

f=r
Beispiel 6.3.9. Die Identitat idy ist selbstadjungiert.

Bemerkung 6.3.10. Sei B eine orthonormale Basis von V. Dann zeigt die vorherige Proposition
dass f selbstadjungiert ist genau dann, wenn MJ(f) hermitesch ist.

Beispiel 6.3.11. Ein selbstadjungiertes Endomorphismus f: V — V ist normal:
fr=r=r
Symmetrische oder hermitesche Matrizen sind normal:

AA=A2= AA
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6.4 Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Proposition 6.4.1. Sei (V,(,)) ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt und sei f:V —V
ein normales Endomorphismus.

LAl = [If )] fiir alle v e V.
2. Ker f = Ker f*.

3. Wenn v € V' ein Eigenvektor von f mit Eigenwert X ist, dann ist v auch ein Eigenvektor
von f* mit Figenwert X.

4. Eigenvektoren von f mit verschiedene Figenwerte sind orthogonal.
5. Sei A € K. Dann ist Ker(f — Nidy )t invariant fir f und f*:
f(Ker(f — Xidy)*t) € Ker(f — Nidy)™*, f*(Ker(f — Nidy)®) € Ker(f — Xidy)*t

Beweis. 1. Wir sehen dass
Lf @) = (f(v), f()) = (v, (f o f)v)) = (v, (f o f)(v)) = {f*(v), f*(v)) = | f* ()|
und das Ziehen der Quadratwurzeln aus beiden Seiten schliefit den Beweis ab.

2. Wir sehen dass || f(v)|| = 0 genau dann, wenn || f*(v)|| = 0 und dann wir nutzen dass eine
Norm positiv definit ist.

3. Wir sehen dann (f — Aidy)* = f* — Xidy. Insbesondere, kann mann leicht zeigen dass
(f — Aidy) normal ist. Dann zeigt Punkt 2 dass Ker(f — Aidy) = Ker(f* — Aidy), und
dass ist genau was wir zeigen wollten.

4. Seien v,w € V so dass f(v) = \v, f(w) = pw, mit A\ # p. Dann

Mo, w) = (Ao, w) = (f(v), w) = (v, [*(w)) = (v, iw) = 7V, w)
und da \ # 77, es miiss sein dass (v, w) = 0.

5. Sei v € Ker(f — Nidy)t. Wir wollen zeigen dass (f(v),w) = (f*(v),w) fiir alle w €
Ker(f — Nidy). Wir sehen dass

(f(v),w) = (v, f*(w)) = (v, w) =0
{(f(v), w) = (v, f(w)) = (v, \w) = 0

O

Satz 6.4.2 (Spektralsatz fiir Normale Endomorphismen). Sei (V, (, )) ein endlich-dimensionaler
Vektorraum mit einem Skalarprodukt und sei f: V — V' ein Endomorphismus so dass

Xf(t) = an(t —A)™ - (E—=A)™ in K[t]

in Linearfaktoren zerfallt, und a, € K, a, # 0.
Dann existiert eine orthonormale Basis von FEigenvektoren von V' genau dann, wenn f

normal 1st.
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Bevor wir diesen Satz beweisen, geben wir eine Neuinterpretation eines unserer Kriterien fiir
die Diagonalisierbarkeit

Lemma 6.4.3. Sei V ein endlicher dimensionaler K-Vektorraum und sei f: V. — V ein
Endomorphismus so dass

Xr(t) = an(t = A)™ - (t=A)™ i K[

in Linearfaktoren zerfallt, mit Ay, ..., \. paarweise verschiedene, und a, € K, a, # 0. Das
Endomorphismus f ist diagonalisierbar, genau dann, wenn fir jedes Figenwert \; € K ein
Komplement W; von Ker(f — \;idy) existiert, so dass

und f(W;) C W.
Beweis. Wenn f diagonalisierbar ist, setzen wir W; als die direkte Summe allen Eigenrdume
aufer Ker(f — \;idy):

Wi =Ker(f — A\idy) @ -+ - & Ker(f — \jidy) @ -+ - & Ker(f — A\ idy)

Dann V = Ker(f — X\;idy) @ W; und f(W;) C W,.

Andererseits, nehmen wir an dass wir eine solche direkte Summe haben, mit f(W;) C W;. Wir
wollen zeigen dass die geometrische Vielfachheit e; = dim Ker(f — A;idy) und die algebraische
Vielfachheit m; gleich sind. Sei B’ = (vy,...,v,) eine Basis von Ker(f — A;idy) und sei
B" = (ve,41,- - -, vy) eine Basis von W;. Dann B = (vq,...,v,) ist eine Basis von V', und

_ MB’/(f|Ker(ff)\iidV)) 0 o Ai[ei 0
Mg(f)_( S ME(fw)) ~\ 0 ME(fun)

7

so dass xf(t) = (=1)%(t — X)) - Xy, () Wir bemerken dass X, (A\i) # 0, sonst existiert ein
Eigenvektor v € Ker(f — A;idy) N W; und das ist unméglich. Dann ist e; genau die algebraische
Vielfachheit: e; = m;. O

Wir beweisen nun den Spektralsatz:

Beweis des Spektralsatzes fiir normale Endomorphismen. Wir zeigen zuerst dass wenn f nor-
mal ist, dann existiert eine orthonormale Basis von Eigenvektoren. Wir zeigen zuerst dass f
diagonalisierbar ist: sei A; ein Eigenwert von f. Dann

V = Ker(f — \iidy) @ Ker(f — A\jidy)*

und die vorherige Proposition zeigt dass Ker(f — \;idy )" invariant fiir f ist. Dann zeigt das
vorheriges Lemma dass f diagonalisierbar ist, so dass

V =Ker(f — M idy) @ -+ & Ker(f — A, idy)

Wir kénnen dann orthonormale Basen B; von Ker(f — A;idy) nehmen, und dann ist B = B U
.- U B, eine orthonormale Basis von Eigenvektoren von f, weil Eigenvektoren mit verschiedene
Eigenwerten orthogonal sind.



KAPITEL 6. EUKLIDISCHE UND UNITARE RAUME 129

Andererseits, nehmen wir an, dass eine orthonormale Basis B = (vy, ..., v,) von Eigenvekto-
ren von V existiert: f(v;) = A; - v;. Dann

(fof ) ()= f(Xz‘ ;) = Xif(vi) = Ni\iv;
(f* 0 )(w) = f(Ni - vi) = Nf (i) = Mihiv
so dass (fof*)(vi) = (f*of)(v;), und da B eine Basis ist, bedeutet das, dass fo f* = f*of. O

Bemerkung 6.4.4. Der Beweis zeigt auch, wie man eine orthonormale Basis von Eigenvektoren
fiir f findet. Zuerst findet man eine Basis B; des Eigenspace Ker(f — A;idy ) fiir jeden Eigenwert
A; fiir ¢ = 1,...,r. Dann erhélt man eine Orthonormalbasis B; iiber Gram-Schmidt. Schliefllich
wird die Vereinigung B’ = B] U ... U B, ist eine orthonormale Basis von V.

Korollar 6.4.5 (Spektralsatz fiir normale Matrizen). Sei A € K™*" eine Matriz so dass
Xf(t) = an(t —A)™ - (E—=A)™ in K[t]

in Linearfaktoren zerfallt, mit und a,, € K, a,, # 0.
Dann ezistiert eine orthogonale (wenn K = R) oder unitire (wenn K = C) Matriz N € K"

so dass N AN = D diagonal ist, genau dann, wenn A normal ist.

Beweis. Wir nehmen an dass A normal ist und wir betrachten die lineare Abbildung L,: K" —
K". Dann ist L4 auch normal, und der Spektralsatz zeigt dass eine orthonormale Basis von
Eigenvektoren von A existiert: B = (vy,...,v,). Die Matrix N = MJ(idg») ist orthogonal (wenn

K = R) oder unitéir (wenn K = C), so dass N~ = N, und
N'AN = N7VAN = MS(idgn) - ME(L) - ME(idgn) = ME(L4) = D

ist diagonal.
Andererseits, wenn N'AN = D, dann A= N DN und 4' = N Eﬁt, so dass

AA' = NDN'-NDN' = NDDN' = NDDN' = NDN'-NDN' = 4'A
0

Bemerkung 6.4.6. Wenn (V, (, )) ein unitérer Vektorraum ist, dann zerfallt x;(¢) € C[t] in
Linearfaktoren, weil C algebraisch abgeschlossen ist. Dann ist jedes normales Endomorphismus
f:V — V durch eine orthonormale Basis von Eigenvektoren diagonalisierbar.

Eine &hnliche Begrundung zeigt dass jede normale Matrix A € C"*" diagonalisierbar durch
eine orthonormale Basis von Eigenvektoren ist.

6.5 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphis-
men

Lemma 6.5.1. Sei (V,(,)) ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mit einem Skalarprodukt
und sei f: V — V ein selbstadjungiertes Endomorphismus. Dann zerfallt das charakteristisches
Polynom in Linearfaktoren

Xr() = an(t — A)™ - (t = A)™ in K[

mit a, € K, a, # 0, und auflerdem sind alle Figenwerte reell: \; € R fiir alle 1.



KAPITEL 6. EUKLIDISCHE UND UNITARE RAUME 130

Beweis. Sei B = (vy,...,v,) eine orthonormale Matrix und sei A = MJ(f). Insbesondere ist

A selbstadjungiert A = A’ Wir wissen dass X¢(t) = xa(t). Wenn wir A als komplexe Matrix
A € C™™ betrachten, wissen wir dass

xa(t) =an(t—A)™ ..o (t—A\)™ in C[¢]

da C algebraisch abgeschlossen ist. Wir zeigen nun dass alle die Eigenwerte reell sind: sei
A € C ein Eigenwert und sei v € C" ein Eigenvektor so dass Av = Av. Wir betrachten das
Standardskalarprodukt (, );, auf C". Dann

n

Mo, v)p, = (A, vy, = (Av, vy, = <U,Ztv> = (v, Av) = (v, \v) = v, v)

Da (v,v) # 0, es muss sein dass A = ), d.h. A € R. Man kann auflerdem auch leicht beweisen
dass a,, = (—1)" (das gilt fiir alle n x n Matrizen), so dass

Xr(t) = xalt) =an(t—A)™ - ..o (t—A\)" in R[¢]
Das beweist die Aulage gleichzeitig fiir K =R und K = C. m

Satz 6.5.2 (Spektralsatz fir selbstadjungierte Endomorphismen). Sei (V. (,)) ein endlich-
dimensionaler K- Vektorraum mit einem Skalarprodukt und sei f: V — V' ein Endomorphismus.
Dann existiert eine orthonormale Basis von Eigenvektoren von f mit reelle Figenwerte, genau
dann, wenn f selbstadjungiert ist.

Beweis. Wenn f selbstadjungiert ist, dann wissen wir dass das charakteristisches Polynom in
Linearfaktoren in K[t] zerfallt. Wir wissen auch das f normal ist, und der Spektralsatz fur
normale Endomorphismen zeigt dass V' eine orthonormale Basis von Eigenvektoren von f. Wir
wissen auch dass alle Eigenwerte reell sind.

Andererseits, nehmen wir an dass V' eine orthonormale Basis B = (vy,...,v,) von Eigenvek-
toren von f mit reelle Eigenwerte hat: f(v;) = \jv;, \; € R. Dann

f(vg) = Nvy = Aoy = f*(v;)  fiir alle i
so dass f = f*. O

Korollar 6.5.3 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Matrizen). Sei A € K"*" eine Matriz. Dann
existiert eine orthogonale (wenn K = R) oder unitire (wenn K = C) Matriz N € K™ so dass

N'AN =D diagonal und reell ist, genau dann, wenn A selbstadjungiert ist.

Beweis. Wir nehmen an dass A selbstadjungiert ist ist und wir betrachten die lineare Abbil-
dung L,: K® — K". Dann ist L4 auch selbstadjungiert, und der Spektralsatz zeigt dass eine
orthonormale Basis von Eigenvektoren von A mit reelle Eigenwerte existiert: B = (v1,...,v,).
Die Matrix N = MJ(idgn») ist orthogonal (wenn K = R) oder unitir (wenn K = C), so dass
N-! =N auch orthogonal /unitr ist, und

N'AN = N7VAN = MS(idga) - MS(LA) - ME(idgn) = ME(L4) = D

ist diagonal mit reelle Eigenwerte.
Andererseits, wenn N'AN = D mit D diagonal und reell, dann A = N DN' und A' =
NDN'=NDN' = A. O
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Insbesondere, wenn K = R bekommen wir

Korollar 6.5.4 (Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen). Sei A € R™" eine symmetrische
Matriz. Dann existiert eine orthogonale Matriz N € O,(R) so dass

N'AN =D

diagonal ist.

bbhbbdbdbdbddddd Ende Vorlesung16.7.2024 b b b bbb bbb b &b &

Beispiel 6.5.5. Wir betrachten die symmetrische Matrix

0 —-11
A=|-1 0 1
1 1 0

und wir suchen eine orthonormale Basis von Eigenvektoren fiir R®. Das charakteristisches
Polynom ist

—t -1 1
xa(t)=det | =1 —t 1 | =—tdet oy e (T ) crae (T
L1 1 —t 1 —t 11

=t -D)+{t-1D)+(-1+t) ==t -1 +20t—-1)=—t{t—1)(t+1)+2(t—-1)
—(t—1D(-tt+1)+2)=—-(t-DE+t—-2)=—(t—1>2(t+2)

und die Eigenwerte sind 1, —2.
Wir kénnen eine orthonormale Basis von Ker(A — I3) finden:

-1 -1 1 1 1
Ker(A—I;)=Ker [ -1 -1 1 | = < —11],10 > = (v, v9)
1 1 -1 0 1

Wir sehen dass (v1,vs) eine Basis von Ker(A — I3) ist, aber nicht orthonormal. Um eine
orthogonale Basis zu finden, nutzen wir das Gram-Schmidt-Verfahren:

1
vy=v = | —1
0
1
2
r <U17U2> r 1 / 1
UQ_U2_<U/ U/>U1_ 2_57}1 2
1» %1 1
und am Ende finden wir eine orthonormale Basis:
1
1 V2
U” = = _L
A R e
! 0

N@

|

s
Shshsl
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Wir kénnen auch eine orthonormale Basis von Ker(A + 273) finden:
2 —-11 —1
Ker(A+2;)=Ker [ -1 2 1| = < -1 > = (v3)
1 1 2
und eine orthonormale Basis ist dann

1

1 V3

" = —”[)3 = —\/Lg
[[vs]] X

V3

Endlich, eine orthonormale Basis von Eigenvektoren von A ist:

1 1 1

B = ( " //) _ _\/i f _\f
Ulavzav?: V2 | \éé ) 1\/5
0 G e

Sei N = (vf|vf|vf) die Matrix, die diese Vektoren als Spaltenvektoren hat. Dann kann man
iiberpriifen dass

1 0 O

N'AN=[0 1 0

00 -2

Beispiel 6.5.6. Wir betrachten die hermitesche Matrix

0 -1 1
A=|-1 0 —i]eC¥®
- ¢ 0
und wir suchen eine orthonormale Basis von Eigenvektoren fiir C®. Das charakteristisches
Polynom ist

—t -1 i
i —i -1 —t
(t)y=det [ -1 —t —i] =—tdet| . +1-det| . —di-det | . .
. -5 i —t ( —t ( _t) <_Z t )
= @+ )+ (=) —i(—itit) =t — D+ (t+ 1)+ (1+1) =
=—tt-DE+1)+2(t+1) =0+ (-t —1)+2)
—(t+ )P —t—2)=—(t+1)*(t—2)

und die Eigenwerte sind —1, 2.
Wir konnen eine orthonormale Basis von Ker(A + I3) finden:

1 -1 = 1 —1
Ker(A+ ;) =Ker[-1 1 —i]| = < 1,10 > = (v, vq)
) 0 1
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Wir sehen dass (vy,vy) eine Basis von Ker(A — I3) ist, aber nicht orthonormal. Um eine
orthogonale Basis zu finden, nutzen wir das Gram-Schmidt-Verfahren:

1
= =11
0
_i
/ - 2
r <U17U2> r vy i
v2—v2—<, />1—U2+§U1— 5
1, U1 1
und am Ende finden wir eine orthonormale Basis:
1
2
U” o 1 v — i
T R e
! 0
i
1 V6
V) = ——vy = —#
2 / - 6
[|vg]| 2
V6

Wir konnen auch eine orthonormale Basis von Ker

~—~

A — 213) finden:

-2 -1 1 )
Ker(A+2I3) =Ker | -1 -2 —i | = < —i > = (v3)
-7 1 =2
und eine orthonormale Basis ist dann

i

1 V3
'U.g = —’[)3 = —\/Lg
[[s]] B

3

Endlich, eine orthonormale Basis von Eigenvektoren von A ist:

1 i b

B_(// " //)_ f _\/gl _\/i
- U17U2,U3 - \/5 ) 2\/6 ) 1\/5
0 G Ve

Sei N = (vf|vf|vf) die Matrix, die diese Vektoren als Spaltenvektoren hat. Dann kann man
iiberpriifen dass

1 0 0
NaN=[o0o =10
0 0 2

6.6 Bilinearformen und der Trigheitssatz von Sylvester
Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und sei

b: VxV =R
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eine Bilinearform: das bedeutet dass b bilinear und symmetrisch ist, aber nicht unbedingt positiv
definit. Wenn A = Mp(b) ist die Gramsche Matrix von b beziiglich eine Basis B = (v, ..., vy,),
dann ist A € R™" symmetrisch und wir kénnen die Bilinearform b durch die Bilinearform

(JarR*"XR* 5 R, (z,y) — z'Ay
interpretieren. Skalarprodukte sind wichtige Beispiele von Bilinearformen, aber es gibt andere:

Beispiel 6.6.1 (Der Minkowski-Raum). Sei ¢ € R, ¢ > 0 konstant. Wir betrachten die symme-
trische Matrix

—c 0 0 0
0 1 00
M= 0 010
0 001

und die induzierte Bilinearform
<,)M:R4XR4—>R4, (z,y) — 2" My

Der Vektorraum R zusammen mit dem Bilinearform (, )5 heiBt der Minkowski-Raum. Er war
von Hermann Minkowski eingefiihrt als Modell fiir die Spezielle Relativitét: die Vektoren in
diesem Raum haben vier Koordinaten

t
I
o)
Zs3

xr =

wobei t eine Zeit-Koordinate ist und x, 9, 3 Raum-Koordinaten sind.
Wir wollen Bilinearformen mit Hilfe des Spektralsatzes klassifizieren:

Satz 6.6.2 (Triagheitssatz von Sylvester). Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und
sei b: V xV — R eine Bilinearform auf V.

1. FEs existiert eine Basis B von V' so dass die Gramsche Matrixz diagonal mit Eintrdge in

{1,-1,0} ist:
L, 0 0
Mgby=[0 —I_ 0
0 0 0,

mit 0, € R™*" die Nullmatriz.

2. Wenn die Gramsche Matriz diagonal ist, sind die Anzahl v von positive Eintrdge in der
Hauptdiagonal, die Anzahl r_ von negative Fintrdige und die Anzahl ro von nulle Eintrdge
unabhdngig von der Basis B.

Beweis. 1. Sei B” eine beliebige Basis von V' und sei A = Mp»(b) die Gramsche Matrix von
b. Da die Matrix A symmetrisch ist, existiert eine orthogonale Matrix N € O, (R) so dass
N'-A- N = D diagonal ist. Insbesondere, existiert eine Basis B’ = (v}, ...,v),) von V, so

dass b(v],v’) = 0 falls i # j. Wir setzen dann

1) 7]
—L v, falls b(v),v}) # 0
vy =  V/ICL)
vl falls b(v},v}) =0
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und wir sehen dass b(v;,v;) = 0, falls ¢ # j und dass b(v;, v;) € {—1,0,1}. Das bedeutet
dass die Gramsche Matrix Mp(b) diagonal mit Eintréage in {1,0, —1} ist.

2. Sei B = (vy,...,v,) eine Basis so dass die Gramsche Matrix Mp(b) diagonal ist , und sei
Ai = b(v;, v;). Wir nehmen an dass

A >0 falls 1 <i<rg
bvj,v;)) =<K N\ <0 fallsr, +1<i<r,+7r_
A=0 fallsry+r_+1<:<r,+r_+rnrg
Wir sehen dass r, +r_ 4+ rg = dim V' = n unabhéngig von der Basis B ist, und auch dass

r+ +r_ = rk Mp(b) unabhéngig von der Basis ist (Warum?). Wir miissen nun zeigen dass
r, unabhingig von der Basis ist. Wir zeigen dass

ry = max{dim W | W C V Untervektorraum , by positiv definit }

Wir betrachten den Untervektorraum Vi = (vq,..., v, )iseiv =Y '* z0; € Vmitz; € R
nicht alle Null. Dann

T4
b(v,v) = fo)\l >0
i=1

so dass by, positiv definit ist. Sei nun W C V' ein Untervektorraum so dass by positiv
definit ist, und nehmen wir an, dass dim W > r,. Wir betrachten den Untervektorraum
Vi = (Ur,41,...,0n): s€l v = Z?:u—i-l z;v; € V], mit z; € R dann

n

b(v,v) = Z 7N <0

i=ry+1
Wir sehen dass
dim(WNV]) =dimW + dim V] —dim(W + V) > ry +r_ +ro — dim(W + V)
=dimV —dim(W + V) >0
Das bedeutet dass ein Vektor w € W N V], w # 0 existiert: da w € W, wissen wir dass

b(w,w) > 0 aber da w € V| haben wir gezeigt dass b(w,w) < 0. Widerspruch.
O]

Korollar 6.6.3. Sei A € R™™ eine symmetrische Matriz. Es gibt eine Matric N € GL,(R) so
dass N'AN diagonal mit Eintrige in {—1,0,1}. Auferdem, wenn N*AN diagonal ist, sind die
Anzahl ry von positive Eintrdige, die Anzahl r_ von negative Eintrige und die Anzahl ro von
nulle Eintrige unabhdngig von N.

Beweis. Wir konnen den Satz von Sylvester auf die Bilinearform (, ), anwenden. ]

Definition 6.6.4 (Trigheitssindex oder Signatur). Mit der vorherige Notation, heifit Das Tripel
(ry,r_,ro) das Tragheitsindex oder Signatur von der Bilinearform b oder der symmetrische
Matrix A.

Bemerkung 6.6.5. Der Beweis des Tragheitssatzes von Sylvester zeigt dass

ry = max{dim W | W C V Untervektorraum , by positiv definit }
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Korollar 6.6.6. Eine symmetrische Matriz A € R"*"™ ist positiv definit genau dann, wenn alle
Figenwerte von A positiv sind.

Beweis. Die Matrix A ist positiv definit genau dann, wenn die Signatur (n,0,0) ist. Dank dem
Spektralsatz existiert N € O, (R) so dass N'!AN = D diagonal ist, mit den Eigenwerten von A
in der Hauptdiagonal. Dann hat A Signatur (n,0,0) genau dann, wenn alle Eigenwerte positiv
sind. O

6.6.1 Das Sylvester-Kriterium

Lemma 6.6.7. Sei A € R™" symmetrisch und positiv-definit. Dann det(A) > 0.
Beweis. Da A positiv definit ist, existiert N € GL,(R) so dass N*AN = I,,. Dann

1 = det(N'AN) = det(A) - det(N)?
und dann det(A) > 0. O

Definition 6.6.8 (Fiithrende Hauptminoren). Sei A € R™*" eine Matrix. Die fithrenden Haupt-
minoren von A sind die Determinanten der Untermatrizen von A, die man durch die ersten k
Zeilen und die ersten k Spalten fiir jedes 1 < k < n erhilt. Es gibt n fiihrende Hauptminoren.

Satz 6.6.9 (Sylvester-Kriterium). Eine symmetrische Matriz A € R™" ist positiv definit genau
dann, wenn alle fiihrende Hauptminoren positiv sind.

bhbbbdbdbddddd Ende Vorlesung19.7.2024 b b b bbb bbb b &b &

Beweis. Sei A eine symmetrische Matrix und sei b = ()4 die entsprechende symmetrische
Bilinearform. Fiir jede 1 < k < n, sei A, die Matrix, die wir erhalten, wenn wir die ersten
k Zeilen und Spalten von A nehmen. Sei auch Vi, = (ey,...,¢ex), wobei C = (ey,...,e,) die
kanonische Basis von R" ist. Wir sehen dass Ay = M(c, ..,y (bj,)-

Wenn A positiv-definit ist, dann ist auch by, positiv definit fiir alle k. Das bedeutet dass
det(A;) > 0. Andererseits, nehmen wir an dass det(A;) > 0 fir alle k. Wir zeigen durch
Induktion auf n dass A positiv definit ist. Wenn n = 1 ist die Aussage klar. Nehmen wir an dass
n > 1 und dass die Aussage fiir n — 1 wahr ist. Insbesondere sehen wir dass die symmetrische
Bilinearform by, _, positiv definit ist. Wenn (r4,r_,7¢) die Signatur von A ist, bedeutet dass,
das ry > n — 1. Dann existiert eine N € GL,(R) so dass

10 ... 00
01 ... 0 O
NAN = | ¢ 0 0
00 ... 1 0
00 ... 0 A,

Mit A\, € {—1,0,1}. Da det(A) > 0, wissen wir dass \, = det(N'AN) = det(N)*det(A4) > 0.
Das zeigt dass A\, = 1 so dass v, = n und A ist positiv definit. m

Bemerkung 6.6.10. Alle Aussagen in diesem Abschnitt gelten auch fiir hermitesche Formen
auf komplexen Vektorrdumen und fiir hermitesche Matrizen mit komplexen Koeffizienten.
Insbesondere gelten fiir sie der Tragheitssatz von Sylvester und das Sylvesterkriterium.
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