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Aufgabe 1 (4 + 4 = 8 Punkte)
Bestimmen Sie die Smith-Normalform von
5 -6 -2 3 —4
A=[7 6 2 9 —2|eMat(3x572)
7 4 0 7 —4

und bestimmen Sie den Kern und das Bild der linearen Abbildung ¢ : Z° — Z3, die durch A beziiglich
der Standardbasen dargestellt wird.

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul. Fiir eine Teilmenge U C M ist das Modu-
lerzeugnis definiert als der kleinste R-Untermodul von M der U enthélt: (U)g := Ny<m,ucnyN. Hierbei
verwenden wir analog zur Ringen und Gruppen die Schreibweise N < M dafir, dass IV ein Untermodul
von M ist. Zeigen Sie: (U)r = {>1_; Niwi|n € N,\; € Ryu; € UVi € {1,...,n}}.

Aufgabe 3 (2+2+4+ 242+ 24 2 =12 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Wenn R ein Korper ist, dann ist ein R-Modul dasselbe wie ein R-Vektorraum.

(b) (Zg,+) ist frei als Z-Modul.

(¢) (9Z,+) ist frei als Z-Modul.

(d) Zs3,Zo,Z3 X Zo zusammen mit + sind frei als Zg-Moduln.

(e) Eine maximal linear unabhéngige Teilmenge in einem R-Modul M ist eine Basis von M.
)

(f) Ein minimales Erzeugendensystem eines R-Moduls M ist eine Basis von M.

Aufgabe 4 (7 Punkte)
Es seien G eine endliche abelsche Gruppe und Z" %5 Z™ — G — 0 eine exakte Sequenz von Z-Moduln,
wobei ¢ beziiglich der Standardbasis von Z™ durch A € M, (Z) mit det(A) € Z \ {0} dargestellt wird.
Zeigen Sie, dass die Gruppenordnung von G gegeben ist durch #G = |det(A4)|. Hingt das Ergebnis von
den gewéahlten Basen von Z™ ab? (und warum?)




