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Aufgabe 1 ( 2 + 4 = 6 Punkte)
Sei α ∈ C ein Element, das die Gleichung α5 + 2α3 + 2 = 0 erfüllt und es sei K = Q(α).

(a) Finden Sie eine Basis von K als Q-Vektorraum.

(b) Schreiben Sie 1
α2+2 und (α2 + 2)3 als Q-Linearkombination der Basiselemente.

Hinweis: Sie dürfen bei (a) verwenden, dass das Polynom x5 + 2x3 + 2 ∈ Q[X] irreduzibel ist. Der Beweis
wird auf einem kommenden Blatt nachgeholt.

Aufgabe 2 (4 + 4 = 8 Punkte)
Es sei L/K eine Körpererweiterung. Beweisen Sie:

(a) Ist α ∈ L vom Grad 7 über K, so ist K(α) = K(α2).

(b) Sind α, β ∈ L vom Grad m bzw. n über K, sodass ggT(m, n) = 1, so ist [K(α, β) : K] = mn.

Aufgabe 3 (4 + 4 = 8 Punkte)
Bestimmen Sie den Zerfällungskörper L sowie den Grad [L : Q] für folgende Polynome:

(a) X6 − 1.

(b) X6 + 1.

Aufgabe 4 (6 Punkte)
Sei L/K eine Körpererweiterung mit [L : K] = 2 und char(K) ̸= 2. Zeigen Sie, dass L eine Quadrat-
wurzelerweiterung der Form L = K(α) von K ist. Eine solche Erweiterung nennt man auch einfache
Quadratwurzelerweiterung.


