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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei (V, < ·, · >) ein euklidischer Raum und U ⊂ V eine Teilmenge von V . Zeigen Sie, dass

(
U⊥
)⊥ = 〈U〉

gilt.

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Seien

v1 :=

 1
2
0

 , v2 :=

 2
0
0

 und v3 :=

 0
2
1


in R3 gegeben. Bestimmen Sie aus den Vektoren v1, v2, v3 mit Hilfe des Gram-Schmidt Verfahrens eine
Orthonormalbasis von R3 bezüglich des Standardskalarprodukts.

Aufgabe 3 (3+2=5 Punkte)

Sei für x :=

 x1
x2
x3

 , y :=

 y1
y2
y3

 ∈ R3 die Abbildung < ·, · >: R3 × R3 → R durch

< x, y >:= 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2 + 3x3y3

definiert.

(a) Zeigen Sie, dass < ·, · > ein Skalarprodukt auf R3 definiert.

(b) Berechnen Sie die Gramsche Matrix ME(< ·, · >) von < ·, · > bezüglich der Standardbasis E von
R3.

Aufgabe 4 (3+6+2=11 Punkte)
Sei R[x]≤d der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad ≤ d mit Standardbasis Bd := (1, x, . . . , xd).

(a) Zeigen Sie, dass

< f, g >d:=
∫ 1

0
f(x)g(x) dx

ein Skalarprodukt auf R[x]≤d definiert.

(b) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von R[x]≤2 bezüglich < ·, · >2.

(c) Berechnen Sie die Gramsche Matrix MBd
(< ·, · >d) für alle d ∈ N.

Aufgabe 5* (2* Punkte)
Sei (V, < ·, · >) ein euklidischer Raum und sei || · || : V → R≥0, x 7→ √< x, x > die von < ·, · > induzierte
Norm auf V . Zeigen Sie, dass

< x, y >= 1
4
(
||x + y||2 − ||x− y||2

)
für alle x, y ∈ V gilt, d.h. man kann < ·, · > aus || · || zurückgewinnen.
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