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Ein Beispiel für Axiomatisierung
Definition
Sei A “ pai ,jqi ,j eine n ˆ n Matrix. Die Determinante von A is definiert als

detA “
ÿ

σPSn

sgnpσq ¨ a1,σp1q ¨ ¨ ¨ an,σpnq.

Proposition
(Eigenschaften der Determinante) Seie A eine n ˆ n Matrix. Dann gilt:

1 det ist linear in den Spalten von A

2 detpAq “ 0 falls zwei Spalten von A gleich sind
3 detpInq “ 1, wobei In die Einheitsmatrix ist.
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Definition
Eine Funktion D : Rnˆn Ñ R heißt Determinantenfuktion, falls die folgenden
Eigenschaften gelten:

1 D ist linear in den Spalten von A

2 DpAq “ 0 falls zwei Spalten von A gleich sind
3 DpInq “ 1, wobei In die Einheitsmatrix ist.

Theorem
Es gibt genau eine Determinantenfunktion. Für diese Funktion gilt:

DpAq “
ÿ

σPSn

sgnpσq ¨ a1,σp1q ¨ ¨ ¨ an,σpnq.
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Bedeutung der Axiomatisierung

Stellt Eigenschaften in den Vordergrund ùñ wirkt weniger willkürlich.
Stellt die Theorie auf eine schlanke und elegante Basis (Bsp: Mengenlehre benötigt
“nur” 8+1 Axiome)
Heute die akzeptierte Struktur der Mathematik als Wissenschaft: Axiome sind
Aussagen, welche per Definition wahr sind. Sätze sind Aussagen, deren Gültigkeit
man mit Hilfe von Logik aus wahren Aussagen herleiten kann.

Axiome Sätze
Aussagen-/ Quantorenlogik

Zwischenfrage: welche Rolle spielen Definitionen in diesem Bild?
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Anforderungen an ein Axiomensystem

1 Axiome sind (im Prinzip) willkürlich wählbar. In der Praxis sollten sie aber
“einleuchten”.

2 Effizienz: die Axiome sollten möglichst schwach und möglichst wenige sein.
3 Widerspruchsfrei: man sollte nicht der Lage sein, eine Aussage und ihr Gegenteil zu

beweisen.
4 Vollständig: jede wahre Aussage sollte auch aus den Axiomen gefolgert werden

können.
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Euklids Postulate, 365 – 300 v.Chr.

1 Von einem beliebigen Punkt zu einem anderen ist eine gerade Strecke zu ziehen.
2 Eine gerade Strecke ist beliebig verlängerbar.
3 Um einen beliebigen Punkt ist mit beliebigem Radius ein Kreis beschreibbar.
4 Alle rechten Winkel sind unter sich gleich.
5 (Parallelenpostulat) Zwei Geraden, die von einer Geraden geschnitten werden, wobei

die innen liegenden beiden Winkel zusammen kleiner als zwei rechte sind, treffen sich
dort, wonach die Winkel liegen.
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Proposition I.2: An einen gegebenen Punkt eine gegebene Strecke legen.

Proposition

Gegeben seien ein Punkt A und eine Strecke BC . Dann kann man einen Punkt L finden,
sodass AL und BC gleich lang sind.

Konsequenz: erlaubt man in Zirkel und Lineal Konstruktionen einen Zirkel, der sich
Längen merken kann, dann erhält man die gleiche Geometrie.
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Probleme mit Euklids Postulaten
Schwammige Erklärungen der Begriffe:

“Ein Punkt ist was keine Teile hat.”
ÝÑ “Punkt” wird heute gar nicht mehr definiert.
Existenz des Schnittpunkts zweier Kreise ist nicht sicher!
ÝÑ Algebra und Koordinaten helfen.
Parallelenpostulat historisch umstritten
ÝÑ genauere Untersuchung führte zu nicht-euklidischer Geometrie.

Verbessertes Axiomensystem von Hilbert (“Grundlagen der Geometrie”, 1899).
ÝÑ möglichst kleines, vollständiges, widerspruchsfreies System von Axiomen, welche
keinen Bezug zur geometrischen Anschauung haben (bspw. keine Definition von “Punkt”
oder “Gerade”).
Anmerkung: Hilbert hat sein Axiomensystem in 3D gebaut, aber wir behandeln hier nur
2D.
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Hilberts Axiome I: Inzidenz

Seien P und G Mengen (“Punkte” und “Geraden”). Sei I Ď P ˆ G eine Relation. Wenn
pp, Lq P I dann sagen wir “p liegt auf L” oder “L geht durch p”.
Für diese Daten soll gelten:

Axiom I1: Durch je zwei Punkte geht eine Gerade.

Axiom I2: Durch je zwei Punkte geht höchstens eine Gerade.

Axiom I3: Jede Gerade enthält mindestens zwei verschiedene Punkte.

Axiom I4: Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. (Das heißt, unsere
Geometrie hat mindestens 2 Dimensionen.)
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Inzidenzgeometrie

Definition
Das System pP,G, Iq heißt Inzidenzgeometrie.

Gegeben zwei Inzidenzgeometrien pP1,G1, I1q und pP2,G2, I2q, dann besteht ein
Isomorphismus zwischen Ihnen aus zwei Bijektionen

P1 ÝÑ P2 und G1 ÝÑ G2

sodass sich die induzierte Bijektion P1 ˆ G1 Ñ P2 ˆ G2 zu einer Bijektion I1 Ñ I2
einschränkt.

Zwei Inzidenzgeometries heißen isomorph falles es einen Isomorphismus zwischen ihnen
gibt.
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Beispiel: die Fano-Ebene
Betrachte P “ tA,B,C ,D,E ,F ,Gu und

G “
␣

tA,B,Gu, tA,C ,Eu, tB,C ,F u, tA,D,F u, tB,D,Eu, tC ,D,Gu, tE ,F ,Gu
(

.

Wir sagen p P P liegt auf L P G wenn p P L.
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Die Fano-Ebene ist eine Inzidenzgeometrie. Prüfen Sie die Axiome:

Axiom I1: Durch je zwei Punkte geht eine Gerade.
Axiom I2: Durch je zwei Punkte geht höchstens eine Gerade.
Axiom I3: Jede Gerade enthält mindestens zwei verschiedene
Punkte.
Axiom I4: Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.
(Das heißt, unsere Geometrie hat mindestens 2 Dimensionen.)
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Inzidenzdiagramme

Eine endliche Inzidenzgeometrie kann durch ein Di-
agramm dargestellt werden, indem alle kollinearen
Punkte mit Linien (“Geraden”) verbunden sind.

Konvention
Geraden müssen nicht gerade sein.
Geraden, welche nur zwei Punkte enthalten
werden nicht gezeichnet.

Beispiel: Auch das ist eine Inzidenzgeometrie:
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Ebenen über anderen Körpern
Sei K ein Körper. Betrachte Ebene EK über K mit:

Punkte P “ K 2,
Geraden Gp,v “

␣

x P K 2 | Dt P K : x “ p ` tv
(

.
Fakt: Die Sätze von Desargues, Pappus, und Pascal gelten in EK genauso!

Theorem
(Satz von Pascal, vgl. Skript Bär, Satz 1.4.9) Gegeben seien Geraden G ,H und paarweise
verschiedene Punkte P1,P2,P3 P G sowie Q1,Q2,Q3 P H. Betrachte die Schnittpunkte

G pP1,Q2q X G pQ1,P2q “ tR3u

G pP1,Q3q X G pQ1,P3q “ tR2u

G pP3,Q2q X G pQ3,P2q “ tR1u

Dann sind R1, R2, und R3 kollinear.
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(Nicht-)Realisierbare Geometrien

Definition
Eine Inzidenzgeometrie pP,G, Iq heißt realisierbare ebene Inzidenzgeometrie wenn es einen
Körper K und eine Injektion ι : P Ñ K 2 gibt, sodass:

P,Q,R P P sind kollinear genau dann wenn f pPq, f pQq, f pRq kollinear in EK sind.

Beispiel:

Links: realisierbar, rechts: nicht realisierbar.
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Das Spiel “Dobble”

Jeder Spieler hat eine Karte und es
gibt einen offenen Stapel in der Tis-
chmitte.
Der Spieler, der als erstes das Sym-
bol benennt, welcher sich sowohl auf
der eigenen Karte als auch auf der
obersten Karte des Stapels befindet,
bekommt die Karte.
Wenn der Stapel leer ist, gewinnt der
Spieler mit den meisten Karten.

Das ist eine Inzidenzgeometrie: jede Karte ein Punkt, jedes Symbol eine Gerade.
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Hilberts Axiome II: Anordnung

Sei A Ď P ˆ P ˆ P. Wenn pp, q, rq P A, dann sagen wir “q liegt zwischen p und r ”.
Es soll gelten:

Axiom A1: Falls q zwischen p und r liegt, dann sind p, q, und r drei paarweise
verschiedenen Punkte auf einer Geraden.

Axiom A2: Liegt q zwischen p und r , so liegt q auch zwischen r und p.

Axiom A3: Zu je zwei verschiedenen Punkten p und q gibt es einen Punkt r , sodass q
zwischen p und r liegt. (Genau lesen!)

Axiom A4: Von drei Punkten liegt höchstens einer zwischen den anderen beiden.
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Definition
1 Die Strecke pr ist die Menge aller Punkte zwischen p und r .
2 Zwei Geraden schneiden sich, falls einen Punkt gibt, der auf beiden liegt.
3 Eine Grade L schneidet eine Strecke pr , falls es einen Punkt q gibt, der auf L liegt

und zwischen q und r liegt.

Axiom A5: Sei L eine Gerade und seien p, q, r drei
Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen und von de-
nen keiner auf L liegt. Angenommen, L schneidet pq.
Dann schneidet L auch entweder pr oder qr (aber nicht
beide).

(vgl. Satz 1.7)
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Ein Satz.

Seien die Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfüllt.

Theorem
Zu je zwei verschiedenen Punkten p und q gibt es einen Punkt r , der dazwischen liegt.

Bemerkung: Eine endliche Inzidenzgeometrie kann nicht angeordnet werden.
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Hilberts Axiome III: Kongruenz von Strecken

Sei S die Menge aller Strecken. Sei SK Ď S ˆ S. Wenn ppq, p1q1q P SK, dann sagen wir
dass “pq kongruent zu p1q1” ist.

Axiom K1 (Streckenabtragung): Sei pq eine nicht-leere Strecke. Sei L eine Gerade und
p1, r 1 seien Punkte auf L. Dann gibt es einen Punkt q1 in L, auf der gleichen Seite von p1

wie r 1, sodass pq kongruent zu p1q1 ist.

(vgl. Euklids Proposition I.2)

Axiom K2: Ist pq kongruent zu p1q1, so ist auch p1q1 kongruent zu pq.

Axiom K3 (Addierbarkeit von Strecken): Für i “ 1, 2 seien Li geraden mit jeweils pi , qi , ri
drei paarweise verschiedenen Punkten auf Li , sodass piqi X qi ri “ H. Dann gilt: Ist p1q1
kongruent zu p2q2 und q1r1 kongruent zu q2r2 dann ist auch p1r1 kongruent zu p2r2.
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Hilberts Axiome III: Kongruenz von Winkeln
Sei W die Menge aller Winkel (Äquivalenzklassen von drei Punkten). Sei WK Ď W ˆ W.
Wenn

`

=pa, b, cq,=pa1, b1, c 1q
˘

P WK, dann sagen wir, dass die Winkel kongruent sind.

Axiom K4: Kongruenz von Winkeln bildet eine Äquivalenzrelation.

Axiom K5 (Winkelabtragung): Seien a, b, c nicht kollinear und a1, b1, p nicht kollinear.
Dann gibt es c 1 auf derselben Seite von G pa1, b1q wie p, sodass

=pa, b, cq kongruent zu =pa1, b1, c 1q.

Ist c2 ein weitere Punkt mit dieser Eigenschaft, dann gilt =pa1, b1, c 1q “ =pa1, b1, c2q.

Axiome K6: Seien a, b, c nicht kollinear und a1, b1, c 1 ebenfalls nicht kollinear. Seien weiter
ab kongruent zu a1b1,
ac kongruent zu a1c 1 und
=pb, a, cq kongruent zu =pb1, a1, c 1q.

Dann gilt auch =pa, b, cq kongruent zu =pa1, b1, c 1q. (vgl. Kongruenzsatz sws)
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Hilberts Axiome IV: Parallelen

Zwei Geraden heißen parallel wenn sie sich nicht scheiden.

Theorem
Sei L eine Gerade und p ein Punkt nicht auf L. Dann gibt es eine Gerade L1 durch p,
welche parallel zu L ist.

Axiom P: Sei L eine Gerade und p ein Punkt nicht auf L. Dann gibt es höchstens eine
Gerade L1 durch p, welche parallel zu L ist.
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Hilberts Axiome V: Vollständigkeit

Seien alle Inzidenz-, Anordnung-, und Kongruenzaxiome erfüllt.

Proposition
Sei L eine Gerade und p und q zwei verschiedene Punkte inzident zu L. Dann trägt die
Menge der Punkte, welche inzident zu L sind, die Struktur eines Körpers so, dass p das
neutrale Element der Addition und q das neutrale Element der Multiplikation ist.

Wir wollen erreichen, dass dieser Körper gleich R ist:

Axiom V1 (Archimedisches Axiom): Seien pq und p1q1 zwei nicht-leere Strecken. Dann
gibt eine Zahl n, sodass n-maliges abtragen von p1q1 beginnend bei p in Richtung q eine
Strecke ergibt, die pq enthält.
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Nicht-archimedische Körper
Definition
Sei K ein Körper. Eine Funktion | ¨ | : K Ñ R heißt Betrag, falls für alle x , y P K gilt

1 |x | ě 0 und |x | “ 0 genau dann wenn x “ 0,
2 |xy | “ |x ||y | und
3 |x ` y | ď |x | ` |y |.

Beispiel: Sei K “ Rptq der Körper der rationalen Funktionen mit reellen Koeffizienten, also

K “

"

f

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f , g P Rrts, g ‰ 0
*

.

Für ein Polynom f “
řn

i“0 ai t
i P Rrts definiere die Ordnung ord f “ minti | ai ‰ 0u.

Definiere weiter
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ exppord g ´ ord f q.

Dann ist | ¨ | ein Betrag auf K , welcher das archimedische Axiom nicht erfüllt.
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Noch könnten wir eine Ebene über einem Unterkörper von R betrachten...

Definition
Ein vorläufiges Modell der Euklidischen Geometrie ist ein Tupel von Daten

pP,G, I,A,KS,KWq

welches alle bisherigen Axiome erfüllt.

Axiom V2 (Maximalität): Es gibt kein vorläufiges Modell der Euklidischen Geometrie,
welches mehr Punkte oder Geraden enthält.
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Erfolgreiche Axiomatisierung der euklidischen Geometrie

Folgender Satz wurde von Hilbert bewiesen:

Theorem
Es gibt (bis auf Isomorphie) genau ein maximales vorläufiges Modell der Euklidischen
Geometrie. Dieses ist das kartesische Modell.
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Nicht-euklidische Geometrie

Historisch gab es viel Streit um Euklids Parallelenpostulat: es wirkt zu kompliziert für ein
Axiom.
Videoempfehlung: https://www.youtube.com/watch?v=lFlu60qs7_4&t=1402s

Tatsächlich ist das Parallelenpostulat unabhängig von den restlichen Axiomen: Ersetzt
man Axiom (P) (Parallele sind eindeutig) durch

Axiom HP: Sei L eine Gerade und p ein Punkt nicht auf L. Dann gibt es mindestens zwei
verschiedene Geraden durch p, welche parallel zu L sind.

Dann liefert auch das eine konsistente Axiomatisierung einer Geometrie, nämlich der
hyperbolischen Geometrie. Diese wurde von János Bolyai, Carl Friedrich Gauß und Nikolai
Iwanowitsch Lobatschewski entdeckt.
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