
Geometrie Changelog

Felix Röhrle

Die Vorlesung basiert primär auf dem Vorlesungsskript von C. Bär, Kapitel 1 bis 4. Jedoch habe
ich mich an diversen Stellen dazu entschieden Themen zu überspringen oder aber mehr in die Tiefe zu
gehen. Dieses Dokument gibt einen Überblick darüber, was genau weggelassen wurde bzw. was ergänzt
wurde. Besonders viele Zusätze ergeben sich in Kapitel 2 beim Thema Symmetrie.

1 Euklidische Geometrie
• Anders: Neben-, Wechsel-, Scheiteilwinkelsatz kommen im Skript nicht explizit vor. Genauso die

Addition von benachbarten Winkeln (Prop. I.2.10 in der Vorlesung). Die Winkelsumme im Dreieck
wird im Skript auch bewiesen, aber mit anderem Beweis.

• Zusätzlich: Gegenbeispiel zum Strahlensatz ohne den Zusatz „zwischen genau dann wenn zwischen“
[1, S. 3], orientierter Strahlensatz und Teilverhältnis (siehe auch Übungsblatt) [1, S. 4] und Satz
von Menelaos [1, S. 17].

• Gekürzt: Satz von Pascal im Kontext von Axiomatik erwähnt, aber nicht bewiesen.

• Zusätzlich: Wiederholung quadratische Ergänzung.

• Zusätzlich: Falscher Satz „alle Dreiecke sind gleichseitig“, siehe Video-Link auf Website.

• Zusätzlich: Satz vom Umfangs- und Mittelpunktswinkel [1, S. 34f]. Siehe auch Skript Beweis von
Lem. 4.4.20.

• Weggelassen: Satz von Morley.

• Anders: Axiomatik. Siehe Folien auf Website.

• Weggelassen/ aufgeschoben: Abschnitt 1.7 Kurven zweiten Grades (der Teil über Hyperbeln wurde
in Kapitel 4 der Vorlesung nachgeholt).

2 Metrische Räume
• Zusätzlich: mehr Rechenregeln für Kreuzprodukt. [2, Abschnitt 1-4.]

• Zusätzlich:

– Symmetrien des Würfels
– Färbungen
– konjugierte Untergruppen
– Klassifikation der Rosettengruppen, Klassifikation der diskreten Untergruppen von E(2) in

Rosetten-, Fries-, und Ornamentgruppen, Klassifikation der Gitter in R2, Kristallographische
Bedingung [1, Abschnitt 2.7]. Anmerkung: ggf. Hinweise zur Punktgruppe auf der Website
beachten.

• Lemma 2.4.24 haben wir in der Vorlesung nicht bewiesen, es ist aber trotzdem sehr wichtig für
Übungen und sollte gut verstanden werden.

• Weggelassen: Beispiel 2.4.27

• Beachte: das Unterkapitel „2.2 Ähnlichkeitstransformationen“ im Skript haben wir im Prinzip be-
handelt, allerdings bereits vorgezogen bei der Ähnlichkeit in der euklidischen Geometrie.
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3 Sphärische Geometrie
• Abschnitt III.1 der Vorlesung ist im Wesentlichen wie 3.1 im Skript, bis auf Reihenfolge. Satz 1.14

der Vorlesung “Umfang des sphärischen Dreiecks” wird im Skript nicht als Resultat genannt, der
Beweis versteckt sich aber im Beweis von Skript Satz 3.1.15 „Winkelsumme im sphärischen Dreieck“.

• Zusätzlich: Anwendung auf „Flugrouten“ (Vorlesung Beispiel III.1.21), siehe [1, Seite 202]

• Anderer Beweis: Satz 3.2.3 im Skript haben wir mit anschaulicheren Argumenten bewiesen.

• Weggelassen: Skript Bemerkung 3.2.4 und Satz 3.2.5

• Abweichung vom Skript: Formel für den Flächeninhalt des sphärischen Dreiecks haben wir wie in
[1, Kapitel 4.5, Satz 15] hergeleitet. Dazu haben wir

– Additivität des sphärischen Flächeninhalts bei Zerlegung entlang von Großkreisbögen bewie-
sen und

– die Fläche des sphärischen Dreiecks wie in [1, Kapitel 4.5, Satz 14] bestimmt.

Das ersetzt Skript Beispiel 3.3.6 und Satz 3.3.7.

• Weggelassen: Skript Beispiel 3.3.8.

• Gekürzt: die Rechnungen aus den Beweisen von Skript Lemmas 3.4.1 und 3.4.9, sowie Satz 3.4.12
sind zum selbst nachlesen/ durcharbeiten überlassen.

• Erweiterte Definition: wir haben Tangenvektoren an parametrisierte Kurven definiert und damit
den Schnittwinkel zwischen parametrisierten Kurven. Das ersetzt Definition 3.4.7. Ein grundlegen-
der Umgang mit parametrisierten Kurven wird im Skript in Kapitel 5 vermittelt, aber das kommt
so ausführlich nicht in der Vorlesung dran.

• Verkürzt: Den Formalismus zu sphärischen Graphen (Definition 3.5.8) haben wir weggelassen.

• Verkürzt: Definition 3.5.10, 3.5.11 und Proposition 3.5.12 haben wir nicht explizit gemacht. Statt-
dessen, haben wir den Beweis von Lemma 3.5.13 direkt per Induktion bewiesen (effektiv zeigt das
die erste Aussage von Proposition 3.5.12).

4 Hyperbolische Geometrie
• Nachgeholt: Hyperbeln und Hyperbelfunktionen (Skript 1.7.14 – 1.7.22)

• Zusätzlich: numerisches Beispiel “sehr dünnes Dreieck”

• Erwähnt ohne Beweis: Umfang hyperbolischer Kreis = 2π sinh(r)

• Zusätzlich: Satz über Parkettierung der hyperbolischen Ebene mit regelmäßigen n-Ecken

• Weggelassen: Skript Satz 4.3.1 und Beispiel 4.3.2 (hyperbolischer Flächeninhalt der Hyperbelkappe)

• Zusätzlich: hyperbolische Kreise in H2 und D2

• Weggelassen: Skript Kapitel 4.5 Kegelschnitte
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