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Kapitel 1

Gruppen

1.1 Definition von Gruppe
Definition 1.1.1 (Gruppe). Eine Gruppe ist eine Menge GG zusammen mit einer Verkniipfung
o:GxG—G (a,b) » aeb
mit drei Eigenschaften:
o Assoziativitit: Fur alle a,b,c € G gilt: ae (bec) = (aeb) ec.
e Neutrales Element: Es gibt ein Element e € GG so, dass a e e = e @ a = a fiir alle a € G.

o Inverses Element: Fiir alle a € G gibt es ein Element a™! € G so, dass aea™! =a lea = ¢,

wobel e ein neutrales Element von G ist.

Wir schreiben manchmal eine Gruppe als (G, e), um zu zeigen, dass wir die Menge G
zusammen mit der Verkniipfung e als Gruppe betrachten. Manchmal schreiben wir einfach G
wenn keine Verwechslung moglich ist.

In der Definition steht das ein neutrales element und ein inverses Element existieren, also
prinzipiell kénnen wir zwei haben. Sie sind tatséchlich eindeutig bestimmt:

Proposition 1.1.2. Sei (G, e) eine Gruppe.
1. Seien e, e’ zwei neutrale Elementen von G. Dann e = €.
2. Seia € G und seien a™', (a™') zwei Inverse von a. Dann a™' = (a™1)'.

Beweis. 1. Da e ein neutrales Element von G ist, wissen wir dass ¢’ = e e ¢/, aber da ¢’ auch
ein neutrales Element von G ist, wissen wir dass e @ ¢/ = e. Es folgt dass e = €'

2. Da (a!) eine Inversen von a ist, wissen wir dass e = a e (a~!)’. Wir koennen beide Seiten
mit a~! verknupfen:

o= tec=ale(ae ()= (0 ea)e (@) = o) = (a7!)

Jetzt kénnen wir “das neutrale Element” und “das inverse Element” sagen.
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1.1.1 Viele Beispiele

Beispiel 1.1.3 (Ganze Zahlen). Das grundlegende Beispiel einer Gruppe ist die Menge Z von
ganzen Zahlen. Die Verkniipfung hier ist die Summe von Zahlen

+:ZxZ—7Z (a,b)— a+b.
Wir iiberpriifen die drei Eigenschaften:
e Die Summe ist assoziativ: Fiir alle a,b, ¢ € Z gilt, dass a + (b+¢) = (a + b) + c.
e Die Null ist das neutrale Element: Fiir alle a € Z gilt, dassa+0=04a = a.
e Das inverse Element einer ganzen Zahl a ist —a: a + (—a) = (—a) + a.

Beispiel 1.1.4 (Rationale Zahlen ohne Null). Eine andere bekannte Gruppe ist die Menge
Q* =Q\ {0} mit der Verkniipfung Multiplikation:

QP xQF— Q" (a,b) —a-b

Diese Verkniipfung ist wohldefiniert, weil, wenn a,b € Q beide nicht Null sind, dann ist a - b
nicht Null auch. Wir {iberpriifen die drei Eigenschaften:

e Die Multiplikation ist assoziativ: Fiir alle a,b,c € Q* gilt, dass a - (b-¢) = (a-b) - .

e Die Eins ist das neutrale Element: Fiir alle a € Q* gilt, dassa-1=1-a = a.

e Das inverse Element von a € Q* ist a=! = %

Man kann auf diese Weise zeigen, dass R* = R\ {0} und C* = C\ {0} mit der iiblichen
Multiplikation zwei Gruppen sind.

Beispiel 1.1.5 (Vektorrdume). Ein Beispiel aus der linearen Algebra sind Vektorrdume. Jeder
Vektorraum V ist eine Gruppe mit der Summe:

+:VxV =V (u,v) > u+v

Zum Beispiel R? R3, Q%23 mit der komponentenweisen Addition sind alle Gruppen. Und die
Menge C[z]| von allen komplexen Polynome ist eine Gruppe mit der iiblichen Addition von
Polynomen.

Beispiel 1.1.6 (Invertierbare Matrizen). Noch ein Beispiel aus der linearen Algebra sind
invertierbare Matrizen. Eine reelle n x n Matrix A heifit invertierbar, wenn eine andere n X n
reelle Matrix A~! existiert, so dass

A- A=A A=1d,.
Hierbei bezeichnet A - A~! die iibliche Matrixmultiplikation und Id,, ist die Einheitsmatrix:

1 0 ... 0
0 1 0

—
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Sei GL,(R) = {A € R™"™| A invertierbar }. Wir wollen zeigen, dass GL,(R) eine Gruppe mit
der iiblichen Matrizenmultiplikation ist:

-t GLy(R) X GLy(R) — GL,(R) (A, B)— A-B

Diese Verkniipfung ist wohldefiniert: Seien A und B in GL,(R) zwei invertierbare Matrizen mit
Inversen A~! und B~'. Dann ist AB ebenfalls invertierbar, mit dem Inversen B~1A~!:

BA' (AB)=B'-(A"'A)-B=B"-1d,-B=B"'-(ld,-B)= B - B=1d,

Wir konnen auch mit der Determinante argumentieren: Eine reelle Matrix A € R™™" ist
invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0. Wenn A und B beide in GL,(R) invertierbar sind,
dann ist det(A) det(B) # 0, so dass det(AB) = det(A) det(B) # 0. Das zeigt erneut, dass AB
invertierbar ist. Jetzt miissen wir zeigen, dass die Matrixmultiplikation alle drei Eigenschaften
erfiillt:

e Die Matrixmultiplikation ist assoziativ: Fiir alle A, B,C' € GLy(R) gilt, dass A- (B-C) =
(A-B)-C.

e Die Einheitsmatrix ist das neutrale Element: Fir alle A € GL,(R) gilt, dass A -1d,, =
Id,,-A = A.

e Die Matrixinverse ist das Inverse.

Beispiel 1.1.7 (Natiirliche Zahlen). Wir sollten auch etwas sehen, das keine Gruppe ist.
Betrachten wir die natiirlichen Zahlen N = {0, 1,2, ... } mit der iiblichen Summe. Wir {iberpriifen
die drei Eigenschaften einer Gruppe:

e Die Summe ist assoziativ.
e Die Null ist das neutrale Element.

e Das Inverse existiert nicht immer: Fiir a € N, a # 0 und fiir alle b € N haben wir, dass
a+b # 0. Ein Grund ist zum Beispiel, dass aus a > 0 und b > 0 folgt, dass a+b > 0. Oder
wir konnen auch mit Z argumentieren: Ein Inverses von a in N wére auch ein Inverses
von a in Z. Ein Inverses von a in Z ist —a, und wir wissen, dass es ein einziges Inverses
gibt. Also, wenn a ein Inverses in N haben miisste, dann miisste es —a sein. Aber —a ¢ N,
wenn a > 0.

Bemerkung 1.1.8. Ob eine Menge G eine Gruppe ist oder nicht, héngt nicht nur von der Menge
ab, sondern auch von der Verkniipfung. Zum Beispiel, wenn wir sagen, dass “die natiirlichen
Zahlen keine Gruppe sind”, meinen wir eigentlich, dass “die natiirlichen Zahlen mit der iiblichen
Summe keine Gruppe sind”. Mit einer anderen Verkniipfung kénnen die natiirlichen Zahlen
tatsdchlich eine Gruppe sein. Zum Beispiel, wir definieren eine Verkniipfung & als die {ibliche
Summe von zwei natiirlichen Zahlen in dezimaler Zifferndarstellung, aber ohne Ubertrag:

489 @ 59 = 438, 489 @ 621 = 0.

Man sollte also immer klar im Kopf haben, mit welcher Verkniipfung man arbeitet, auch wenn
man dies nicht explizit angibt.
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Bemerkung 1.1.9. Noch ein Beispiel von eine nicht-Gruppe. Betrachten wir die Menge von
komplexe Polynome die nicht Null sind:

CIX]" ={f(z) € C[X]| f(x) # 0}
Als Verkniipfung nehmen wir die iibliche Multiplikation von Polynome:
< CIX] < CIXT" = CIXT" (f(2),9(x)) = f(x) - g(x)

Das ist wohldefiniert weil, wenn f(z), g(z) nicht Null sind, denn ist f(z) - g(x) nicht null auch.
Wir uberpriifen die drei Eigenschaften:

e Die Multiplikation ist assoziativ.
e Die Fins ist das neutrale Element.

e Das inverse Element existiert nicht immer: betrachten wir zum Beispiel das Polynom
f(z) = x. Wir zeigen jetzt dass x kein inverses Element hat. Wenn g(x) ein inverses ist,
denn g(x) - x = 1 und insbesondere deg(1) = deg(g(z)z), aber deg(g(x)) > 0 fiir alle g(x)
und dann

0 = deg(1) = deg(g(z)z) = deg(g(z)) + deg(z) >0+1=1

Das ist ein Widerspruch. Also, = hat kein inverses in C[X]*.

Definition 1.1.10 (Kommmutative oder abelsche Gruppe). Eine Gruppe (G, ®) heifit kommu-
tativ oder abelsch wenn
aeb=>beaqa fiirallea,be G

Beispiel 1.1.11. Die Gruppen (Z, +), (Q*,-) oder (V,+), wo V ein Vektorraum ist, sind alle
kommutativ. Die Gruppe (GL,(R),-) ist nicht Kommutativ wenn n > 2. Zum Beispiel

LOY (1Y 11y 2 1) (11 (10

1 1)\2 1) \3 2 3 1) \21 1 1)
Beispiel 1.1.12 (Restklassen modulo n). Sei n € Z. Wir definieren die Kongruenz modulo n
zwischen a, b € Z wie folgt:

a=b modn genau dann, wenn n|(a—b) in Z

Wir zeigen dass die Kongruenz modulo n eine Aquivalenzrelation auf Z ist: wir miissen die drei
Eigenschaften einer Aquivalenzrelation uberpiufen.

o Reflexivitat: a = ¢ mod n weil n immer a — a = 0 teilt.

e Symmetrie: wenn a = b mod n, denn b = a mod n auch. Aber das ist einfach, weil
n|(a — b) gilt genau dann, wenn n|(b — a) gilt.

e Transitivitidt: wenn a = b mod n und b = ¢ mod n, denn a = ¢ auch. Aber das ist einfach,
weil a — ¢ = (a — b) + (b — ¢) so dass, wenn n beide (a — b) und (b — ¢) teilt, dann n teilt
(a — ¢) auch.
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Das zeigt dass die Kongruenz eine Aquivalenzrelation ist. Wir schreiben Z /nZ fir die Menge
von Aquivalenzklassen dieser Relation. Die heilen Restklassen modulo n:

Z/nZ = {[a] |a € Z} [a| =[b| in Z/nZ <= a=b modninZ
Wir definieren eine Summe auf Z/nZ wie folgt:
+: Z/nZL X Z/nZ — Z/nZ, (lal],[b]) — [a + D]

Das ist wohldefiniert: seien a, b, a’b’ € Z so dass [a] = [¢'] und [b] = [V'] in Z/nZ. Wir miissen
zeigen dass [a + b] = [@ + V] in Z/nZ. Anders gesagt, wir mussen zeigen dass, wenn a = o
mod n und b =& mod n gelten, dann gilt a + b = o’ + b mod n auch. Aber das ist einfach,
weil
at+tb—d —b=(a—d)+(b-V)
und, wenn n beide a — a’ und b — b’ teilt, dann teilt n (a — a’) + (b — b') auch.
Wir zeigen jetzt dass die Menge Z/nZ mit dieser Summe eine Gruppe ist:

o Assoziativitét: [a] + ([b] +[c]) =[a] + [b+ ] =[a+ b+ ] = [a+b] + [¢] = ([a] + [b]) + [¢]
fir alle [a], [b], [c] € Z/nZ.

e Neutrales Element: [a] + [0] = [a] = [0] + [a] fiir alle [a] € Z/nZ.
e Inverses Element: [a] + [—a] = [0] = [—a| + [q] fiir alle [a] € Z/nZ.

Das zeigt, dass (Z/nZ,+) eine Gruppe ist. Auflerdem, ist es eine kommutative Gruppe, da
la] + [b] = [a+ b] = [b] + [a] fiir alle [a], [b] € Z.

Auflerdem, Z/nZ ist eine endliche Gruppe: erstmal sehen wir dass Z/nZ = 7Z/(—n)Z so dass
wir koennen annehmen dass n > 0 ist. Also, sei n € N, wir wollen zeigen dass Z/nZ genau n
Elemente hat:

Z/nZ = {[0),[1],. .., [n — 1]}.

das bedeutet dass fiir jede a € Z es gibt genau ein r € {0,1,...,n — 1} so dass [a] = [r] n Z/nZ.
Das ist eine einfache Konsequenz von der iibliche Division mit Rest: fiir jede a € Z existieren
genau ein k € Z und ein r € {0,1,...,n — 1} so dass

a=k-n+r

Die Zahlen k und r heiflen das Ganzzahlquotient und der Rest von der Division. Insbesonders,
sehen wir dass [a] = [r] in Z/nZ. Angenommen wir dass noch ein 7’ € {0,1,...,n — 1} existiert,
so dass [a] = [r'] in Z/nZ. Dann existiert k' € Z so dass a = k' - n +1'. Aber, da das Quotient
und der Rest von der Division eindeuting bestimmt sind, es muss sein dass &k = k£’ und r = r'.

1.1.2 Allgemeine Eigenschaften einer Gruppe
Wir zeigen jetzt manche nutzliche Eigenschaften einer Gruppe:
Proposition 1.1.13. Sei (G, e) eine Gruppe und a,b,z € G.

1. Wennaex =0bdannx=a ' eb.

Wenn xea=>0 danna=>bea !
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2. Wenn aex =bex, dann a = b.
Wenn rea =xeb, dann a = b.
Beweis. 1. Wenn a e x = b, dann kénnen wir beide Seite mit a=! von links Verkniipfen und
wir bekommen
aleb=a"'e(aer)=(aea )er=cer=u2.

Etwas anliches funktioniert wenn x e a = b.

2. Wenn a e x = b e 2, dann kénnen wir beide Seiten mit 2! von rechts Verkniipfen und wir
bekommen

1 —= ge(zer—1)=be(rex!)

= geec=bee =— aq=0>.

(aezx)ex = (bex)ex

Etwas anliches funktioniert wenn x e ¢ = 2 e b.
O

Bemerkung 1.1.14. Die zweite Eigenschaft in der vorherigen Proposition heifit Kiirzbarkeit.
Jetzt zeigen wir, wie sich die Inverse in Bezug auf die Verkniipfung verhélt
Proposition 1.1.15. Sei (G, e) eine Gruppe und a,b € G.

1. Wennaeb=ce oderbea=ce, denna=>b""'.

2. (V) =a.
3. (aeb)t=b"lea
Beweis. 1. Die Definition sagt dass a das Inverses von b ist, wenn beide Gleichungen a e b =

bea = e gelten. Der Sinn von dieser Proposition ist dass eine Gleichung reicht. Also,
angenommen dass a e b = e, Proposition [1.1.13| zeigt dass b = a~! @ ¢ = a~!. Die gleicht
Proposition ergibt die Losung wenn b e a = e.

2. Sei x = a~!. Wir wollen zeigen dass !

1

= a. Es reicht zu zeigen dass a e x = ¢, aber

aer=aea ' =e.
3. Sei z = aeb. Wir wollen zeigen dass v~ = b~ 'ea~!. Es reicht zu zeigen dass ze(b~'ea™!) =
e, aber

re(blea )= (aeb)e (bl ea)
—ae(beblea ) —as(bet)ea )
=ae(cea')=aea ! =c¢.
O

Bemerkung 1.1.16. In der letzten Beweis haben wir mehrfach die Assoziativitat benutzt. Es
ist aber manchmal etwas aufwendig, alle Klammern explizit aufzuschreiben, also in der Zukunft
schreiben wir in einer Gruppe (G, @) einfach a e b e ¢ statt (a e b) e ¢ oder a e (b e ¢). Dank die
Assoziativitéit, diese Ausdriicke sind gleich, damit keine Verwechslungsgefahr besteht wenn wir
nur a e b e ¢ schreiben. Mit der gleichen Begriindung konnen wir sie auch fiir mehrere Elemente
schreiben so dass der Ausdruck

ayeayeaze---eay,

ein wohldefiniertes Element von G ist, wenn a; € GG beliebige Elemente von G sind.
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Wir fithren jetzt ein bisschen mehr Notation ein: sei (G, e) eine Gruppe und ¢g € G. Fiir
n € N definieren wir

@ =e g'=gege---eg(nmal), g"=g 'eg e ---eg ! (nmal), wennn >0
so dass wir eigentlich ¢" fiir alle k € Z definiert haben.
Proposition 1.1.17. Seien (G, e) eine Gruppe und g € Z eine Elemente. Dann

1 (g") = (g H" =g fiir allen € Z.

2. (g™)™ = g"™™ fir alle n,m € Z.

3. ¢g"t = g™ e g™ fiir alle n,m € Z.
Auflerdem, wenn G kommutativ ist, und a,b € G dann

4. (aeb)" =a"eb" fiir allen € 7.

Beweis. Eine gute Ubung.

1.2 Untergruppen

Definition 1.2.1 (Untergruppe). Sei (G, e) eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine
Teilmenge H C G mit drei Eigenschaften;

l.ee H.
2. wenn a,b € H dannaeb e H.
3. wenn a € H, dann a™! € H.
Wir schreiben manchmal H < G um zu bezeichnen dass H eine Untergruppe von G ist.

Bemerkung 1.2.2. Sei (G, e) eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Die Abbildung
o: Hx H— H, (a,b) —aeb

wo a e b die Verknupfung von G ist, ist wohldefiniert, weil wenn a,b € H dann a e b. Diese
Abbildung ist eine Verkniipfung auf H, und H mit dieser Verkniipfung ist eine Gruppe: die
Assoziativitdt a e (be c) = (a e b) e ¢ gilt fiir alle a,b,c € H weil sie fiir alle a,b, ¢ € G gilt.
AuBerdem, das neutrales Element in H ist das neutrales element e € G und das inverses eines
Element a € H ist das inverses a~! € G.

Bemerkung 1.2.3. Wir sollten hier ein wenig vorsichtig sein. Wenn wir sagen, dass eine
Untergruppe von (G, e) eine Teilmenge ist, die auch eine Gruppe ist, haben wir immer die
Verknupfung e von G im Kopf. Zum Beispiel, Q ist eine Gruppe mit der Summe und Q* ist
eine Gruppe mit der Multiplikation, aber Q* ist keine Untergruppe von Q (warum?), obwohl sie
eine Teilmenge von Q ist, die auch eine Gruppe ist.
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Von nun an werden wir die Verkniipfung e nicht immer explizit schreiben, wenn keine
Verwechslungsgefahr besteht

Beispiel 1.2.4. Sei n € Z und nZ = {n - k| k € Z} die Teilmenge von alle Elemente die teilbar
durch n sind. Diese ist eine Untergruppe von Z. Wir uberpriifen die drei Eigenschaften:

1. 0eZ,da0=n-0.
2. Wenna=n-kund b=n-hin Z sind, dann ist a + b =n- (h + k) in nZ auch.
3. Wenn a = n - k in nZ ist, dann ist —a = n - (—k) auch.

Zum Beispiel, die Menge 27Z von alle gerade ganze Zahlen ist eine Untergruppe. Ist die Menge
von alle ungerade Zahlen eine Untergruppe?

Beispiel 1.2.5. Seien (G, e) eine Gruppe und g € G ein Element. Wir betrachten die Menge
(9) = {g™|n € Z}. Diese ist eine Untergruppe:

co=gelg)
e Wenn ¢", g™ € (g) dann g" e g™ = "™ € (g).
e Wenn g" € (g), dann (¢")~" = g7 € (g).

Die Untergruppe (g) heifit die Untergruppe erzeugt von g. Zum Beispiel, die Untergruppe < n >
erzeugt von n in Z ist genau nzZ.

Beispiel 1.2.6. Sei K ein Kérper und GL,(K) die Gruppe von invertierbare Matrizen. Die
Teilmenge SL,(K) = {A € GL,(K)| det(g) = 1} ist eine Untergruppe von GL,(K). Wir
uberpriifen die drei Eigenschaften:

1. det(1d) = 1.
2. Wenn det(A) = det(B) = 1 dann det(A - B) = det(A) -det(B) =1-1= 1.
3. Wenn det(A) = 1, dann det(A™!) =det(A)" ' =171 = 1.

Die Gruppe SL,(K) heiit die spezielle lineare Gruppe.

Beispiel 1.2.7. Wir betrachten C* mit der Multiplikation als Gruppe. Die Menge S! = {z €
C* | |z| = 1} ist eine Untergruppe. Wir ubepriifen die drei Eigenschaften:

1. 1e S
2. wenn a,b € S* dann |ab| = |a| - |b] =1-1=1.
3. wenn a € S', dann a7t = |a| "t =171 = 1.

Die Menge p,, = {z € C*| 2" = 1} ist eine Untergruppe von S', sodass sie auch eine Untergruppe
von C* ist. Wir uberpriifen die drei Eigenschaften:

1. 1" =1,sodass 1 € uy,.

2. wenn ¢ =1 und v" =1, dann (ab)" =a" - 0" =1-1=1.
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3. wenn ¢" = 1, dann (a7 !)" = (a")' =171 = 1.

Sei ¢, = e . Wir sehen dass (¢) = {¢*|k € Z} und fiir alle k € Z sehen wir dass ((*)" =
(¢MF = 1% =1, also {¢) C p,. AuBerdem wiBen wir dass wenn 2" = 1, dann z = ¢ fiir ein

k € Z. Also, p,, = ().
Proposition 1.2.8. Sei (G, e) eine Gruppe.
1. Seien Hy, Hy C G zwei Untergruppen, dann Hy N Hy ist auch eine Untergruppe.
2. Sei (H;|i € I) eine Familie von Untergruppen von G, dann NierH; ist eine Untergruppe.

Beweis. Da (1) ein Spezialfall von (2) ist, geniigt es, (2) zu Zeigen. Sei H = N;erH;. Es ist
einfach zu zeigen dass H eine Untergruppe ist: z.B. da jede H; eine Untergruppe ist, wissen
wir dass e € H; fiir alle 2 € I, so dass e € H auch. Eine &hnliche Argumentation zeigt, dass H
durch die Verkniipfung und die Inversen geschlossen ist. O]

Bemerkung 1.2.9. Die Vereinigung von Untergruppen ist im Allgemeinen keine Untergruppe.
Z. B. 27 und 3Z sind zwei Untergruppen von Z aber 27 U 3Z ist keine Untergruppe: 2 € 27Z
und 3 € 3Z, aber 2 + 3 =5 ¢ 27 U 3Z. Deswegen haben wir die folgende Definition:

Definition 1.2.10 (Erzeugte Untergruppe). Sei (G, e) eine Gruppe und S C G eine Menge.
Die Untergruppe erzeigt von S ist
(s)= () H

H<G,
SCH

Bemerkung 1.2.11. Die Untergruppe (S) ist die kleinste Untergruppe die S enthalt. Dass
bedeutet dass, wenn H < G eine Untergruppe ist, so dass S C H, dann (S) < H.

Beispiel 1.2.12. Sei G eine Gruppe und g € G ein Element. Die Untergruppe (g) = {¢" |n € Z}
ist genau die Untergruppe erzeugt von G.

Beispiel 1.2.13. Sei G eine kommutative Gruppe, und seien a,b € G zwei Elementen. Wir
sagen, dass
(a,b) = {a"b™ | n,m € Z}.

Wenn G eine Kommutative gruppe ist und S C G eine Teilmenge ist, dann haben wir
(S) ={a*a3?...a}*|a; € S,n; € Z}

Ist das noch wahr wenn G nicht kommutativ ist?

1.2.1 Nebenklassen

Definition 1.2.14 (Nebenklasse). Seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Sei auch
g € G ein Element. Die Nebenklasse von g ist die Menge

gH = {gh|h € H}
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Bemerkung 1.2.15. Die Menge gH ist, genauer gesagt, die Linksnebenklasse von g. Die
Rechtsnebenklasse von ¢ ist die Menge

Hg={hg|h € H}

Wir werden normalerweise mit Linksnebenklassen arbeiten, und wir werden einfach “Nebenklas-
sen” nutzen.

Lemma 1.2.16. Seien G eine Gruppe, H eine Untergruppe und g1 H und goH zwei Nebenklassen.
Die folgende Aussage sind Aquivalent:

1. 92—191 € H.
2. g1 € goH.
3. ng:ggH

Beweis. (1) = (2): Wenn h € H existiert so dass g; ', = h, dann koénnen wir beide Seiten
mit gy verkniipfen und wir bekommen ¢, = goh € g H.

(2) = (3): Wenn g; € goH, dann existiert h € H so dass g1 = goh. Wir zeigen dass
g1H = goH. Sei i/ € H: dann g1h' = gohh' € goH, da hh/ € H. Das zeigt dass ¢1H C g H.
AuBerdem, goh/ = gih W € g1 H, da h='h € H. Das zeigt dass goH C g, H, so dass g1 H = g, H.

(3) = (1): g1 = qre € g1H so dass g; € goH auch, weil gyH = goH. Dann existiert h € H
so dass g1 = goh, oder, anders ausgedriickt, g, g1 = h. O]

Proposition 1.2.17. Seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Zwei Nebenklassen
g1H, goH sind entweder gleich oder disjunkt: entweder g1 H = goH oder g1 H N go H = ).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass wenn g1 H N goH # (), dann g1 H = goH. Sei x € gtH N g H.
Dann existieren hq,ho € H so dass x = g1hy = g2hy so dass g = gghghfl. Da hghl_l € H,
wissen wir dass g1 € goH, und dann g1 H = g H. O]

Definition 1.2.18 (Kongruenz modulo H). Seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.
Wir definieren die relation von Kongruenz modulo H auf G als:

a=b mod H <+<— b laceH

Lemma 1.2.19. Seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Die Kongruenz modulo
H st eine Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklassen sind genau die Nebenklassen. Wir
bezeichnen die Quotientmengen mit G/H.

Beweis. Die Relation a = b mod H ist definiert als b~'a € H und wir haben schon gezeigt dass
dies #quivalent ist zu aH = bH. Es ist jetzt einfach zu zeigen dass diese eine Aquivalenzrelation
ist. Die Aquivalenzklasse von a € G ist die Menge von alle b € G so dass a = b mod H, oder,
anders gedruckt die Menge von alle b € H so dass aH = bH. Wir haben schon gezeigt dass
diese Menge genau die Nebenklasse aH ist. O

Bemerkung 1.2.20. Die Menge G/H ist definiert als die Menge von alle Aquivalenzklassen
der Kongruenz modulo H. Das ist die Menge von alle Nebenklassen: G/H = {gH |, g € G}.
Wir werden auch die Notation [¢g] € G/H verwenden.
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Definition 1.2.21 (Index einer Untergruppe). Seien G eine Gruppe und H < G eine Unter-
gruppe. Der Index [G : H] von H in G ist die Anzahl von verschiedenen Nebenklassen von H in
G, oder, anders ausgedriickt, die Kardinalitéit von G/H.

Der Index kann endlich oder unendlich sein. Wenn die Gruppe G endlich ist, dann ist der
Index immer endlich und wir haben eine nutzliche Formel:

Satz 1.2.1 (Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H < G eine Untergruppe.

Beweis. Erstmals sei gH eine Nebenklassen von H. Die Abbildung
H — gH, hw— gh

ist injektiv weil wenn gh; = ghs dann h; = hsy. Die Abbildung ist auch surjektiv wegen die
Definition von gH. Die Abbildung ist deswegen bijektiv, so dass |gH| = |H|: alle Nebenklassen
haben die selbe Kardinalitét.

Sei |G/H| =rsodass G/H = {g1H, g2H, ...,g9.H} mit g;H paarweise verschieden Neben-
klassen. Die Gruppe G ist die disjunkte Vereinigung der Nebenklassen G = | J;_, ¢;H, und wir
haben schon gezeigt dass |g; H| = |H| fiir alle 4, so dass

Gl =) lgH|=) |H|=r-|H]|
i=1 i=1

]

Dieser Satz kann man kurz beweisen aber er hat viele Konsequenzen. Bevor wir manche von
diese zeigen, fithren wir ein bisschen mehr Notation ein.

Definition 1.2.22 (Ordnung einer Gruppe). Die Ordnung einer Gruppe G ist die Méchtigkeit
GI.

Definition 1.2.23 (Ordnung eines Elementes). Seien G eine Gruppe und g € G ein Element.
Die Ordnung ord(g) von g ist das kleinstes n € N, n > 0 so dass

g =€
Wenn kein solches n existiert, sagen wir dass die Ordnung von GG unendlich ist.

Bemerkung 1.2.24. Diese zwei Definitionen sind kompatibel: die Ordnung von g € G ist auch
die Ordnung von der Untergruppe (g) < G. Zuerst zeigen wir, dass wenn g € G Ordnung n € N
hat, dann {g) = {e,g,9%, ...,¢"'}. Sei h € Z dann koénnen wir schreiben h = k-n+r wo k € Z
und 7 € {0,...,n — 1}. Es folgt dass g" = h¥"+" = gkngr = (g")F . g" = €k - g" = ¢". Das zeigt
dass (g) = {e,g,9% ..., 9" '}, wir miissen auch zeigen dass diese Elementen paarweise disjunkt
sind. Seien 0 < i < j <n — 1 so dass ¢/ = ¢*, dann ¢’ ¢ = e aber das ist ein Widerspruch, da
0 < j—1i<nund n die Ordnung von g ist.

Wenn die Ordnung von ¢ unendlich ist, dann ist es einfach zu zeigen dass die Menge (g)
auch unendlich ist.
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Korollar 1.2.25. Sei G eine endliche Gruppe.
1. Die Ordnung von einer Untergruppe H teilt die Ordnung von G.
2. Die Ordnung von einem Element g € G teilt die Ordnung von G.
3. ¢'% = e fiir alle g € G.
Beweis. 1. |G| =|G/H|-|H]|.
2. Die Ordnug ord(g) ist die Ordnung der Untergruppe (g).
3. Daord(g)||G|, existiert h € Z so dass |G| = h-ord(G). Dann ¢'G| = gh°rd(@) = (gord(@))h =

ehze.

O
Korollar 1.2.26. Sei G eine endliche Gruppe von Primzahlordnung. Dann ist G zyklisch.

Beweis. Sei g € G, g # e (warum existiert so ein g?), dann |(g)| teilt |G| und |(g)| > 1. Da |G|
ein Primzahl ist, es muss sein dass [(g)| = |G|. O

Beispiel 1.2.27 (Untergruppen von Z). Wir zeigen dass alle Untergruppe von Z sind zyklisch.
Die Untergruppe {0} ist sicher zyklisch. Sei denn H < Z eine Untergruppe, H # {0}. Wir
wollen zeigen dass H = nZ, wo n = min{h € H|h > 0}. Wir zeigen zuerst dass die Menge
{h € H|h > 0} nicht leer ist: da H # {0} existiert h € H,h # 0. Wenn h > 0 erledigt, wenn
h <0, dann —h € H und —h > 0. Die Menge {h € H | h > 0} ist dann nicht leer und hat ein
Minimum n. Sei jetzt h € H: dank der Division mit Rest, existieren k € Zund 0 <r <n —1
so dass h = kcotn+r. Dann r =h — k-nist in H, weil h,n € H und die einzige Moglichkeit
ist dass r = 0. Das zeigt dass h = k - n, also H = nZ.

1.2.2 Normale Untergruppe und Faktorgruppen

Wir haben frither gesehen dass Z/nZ mit der Verkniipfung [a] + [b] = [a+ 0] eine Gruppe ist. Gilt
dass fiir alle Menge G/H? Genauer gesagt, seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.
Wir kdennen eine Vernkiipfung auf G/H durch

G/H xG/H — G/H, ([a], [b]) > [ab]

definieren und vielleicht ist mit dieser G/H eine Gruppe. Das Problem ist dass diese Vernkiipfung
nicht wohldefiniert ist! Seien o/, € G so dass [d/] = [a] und [I'] = [b] in G/H. Wir miissen
uberpriifen ob [ab] = [a'V'] in G/H. Anders ausgedruckt, wir wissen dass o’ € aH,0’ € bH und
wir miissen beweisen dass a’b’ € abH. Aber das ist nicht immer wahr, die Untergruppen mit
dieser Eigenschaft sind spezielle Untergruppe:

Definition 1.2.28 (Normale Untergruppe). Sei G eine Gruppe. Ein Normalteiler oder normale
Untergruppe von G ist eine Untergruppe H < G so dass

gHg ' CH fiir alle g € G.

Wenn H eine normale Untergruppe von G ist, schreiben wir H < G.
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Proposition 1.2.29. Seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Die folgende Aussage
sind dquivalent:

1. H ist eine normale Untergruppe von G.
2. gHg™' = H fiir alle g € G.

3. gH = Hg fir alle g € G.

4. aHbH = abH fiir alle a,b € G.

5. Die Vernkiipfung
G/H xG/H — G/H ([a], [b]) — [ab]

ist wohldefiniert und macht G/H zu einer Gruppe.

Beweis. (1) = (2): Wir miissen beweisen dass H C gHg !, die andere Inklusion folgt von
der Definition von Normalteiler. Sei h € H. Da H eine normale Untergruppe ist, wissen wir
dass g7'Hg =g 'H(g7')™' C H, so dass g"'hg = W' € H. Und dann h = gh/g~' € gHg ™.

(2) = (3): Wir verkniipfen gHg~* = H von rechts mit g und wir bekommen gH = Hg.

(3) = (4): Wir wissen dass Hb = bH so dass aHbH = abH H. Wir miissen nur zeigen
dass HH = H. Aber HH C H weil H abgeschlossen fiir die Verkniipfung ist, und H C HH
weill H=eH C HH.

(4) = (5): Seien o',V € G so dass [d@'] = [a],[)] = [b] in G/H. Dass bedeutet dass
a’ = ahy und b = bhy fir hy, hy € H. Wir miissen beweisen dass [a'V'] = [ab] in G/H. Wir
haben a'b’ = ahibhy = abhsz, dank unsere Annhame und das bedeutet [a'0'] = [ab] € G/H. Nun
ist es eigentlich einfach zu beweisen, dass G/H eine Gruppe ist. Die Assoziativitit folgt aus der
Assoziativitit von G, das neutrale Element ist [e] und das Inverse von [a] ist [a™!].

(5) = (1): Seien g € G,h € H und ¢’ = gh. Die zwei Elemente g, ¢’ sind gleich in G/H
so dass [¢'¢7'] = [¢'][g7Y] = [9]lg7"] = [997"] = [e]. Das bedeutet ghg™' = ¢g'g~! € H. Da dies
fiir alle g in G und h in H gilt, folgt daraus, dass H normal ist. m

Definition 1.2.30 (Faktorgruppe). Seien G eine Gruppe und H < G eine normale Untergruppe.
Die Menge GG/H mit Mit der oben genannten Verkniipfung heifit die Faktorgruppe von G nach
H.

Beispiel 1.2.31. Jede Gruppe hat zwei normale Untergruppen G und {e}.

Beispiel 1.2.32. Sei G eine kommutative Gruppe und H < G eine Untergruppe. Fiir alle
g € G,h € H gilt dass ghg™' = gg~'h = eh = h, so dass gHg~! = H auch. Das bedeutet dass
jede Untergruppe einer kommutative Gruppe normal ist.

Beispiel 1.2.33. Sei K ein Korper. Wir betrachten die Gruppe G Ls(K) und die Untergruppe

H:{(é f) !meK}

Man kann uberpriifen dass H eine Untergruppe ist durch die Identitét

1 =z I y\ (1 z+y)\ ..
(0 1)-(0 1)—(1 0 )furallea,bGK
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Diese Untergruppe ist aber nicht normal:

Ga)6 DG -G 06)-C o)

und die letzte Matrix ist nicht in H wenn z # 0.

1.3 Homomorphismen

Definition 1.3.1. Seien G und H zwei Gruppen. Eine Abbildung ¢: G — H ist ein Homomor-
phismus von Gruppen wenn

o(ab) = ¢(a) - P(b) fir alle a,b € G

Bemerkung 1.3.2. In der Definition a - b bezeichnet die Verkniipfung in G und ¢(a) - ¢(b)
bezeichnet die Verkniipfung in H.

Proposition 1.3.3. Sei ¢: G — H ein Homomorphismus von Gruppen.
1. ¢(eq) = ey wo eq und ey die neutrale Elementen von G und H sind.
2. ¢(a™h) = ¢(a)™! fiir alle a € G.
3. Sei K < G eine Untergruppe, dann ist p(K) < H eine Untergruppe.

4. Sei L < H eine Untergruppe, dann ist ¢~*(L) eine Untergruppe. Auferdem, wenn L < K
eine normale Untergruppe ist, dann ist $~'(L) < eine normale Untergruppe von G

Beweis. 1. Daeg = eg - e, folgt dass ¢(eq) - pleq) = P(eq), und dann ¢(eq) = ep.
2. Wir haben ¢(a)-¢(a™') = ¢(a-a™t) = ¢(eg) = eg und das bedeutet dass ¢p(a™!) = ¢(a)™'.

3. Wir haben e € K so dass ¢(eq) = ey € ¢(K). Sind ky, ke € K, s0 (k1) p(ka) = d(k1ks) €
¢(K) und ¢(ki) ™" = ¢(ki') € o(K).

4. Die Menge ¢~ (L) ist definiert als ¢~'(L) = {z € G| ¢(x) € L}. Wir haben e € ¢~'(L)
weil ¢(eq) = ey € L. Wenn a,b € ¢~ (L), dann ¢(ab) = ¢(a)¢p(b) € L und ¢(a™!) =

¢(a)~! € L, so dass ab,a™! € ¢~ (L). Angenommen wir dass L eine normale Untergruppe

von H ist. Sei 2 € ¢~ (L) und g € G, dann ¢(grg™") = ¢(g)d(x)p(g) " € ¢p(g)Lop(g) " =
L, so dass grg~t € L.
]

Definition 1.3.4 (Kern). Der Kern eines Homomorphismus ¢: G — H ist definiert als

kerg: = ¢~ ({en}) = {a € G| ¢(a) = en}

Bemerkung 1.3.5. Sei ¢: G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Der Kern ker ¢ ist eine
normale Untergruppe von GG und das Bild im ¢ ist eine Untergruppe von H.

Lemma 1.3.6. Ein Homomorphismus von Gruppen ¢: G — H ist injektiv genau wann, denn

ker ¢ = {eq}.
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Beweis. Wir wissen dass ¢(eq) = ep fiir jedes Homomorphismus ¢, so dass, wenn ¢ injektiv ist,

eq ist das einzige Element, das auf e, abgebildet wird, und das bedeutet ker ¢ = {eq}.
Andererseits, wenn ker ¢ = {eg}, seien a,b € G so dass ¢(a) = ¢(b). Dann ¢(ab™!) =

#(a)p(b)™! = eg so dass, dank unsere Annehme, ab™ = eg, und a = b. O

Beispiel 1.3.7. Sei n € Z. Wir definieren eine Abbildung ¢,,: Z — Z als ¢,,(k) = n - k. Diese
ist ein Homomorphismus von Gruppen. Das Bild nZ C Z ist eine Untergruppe.

Beispiel 1.3.8. Seien G eine Gruppe und g € G ein Element. Wir definieren eine Abbildung
9 Z—G,  dn)=g"

Da ¢g"t™ = g™ . g™, ist diese Abbildung ein Homomorphismus von Gruppen. Das Bild (g) ist
die Untergruppe von G erzeugt von g. Der Kern von ¢ ist genau die Untergruppe erzeugt von
ord(g).

Beispiel 1.3.9. Sei K ein Korper. Die Abbildung
det: GL,(K) — K*, A det(A)

ist ein Homomorphismus, da det(AB) = det(A) det(B). Der Kern ist SL, (K). Das zeigt dass
SL,(K) eine normale Untergruppe von G ist.

Proposition 1.3.10. 1. Die Identititidg: G — G ist ein Homomorphismus fiir jede Gruppe
G.

2. Seien ¢: G — H und ¢v: H — K zwei Homomorphismen von Gruppen. Dann ist 1 o
¢: G — K auch ein Homomorphismus.

3. Sei ¢: G — H ein Homomorphismus von Gruppen das auch invertierbar ist. Dann ist die
inverse Abbildung ¢~': H — G auch ein Homomorphismus.

Beweis. 1. Einfach.

2. Seien a,b € G, dann (¢ o ¢)(ab) = ¢(¢(ab)) = P(¢(a)o(b)) = ¥(d(a)) - P(¢(b)) =
(Yo ¢)(a)- (4o d)(b).

3. Seien z,y € H. Wir miissen beweisen dass ¢ (zy) = ¢! (x) - ¢ (y), und da ¢ bijektiv
ist, das ist dquivalent zu (¢~ (zy)) = ¢(¢ ' (x)¢ ' (y)). Wir sehen dass ¢(¢~(zy)) = xy

und ¢(¢~H ()¢ (y)) = ¢(¢~ () d(67' (y)) = xy. O

Definition 1.3.11 (Isomorphismus). Ein Isomorphismus zwischen zwei Gruppen G, H ist ein
invertierbare Homomorphismus ¢: G — H. Zwei Gruppen heiflen isomorph, wenn zwischen
ihnen ein Isomorphismus existiert. Wir schreiben G = H.

Definition 1.3.12 (Automorphismus). Ein Isomorphismus ¢: G — G heifit Automorphismus.

Beispiel 1.3.13. Sei G eine Gruppe, die Menge S(G) = {f: G — G| f invertierbar } ist
eine Gruppe mit der iibliche Komposition von Abbildungen. Die Menge Aut(G) = {¢: G —
G | pisomorphismus} ist eine Untergruppe von S(G).
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Bemerkung 1.3.14. Die Relation G = H ist eine Aquivalenzrelation: sie ist reflexiv weil
idg: G — G ein [somorphismus fiir jede Gruppe G ist. Sie ist symmetrisch weil, wenn ¢: G — H
ein Isomorphismus von Gruppen ist, dann ist ¢~': H — G ein Isomorphismus auch. Endlich
sie ist transitiv weil, wenn ¢: G — H und ¢: H — K zwei Gruppenisomorphismen sind, dann
ist ¥ o ¢: G — K ein Gruppenisomorphismus: die Komposition von Homomorphismen ist ein
Homomorphismus und die Komposition von invertierbare Abbildungen ist eine invertierbare
Abbildung.

1.3.1 Die Isomorphiesitze

Homomorphismen und Quotientengruppe sind sehr eng verbundet.

Lemma 1.3.15. Seien G eine Gruppe und N < G eine normale Untergruppe. Die Projektion
w: G — G/N ist ein surjektiv Gruppenhomomorphismus und kerm = N.

Beweis. Die Projektion ist ein Homomorphismus von Gruppen weil 7(zy) = [zy] = [2] - [y] =
m(x) - m(y). Es ist klar, dass die Projektion surjektiv ist, und

kermr={x € G |r(x)=[e]} ={r e G|[z] =]} =N

Damit ist es einfach, die universelle Eigenschaft der Faktrogruppe zu beweisen

Satz 1.3.1 (Universelle Eigenschaft der Faktrogruppe). Seien G eine Gruppe und N < G eine
normale Untergruppe. Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Es gibt ein Gruppenhomo-
morphismus ¢: G/N — H so dass

¢:$O7T7

genau dann, wenn N < ker ¢. Auferdem ist ¢, wenn es existiert, eindeutig

Beweis. Nehmen wir zunichst an, dass ¢ existiert. Dann gilt fiir alle € N:

¢(x) = d(n(x)) = o([e]) = e.
Das bedeutet dass N < ker ¢. Umgekhert, nehmen wir an dass N < ker N. Wir definieren die
Abbildung B B
¢: G/N = H,  ¢([z]) = ¢(x)

Wir miissen uberpriifen ob diese wohldefiniert ist: seien =,y € G so dass [z] = [y] in G/N. Denn
r =yg mit g € N, und

o([z] - [W]) = o([ay]) = d(ay) = d(x)d(y) = p(x) - P(y)

Endlich, wenn ¢ so dass ¢ = ¢ o 7 existiert, es muss sein dass ¢(z) = ¢([z]) so dass ¢ eindeutig
ist. [
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Satz 1.3.2 (Homomorphiesatz). Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann die
Abbildung B
¢: G/ker¢p — im¢, [x] — ¢(x)

ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. Die universelle Eigenschaft der Faktorgruppe zeigt dass ¢ ein wohldefiniert Gruppenho-
momorphismus ist. Es ist auch surjektiv weil alle Elementen in im ¢ die Form ¢(z) fir z € G
haben. Wir miissen noch beweisen dass ¢ injektiv ist. Das ist dquivalent zu ker ¢ = {[e]} und

ker¢ = {[z] € G/ker¢|¢p(x) = e} = {[z] € G/ker¢ |z € ker ¢} = {[e]}.
[

Beispiel 1.3.16. Sei G = (g) eine zyklische Gruppe. Wir wollen zeigen dass G = Z oder
G = Z/nZ fir n > 0. Da G zyklisch ist, ist das Homomorphismus

6: 7 — G, his g"

surjektiv. Wenn ord(g) = oo dann ist ¢ injektiv und G = Z. Wenn ord(g) = n dann ker ¢ = nZ
und der erster Isomorphiesatz gibt G = Z/nZ.

Wir betrachten jetzt die Untergruppen von einer Faktorgruppe G/N. Sei G eine Gruppe,
N < G eine normale Untergruppe und 7: G — G/N die Projektion. Sei H < G eine Untergruppe
so dass N < H: wir betrachten das Gruppenhomomorphismus

mu: H — G/N

Der Kern ist ker mz = N und das Bild ist m(H) = {[z] |z € H} so dass es gibt ein Isomorphismus
H/N — n(H)

Auf diese Weise konnen wir H/N als eine Untergruppe von G /N betrachten.

Satz 1.3.3. Seien G eine Gruppe und N < G eine normale Untergruppe. Jede Untergruppe von
G/N hat die Form H/N fiir genau eine Untergruppe H < G so dass N < H. Auferdem, H/N
ist normal genau dann, wenn H normal ist.

Beweis. Sei m: G — G/N die Projektion. Sei L < G/N eine Untergruppe: die Untergruppe
H = 77Y(L) enthélt N weil, N = 77 !([e]) und [¢] € L. Wir sehen dass L = n(7'(L)) =
m(H) = H/N. Sei jetzt H < G eine Untergruppe so dass N < H' und H'/N = L. Dann
H' <7 Y(L) = H. Wir wollen zeigen dass H < H': sei x € H', dann 7(x) € L = H'/N so dass
x=2a'nfir 2’ € H ,n € N. Es folgt dass x = 2'n € H'. Das zeigt dass L = H/N fiir genau eine
Untergruppe H < G so dass N < G.

AuBerdem, wenn L < G/N eine normale Untegruppe ist, wissen wir dass H = 7 (L)
eine normale Untegruppe von G ist. Umgekhert, sei H < G eine normale Untergruppe so
dass N < H. Dann H/N ist eine normale Untegruppe von G/N: fiir jede g € G, h € H gilt
91[h]lg)~" = [ghg™"] € H/N, weil ghg™ € H. O

Beispiel 1.3.17. Sei n > 0. Die Untergruppen von Z/nZ haben die Form dZ/nZ, mit d € Z so
dass d|n.
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Frage 1.3.18. Sein > 0. Wir betrachten die Projektion 7w: Z — Z/nZ und die zwei Untegruppen
H, = {0} und Hy = nZ. Dann haben wir zwei verschiedene Untegruppen von Z so dass
w(Hy) = m(Hy). Warum?

Satz 1.3.4. Scien G eine Gruppe, N < G eine normale Untegruppe und H < G eine beliebige
Untergruppe. Die Teilmenge N H ist eine Untergruppe und die Abbildung

H/HNN — HN/N, [h] mod HNN ~ [h] mod N

ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. Wir wissen (aus einer Aufgabe) dass NH eine Untegruppe ist genau denn, wann
HN = NH. Da N eine normale Untergruppe ist, wissen wir dass Nh = hN fiir alle h € H, und
denn HN = J, hN =|JNh = NH. Wir haben H < HN,N < HN so dass die Komposition
H — HN — HN/N ein Gruppenhomomorphismus ist. Die Gruppenhomomorphismus

H — HN/N, h — [h]

ist surjektiv, weil [hn| = [h] in HN/N fir alle n € H,n € N. AuBerdem, der Kern ist genau
H N N. Dann ist unsere Aussage eine Folge des Homomorphiesatzes. O

Satz 1.3.5. Seien G eine Gruppe, N < H < G zwei Untegruppen so dass N I G,H < G
normale Untegruppen von G sind. Dann die Abbildung

(G/N)/(H/N) — G/H, [g] mod H/N — [g] mod H
st ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. Erstens bemerken wir, dass H/N eine normale Untegruppe von G/N ist, so dass
(G/N)/(H/N) eine Gruppe ist. Das Gruppenhomomorphismus 7: G — G/H hat Kern ker 7 >
N, so dass es einen weiteren Homomorphismus ergibt

G/N — G/H, [g) mod N — [g] mod H
Diese Homomorphismus ist surjektiv und der Kern ist
{lo] € G/N|lgl =le] n G/H} ={[h] € G/N|h € H} = H/N.
Dann ist unsere Aussage eine Folge des Homomorphiesatzes. O

Beispiel 1.3.19. Seien n, d > 0 zwei ganze Zahlen so dass d|n. Dann dZ/nZ ist eine Untegruppe
von Z/nZ und (Z/nZ)/(dZ/nZ) = Z/dZ. Das zeigt dass

|dZ/nZ| = 'd‘

n
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1.4 Die symmetrische Gruppe

Wir hatten viel Theorie. Jetzt betrachten wir ein wichtiges Beispiel: die symmetrische Gruppe.

Beispiel 1.4.1. Sei X eine Menge. Die symmetrische Gruppe von X ist die Menge
S(X)={f: X — X| f invertierbar }

Die symmetrische Gruppe S(X) ist eine Gruppe mit der iibliche Komposition von Abbildungen.

Bemerkung 1.4.2. Sei F': X — Y eine bijektive Abbildung zwischen zwei Mengen. Die
Abbildung
0: S(Y) = S(X), frFofoF™!

ist ein Gruppenhomomorphismus, da
p(fog)=Fo(fog)oF ' =FofoF 'oFogoF ' =y(f)ou(g)
Auflerdem, ¢ ist invertierbar, da die inverse Abbildung
G:S(Y)—= S(X), g FlogoF

ist. Das bedeutet, dass wenn zwei Mengen die gleiche Machtigkiit haben, dann sind die
symmetrische Gruppen S(X) und S(Y') isomorph. Insbesonders, alle symmetrische Gruppen
von endliche Mengen sind isomorph zu einer den Gruppen S({1,2,...,n}).

Definition 1.4.3 (Endliche symmetrische Gruppe). Die symmetrische Gruppe vom Grad n ist
S, =S({1,...,n})
Ein Element o € .S,, heifit auch eine Permutation von n Elementen.

Wir darstellen eine Permutation o € .S, als

(ol b )

Beispiel 1.4.4. Zum Beispiel, die Permutation o € S, definiert als

(12 34
77\4 1 3 2
ist die Abbildung o: {1,2,3,4} — {1,2,3,4} sodass o(1) = 1,0(2) = 1,0(3) = 3,0(4) = 2. Wir
rechnen
, (1234 s (123 4\ .
"_(2431"7_ 123 4)°
Eine andere Permutation in Sy ist
(1234
=43 21)
Die Komposition von ¢ und 7 ist

o (r 234\ (1234 (1234
OT=0°T=1{4 1 3 2 432 1) \2 31 4
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Lemma 1.4.5. Die symmetrische Gruppe S, hat Ordnung n!.

Beweis. Eine Permutation o € S, ist von (1), 0(2), ..., o(n) bestimmt. Wir haben n Moglichkeiten
fiir 0(1), n — 1 Moglichkeiten fiir 0(2) (alle Elementen ausser o(1)), n — 2 Moglichkeiten fiir
o(3), und so weiter. O

Beispiel 1.4.6. Die symmetrische Gruppe S; hat nur ein Element, die Identitdt. Die symmetri-
sche Gruppe S hat 2 Elementen
. 1 2
ooz 1))

und ist zyklisch. Die symmetrische Gruppe S3 hat 6 Elementen

S_.d123 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
T\ 1 3)0\3 2 1)°\1 3 2)\231)\3 12

Die Gruppe Sj3 ist nicht kommutativ, da

12 3\(1 23\ (123 123y (1 23\(123
<213)(321)‘(312)7§<231>_(321)(213)'

Es gibt eine andere und kompakter Darstellung von Permutationen durch zyklische Permu-
tationen.

Definition 1.4.7 (Zyklische Permutationen). Eine Permutation o € S, heifit zyklisch , oder
ein Zyklus, wenn aq,...,a; € {1,2,...,n} existieren so dass
o(ay) = aq, o(as) =as, ... ,o(ag_1) = ax, olar) = a

und o(b) = b fiir alle b € {1,...,n} \ {a1,...,ar}. Genauer gesagt, o heifit k-Zyklus und wir
schreiben
o = (araza;z . . .ag)

Ein 2-Zyklus heifit auch Transposition. Zwei Zyklen o = (ajay . ..ag), 7 = (b1bs ... by) heiflen
disjunkt wenn
{al,...,ak}ﬁ{bl,bg,...,bh} = @

Beispiel 1.4.8. Alle Permutationen in S5 sind zyklisch

G ? §>:(12)’<£1% ; ?):(13)’ G § §)=<23>,(§ g ?)2(123),(;) ? g>:(132).

Die Permutationen in Sj sind nicht alle zyklisch: zum Beispiel in S; haben wir die zwei

Transpositionen
1 2 3 4 1 2 3 4
(12) = (2 1 3 4> (84 = (1 2 4 3) = (34)

und die Komposition
1 2 3 4
(12)(34) = (2 14 3)

ist nich zyklisch aber ein Produkt von disjunkte Zyklen. Die folgende Permutation in Sy ist
auch ein Produkt von disjunkte Zyklen:

123456 78
:<3 PR 7):(135)(246)(78)
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Proposition 1.4.9. Alle Permutationen in S,, sind ein Produkt von disjunkte zyklische Permu-
tationen.

Beweis. Seiiy € {1,2,...,n} und sei k; die kleinste positive ganze Zahl so dass o (i;) = i;. Wir
definieren das ki-Zyklus (iy0(i1)02(i1) . .. o7 1(iy)). Wenn {1,2, ..., n} = {i1,0(i1),...,0" (i)},

dann

0 = (21 U(il) Uz(il) . 0'k171<’l'1)).
Wenn nicht, existiert io € {1,2,...,n} \ {i1,0(i1),...,0" (i1)}. Sei ky die kleinste positive
ganze Zahl so dass o*2(iy) = iy. Wir definieren das ko-Zyklus (ig o (ig) 02(i) ... oF271(iy)).
Die zwei Zyklen sind disjunkt da, wenn o"(i;) = o°(i ) dann iy = ¢"7%(i1), und das ist
unmoglich, weil iy & {iy, 0(i1),...,0" 7 (i)} Wenn {1,2,...,n} = {iy,0(i1),...,0M (i)} U
{ig, 0(iy),...,0"72(iy)}, dann
o = (Zl 0'<le> Uz(il) .. O'klil(lll))(llg U(ig) 02(i2) c. O'k2 1(22))

Wenn nicht existiert ¢s... und so weiter. ]

Korollar 1.4.10. Ein k-Zyklus ist ein Produkt von k — 1 Transpositionen. Alle Permutationen
in S, sind ein Produkt von Transpositionen.

Beweis. Esreicht zu zeigen dass jede Zyklus ein Produkt von Transpositionen ist. Sei (ajas ... ay) €
Sy ein k-Zyklus. Dann

(araz . ..ax) = (arag)(arag_1) . .. (a1a4)(aras3)(aras)
ist ein Produkt von k& — 1 Transpositionen. O
Man kann die Konjugation innerhalb von S,, leicht durch Zyklen ausdriicken:

Lemma 1.4.11. Sei (ajas...ax) € S, ein k-Zyklus und sei o € S,, eine Permutation. Dann

olajay ...ap)o ! = (o(ay)o(as) ... o(ar))

Beweis. Sei 7 = o(ajas . ..ay)o"t. Dann 7(0(a1)) = o(as), 7(0(az)) = o(az),...,7(c(ar)) =
o(ay) und 7(o(b)) = o(b) fir b € {1,...,n} \ {as,...,ax}. O

Bemerkung 1.4.12. Sei N < S, eine normale Untegruppe die eine Transposition 7 = (hk)
enthélt. Dann N enthéhlt alle Transpositionen von S,, und da die Transpositionen die ganze
symmetrische Gruppe erzeugen, es muss sein dass N = 5,,.

1.4.1 Signum und Alternierende Gruppe
Definition 1.4.13 (Signum einer Permutation). Das Signum einer Permutation o € S,, ist

11 o(i) = a(j)

sgn(o) = -

i<j
Satz 1.4.1. 1. Fiir jedes 0 € S,,, gilt sgn(c) = (—1)™ @Il wobei
inv(o) ={(i,J) [1<i<j<n, o(i)>o()}

die Menge von Inversionen von o ist.
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2. Das Signum ist ein Gruppenhomomorphismus
sgn: S, — {£1}.
3. Das Signum einer Transposition T ist sgn(7) = —1.

4. Dan Signum eines k-Zyklus o ist sgn(o) = (—=1)k1.
Beweis. 1. Wir haben

[[e@—ot)= JI (@ —oG)- II (oli)=0a(s)

i<y o)) o©550)
= (=)™ T (0()) =) ] (0() = od))
o) <o) o50()
= (=)™ T (e —o() - [ (o) = oli)
o) <a() 5o
= (=)™ TT (a()) = o(j) = (=)™ TG - ).
o(i)<o () i<j

2. Seien o, T zwei Permutationen. Das Signum von o7 ist

sgn(o7) :HO(T(Z'))—U(T(J')) :HU(T(Z'))—U(T(J')) 'HT(i)_T-(j)

AR L@ —Th) R i
und
o(r(i) —o(r(j) _ o(r(i) —a(r(4)) o(r(i) —o(r(4))
E (i) —7() g (i) — 7(5) g (@) — 7(5)
T(1)<7(5) T(1)>7(4)
_ o(r(2) —o(r())) o(r(2) —o(r()))
- I == I =55
7(9)<7(4) T(5)>7(0)

T(4)<7(j)
Das zeigt dass sgn ein Homomorphismus ist.

3. Sei 7 = (hk) € S,, eine Transposition, womit h < k. Die Inversionen von 7 sind
inv(r) = {(h, k)} U{(h,7) | h < j <k} U{(i, k) [h <@ <k}
so dass |inv(7)| = 2(k —h — 1) + 1 und sgn(c) = (—1)2¢6—A=D+ = 1,

4. Ein k-Zyklus ist ein Produkt von k£ — 1 Transpositionen, und sgn ist ein Homomorphismus.
O]
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Definition 1.4.14 (Gerade und Ungerade Permutationen). Eine Permutation o € S, heifit
gerade wenn sgn(o) = 1 und ungerade wenn sgn(o) = —1.

Definition 1.4.15 (Alternierende Gruppe). Die Menge A,, von alle gerade Permutationen in
Sy heifit die Alternierende Gruppe vom Grad n.

Korollar 1.4.16. Die Alternierende Gruppe A, ist eine normale Untegruppe von S, und
Sn/An = {£1} wenn n > 2.

Beweis. Die alternierende Gruppe ist der Kern vom Signum sgn: S,, — {#1} und das Signum
ist surjektiv wenn n > 2 weil es gibt eine Transposition. ]

1.4.2 Satz von Cayley

Satz 1.4.2. Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer symmetrischen
Gruppe

Beweis. Wir zeigen dass G ist isomorph zu einer Untegruppe von der symmetrische Gruppe
S(G). Wenn |G| = n dann S(G) = S,,;. Fur jede g € G definieren wir die Abbildung

T,: G — G, T gr

Man hat 7, = idg und T, o T}, = Ty, so dass T ist invertierbar mit inverse Abbildung 7j-1. Das
definiert eine Abbildung
T:G— S(G), g—1T,

die ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir m iissen nur zeigen dass T injektiv ist, aber

kerT ={g € G|T,=idg} = {g € G| gz = z fiir alle x € G} = {e}.

1.5 Direkte Produkten

Definition 1.5.1 (Direktes Produkt von Gruppen). Seien Gy, Gy zwei Gruppen. Die Menge
G1 x G9 mit der Verknupfiing

(91;92) ) (hb h2) = (glh1,g2h2)
ist eine Gruppe die die direkte Produkte von G; und G, heifit.

Bemerkung 1.5.2. Eine &nliche Definition gilt fiir das Produkt G; x G5 x -+ x G4 und
eigentlich fiir das Produkt ], G; einer beliebige Familie von Gruppen.

Beispiel 1.5.3. Die Gruppe V = Z /27 x 7./27 hei$t manchmal die Kleinsche Vierergruppe. Sie
ist eine kommutative Gruppe mit 4 Elementen: V' = {([0], [0]), ([1], [0]), ([0], [1]), ([1], [1])}. Wir
sehen dass alle Elementen haben Ordnung 1 oder 2, so dass V nicht zyklisch ist. Insbesonders
V 2 Z/AZ.
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Beispiel 1.5.4. Die Gruppe Z/2Zx2/37Z = {([0], [0]), (0], [1]), ([0], [2]), ({1, [0]), ([1], [1]), (1], [2])}
hat Ordnung 6 und ist zyklisch. Zum Beispiel, das Element ([1],[1]) erzeugt die ganze Gruppe:

- ([1], [1]) = ([, 1), 2 ([1, [1]) = ([0, [2),
3 (11, [1]) = ({1, [0]), 4 ([1, [1]) = ({o], (1)),
5- ([, [1]) = (11, 2]), 6 - ([1], [1]) = ([0], [0]).

Insbesonders Z /27 x 7./3Z = 7/ 6Z.

Wir kénnen tatsachlich bestimmen wenn das direktes Produkt Z/mZ x Z/nZ zyklisch ist.
Zuerst erinnern wir uns an

Lemma 1.5.5. Seien G eine Gruppe und g € G ein Element mit endlicher Ordnung ord(g).
Dann
g" =e <= ord(g)|m

Beweis. Die Menge {m € Z | g™ = e} ist der Kern des Homomorphismus ¢: Z — G, ¢(m) = g™.
Dieser ist eine Untergruppe von Z und ker ¢ # {0}, da g endliche Ordnung hat. Denn wissen wir
dass die Untegruppe ker ¢ zyklisch ist, und dass es durch das kleinste positive Element erzeugt
wird, das genau ord(g) ist. O

Dann haben wir

Lemma 1.5.6. Seien Gy, Gy zwei Gruppen und g, € Gy, go € Gy zwei Elementen mit endliche
Ordnung. Dann hat (g1, g2) € G1 X Gy endliche Ordnung

ord(g1, g2) = kgV (ord(g; ), ord(gz))

womit kgV der kleinste gemeinsame Vielfaches ist.

Beweis. Sei m = kgV (ord(g;),ord(ge)). Wir zeigen dass m|ord (g, g2) und dass ord(gs, g2)|m.
Da m der kleinste gemensaime Vielfaches ist, ord(g;)|m und ord(gz)|m. Dann zeigt das
vorherige Lemma, dass

(91,92)™ = (91", 93") = (e, €)

Das vorherige Lemma ergibt dass ord(gy, g2)|m.

Andererseit S
ord ord g ord
(6’ e) — (g1’ g2) (91392) J— (91 (gl 2)’ g (91 92))

und das vorherige Lemma zeigt dass ord(g;)|ord(gi, g2) und ord(gs)|ord(gs, g») und das ergibt
dass m|ord(g1, g2). O

Korollar 1.5.7. Die Gruppe Z/mZ x Z./nZ ist zyklisch genau denn wann n,m teilerfremd sind.

Beweis. Die Gruppe Z/nZ x Z/mZ ist zyklisch genau denn wann ein element ([a], [0]) in der
Gruppe existiert, so dass ord([al, [b]) = m - n. Das vorherige Lemma ergibt dass ord([a], [b]) =
kgV (ord[a], ord[b]) und wir wissen dass ord[a]|m und ord[b]|n, da [a] € Z/nZ und [b] € Z/mZ.

Dann
ord([a]) - ord([b]) _
99T (orda], ord[b])

genau denn wann ord[a] = m,ord[b] = n und ggT(m,n) = 1. O

kgV (ord[a], ord[g]) =
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Beispiel 1.5.8. Die Gruppe Z/4Z x 7Z,/5Z ist zyklisch, so dass Z /47 x 7Z./57Z = 7./ 10Z.
Proposition 1.5.9 (Universelle Eigenschaft des direktes Produkt). Seien G, Gy zwei Gruppen.
1. Die Projektionen pr;: G; X Gy — G fir i = 1,2 sind Gruppenhomomorphismen.

2. Sei H eine Gruppe und ¢;: H — G;,1 = 1,2 Gruppenhomomorphismen. Dann ist die
Abbildung
¢1 X ¢ H — Gy X G, h = (¢1(h), p2(h))

ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Dies ist eine unkomplizierte Priifung. m



Kapitel 2

Ringe

2.1 Ringe

Definition 2.1.1 (Ringe). Ein Ring (mit 1) ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen, Summe
und Multiplikation:
+:Rx R— R, R, ‘RxR—R

mit folgende Eigenschaften:
e (R,+) ist eine abelsche Gruppe, mit neutrales Element 0.
e Es gibt eine multiplikative Neutrales 1 € R so dass

lz=xz-1=x forallxz €R.

e Die Multiplikation is assoziativ:

- (y-2)=(r-y)- 2 for all z,y,2 € R

e Es gelten die Distributivgesetze:
r-(y+z2)=z-y+zx-z, (Y+z2) z=y-x+z-x fir alle z,y,2 € R
Definition 2.1.2 (Kommutative Ringe). Ein Ring R heifft kommutativ wenn die Multiplikation
kommutativ ist.

Beispiel 2.1.3 (Ganze Zahlen). Die ganze Zahlen Z mit der iibliche Summe und {ibliche
Multiplikation bilden einen Ring.

Beispiel 2.1.4 (Zahlen modulo n). Wir definieren eine Multiplikation auf der abelsche Gruppe
(Z/nZ,+) wie folgt:

Z/nZ X Z/nZ — Z/nZ, ([a], [6]) = [a] - [b] = [a - b]

Diese Verkniipfung ist wohldefiniert: wenn [a/] = [a] und [0'] = [b], dann ¢’ = a+k-n, b/ =b+h-n
fiir h, k € Z. Wir rechnen

[ V]=[a+k-n) - (b+h-n)]=][ab+n-(khn+kb+ ha)] = [a- ] in Z/nZ.

26
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Wir sehen dass [1] ein neutrale Element fiir die Multiplikation ist. Die Multiplikation ist auch
assoziativ da die Multiplikation auf Z assoziativ ist. Die Distributivitét gilt, weil sie auf Z gilt.
Endlich, die Multiplikation ist kommutativ, da die Multiplikation auf Z kommutativ ist. Das
zeigt dass Z/nZ ein kommutativer Ring ist.

Beispiel 2.1.5 (Korper). Jede Korper ist ein kommutativer Ring. Zum Beispiel Q, R, C.

Beispiel 2.1.6 (Polynomring). Der Polynomring K |[x] auf einem Kérper K ist ein kommutativer
Ring mit der {ibliche Summe und der iibliche Multiplikation von Polynome.

Lemma 2.1.7 (Rechenregeln). Seien R ein Ring und x,y,z € R. Dann gilt:

I —(—z) =z

2. —(x+y)=—x+(—y) = —z—v.
. xt+y=z2 &= v=z2—y.

4. 1-0=0-2=0.

5. (—z)-y == (-y) = —=zy.

6. (=) (—y) =y

7 a0y —2) = 2y — w2

8 (~1)-z=—a.

Beweis. Die Eigenschaften (1) — (2) — (3) sind Eigenschaften der abelsche Gruppe (R, +).
Fiir die Nummer (4), berechnen wir:

0-2=0+0)-2=0-240-x

so dass 0 - x = 0. Eine &nliche Begrundung zeigt dass x - 0 = 0. Fiir die Nummer (5), berechnen
wir:

oyt (—2)y = (@ =) y=0-y =0

so dass (—x) - y = —zy. Eine dnliche Begrundung zeigt dass = - (—y) = —zy. Fiir die Nummer
(6), benutzen wir (5) und wir berechnen:

Fiir die Nummer (7), berechnen wir:
2y —z2)=zy+az(—2) =ay —x2
Fiir die Nummer (8), berechnen wir:
0=0-z=(-141)-z=(-1)-2+1-z=(-1)-z+=x

so dass (—1) -z = —x. O
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Definition 2.1.8 (Einheit). Sei R ein Ring. Eine Einheit ist ein Element a € R so dass
b € R existiert, mit ab = 1. Die Menge R* = {a € R|a Einheit } ist eine Gruppe mit der
Multiplikation, die Einheitsgruppe.

Definition 2.1.9 (Koérper). Ein kommutativer Ring R ist ein Korper falls jede a € R,a # 0
eine Einheit ist: R* = R\ {0}.

Definition 2.1.10 (Nullteiler). Sei R ein Ring. Ein Nullteiler ist ein Element a € R, ane0 so
dass b € R, b # 0 existiert mit ab = 0.

Definition 2.1.11 (Integritétsbereich). Ein kommutativer Ring R ist ein Integritétsbereich,
falls R keine Nullteiler besitzt.

Bemerkung 2.1.12. Ein kommutativer Ring R ist ein Integritétsbereich genau dann wenn die
folgende Aussage gilt:
ab=0 = a =0 oder b=0.

Definition 2.1.13 (Nilpotentes Element). Sei R ein Ring. Ein Element a € R heifit nilpotent
wenn a # 0 und n € N,n > 0 existiert so dass

a” = 0.

Definition 2.1.14 (Reduzierter Ring). Ein kommutativer Ring R ist reduziert, falls R keine
nilpotente Elementen hat.

Lemma 2.1.15. FEin Korper ist ein Integritdtsbereich und ein Integrititsbereich ist reduziert.

Beweis. Sei R ein Korper und seien a,b € R so dass ab = 0. Wenn a # 0, dann ist a invertierbar
und dann
0=a'0=a'tab=1-b=0b.

Das zeigt dass R ein Integritétsbereich.

Sei nun R ein Integritéatsbereich und sei a € R so dass a™ = 0 fiir n € N, n > 0. Wir zeigen
induktiv dass a = 0. Wenn n = 1 das ist klar. Wenn n > 1, dann 0 = a” = a - ™ !, und, da R
ein Integritétsbereich ist, folgt dass @ = 0 oder a®! = 0. Wenn a = 0, alles gut. Wenn a" ! = 0,
alles noch gut dank der Induktion. O

Beispiel 2.1.16. Der Ring Z /27 ist ein Korper: das einzige Element, das nicht Null ist, ist
[1]. Der Ring Z/37Z ist auch ein Korper: die Elementen die nicht null sind, sind [1] und [2],
und [2]? = [4] = [1] in Z/3Z. Der Ring Z/4Z ist aber kein Korper, weil er nicht reduziert ist:
2> = [4] = [0] in Z/AZ aber [2] # [0]. Wie geht es weiter?

Proposition 2.1.17. Sei R ein endlicher Integrititsbereich. Dann ist R ein Korper.
Beweis. Seia € R,a # 0. Wir wollen zeigen dass a invertierbar ist. Wir betrachten die Abbildung
¢q.: R — R, T a-x

Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus: ¢,(x+y) = a(z+y) = ax+ay = ¢o(x)+da(y).
Diese Abbildung ist auch injektiv, da = € ker ¢, genau dann wenn ax = 0, aber, da R ein
Integritétsbereich ist, es folgt dass = 0. Da R endlich ist, die Abbildung ¢, ist auch surjektiv
und es gibt einen x € R so dass ¢,(z) = 1, und das bedeutet ax = 1, also a ist invertierbar. []
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Korollar 2.1.18. Sein € Z,n > 0.
o Z/nZ ist ein Korper <= Z/nZ ist ein Integrititsbereich <= n ist ein Primzahl.
o Z/nZ ist reduziert <= mn ist quadratfrei.
Beweis. e Da Z/nZ ein endlicher Ring ist, er ist ein Korper genau dann, wenn er ein

Integritatsbereich ist.

Sei nun n = p ein Primzahl, wir wollen zeigen dass Z/pZ ein Integritéatsbereich ist.
Seien [a][b] mit [a] - [b] = [ab] = [0] in Z/pZ, so dass plab in Z. Wir wollen zeigen
dass [a] = [0] oder [b] = [0] in Z/pZ. Wir schreiben ab als Produkt von Primzahlen
a=7pi...pirb = q{l ...ql*, und dann ab = p{* ...q/*. Die Primfaktoren von ab sind

D1 - -, s, aber p ist auch ein Primfaktor, da p|ab, so dass p = p; fiir eine ¢ oder p = g¢; fiir
eine j. Wenn p = p;, dann pla und [a] = 0 in Z/pZ. Wenn p = ¢; dann p|b und [b] = 0 in
7/pZ.

Andererseits, nehmen wir an dass n kein Primzahl ist, so dass n = ab, mit 0 < a < n,0 <
b < n. Dann [a] # [0], [b] # [0] in Z/nZ aber [a] - [b] = [ab] = [n] = [0], so dass Z/nZ kein

Integritétsbereich ist.

e Sei n quadratfrei, so dass n = p; ...p, mit paarweise verschiedene Primzahlen p;. Wir
zeigen dass Z/nZ reduziert ist: sei [a] in Z/nZ und k € N,k > 0 so dass [a]* = 0 so dass
nlak. Wir schreiben a = ¢{' ... ¢% als Produkt von paarweise verschiedene Primzahlen.
Dann a* = ¢¥* .. .¢* so dass die Primfaktoren von a* genau die Primfaktoren von
a sind. Da n|a®, wissen wir dass p;|a* so dass jede p; ein Primfaktor von a*, und denn
auch ein Primfaktor von a, ist. Bis zur Neunummerierung kénnen wir schreiben a =

€r+1

pips . perg ... q¢, so dass nla und [a] = [0] in Z/nZ.

Andererseits, sei n nicht quadratfrei so dass die Primfaktorzerlegung von n ist: n = p{* - p&r
mit e; > 1 und e; > 2. Denn [a] = [p1p5? ... pe?] # [0] in Z/nZ, aber [a]®* = [0]. Das zeigt
dass R nicht reduziert ist.

O

Beispiel 2.1.19. Das ergibt viele Beispiele: Z/5Z Korper, Z/6Z kein Integrititsbereich aber
reduziert, Z /77 Korper, Z/8Z nicht reduziert, Z/9Z nicht reduziert, .. ..

Beispiel 2.1.20 (Der Polynomring). Sei R ein kommutativer Ring. Der Polynomring R[x] ist
definiert als die Menge von formale endliche Summen

d
Rlz| = {Zan-x”|an €R, nGN}
n=0
Der Grad von einem Polynom f(x) = ag+a; -z + -+ aq- 2% € R[z] mit ag # 0 ist
deg(f) = d = max{n|a, # 0}
Wir definieren auch deg(0) = —oo. Der Leitkoeffizient von f # 0 ist

LO(f) = aqg = dqeg s-
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Der Polynomring ist ein Ring mit der Summe und der Multiplikation von Polynome:

d e max{d,e}
f(x)+g(@) = Q_ana™) + (D bpr™) = > (ay+b)a*
n=0 m=0 k=0
100 -t0) = () () = 3 (3 )

Man hat deg(f + ¢g) < max{deg(f),deg(g)} und deg(f - g) < deg(f) + deg(g). Genauer gesagt,
wenn f # 0,g # 0, mit deg(f) = d,deg(g) = e, dann f(z) = ag + -+ + aqz? und g(x) =
by + -+ + bex®, mit ag # 0, b, # 0. Dann

f(z)-g(x) =ag-by+ -+ ag - beaxtte

so dass deg(f-g) = d+e = deg(f)+deg(g) genau dann wenn a,-b. # 0, oder LC(f)-LC(g) # 0.
Insbesondere, wenn R ein Integritdtsbereich ist, agzb. # 0, so dass f-g # 0 und deg(f-g) = d+e.
Wir schreiben dies als Lemma.

Lemma 2.1.21. Sei R ein Integrititsbereich, dann R|x] ist auch ein Integrititsbereich, und
deg(f - g) = deg(f) + deg(g) fiir alle f,g € R[x].

Beweis. Wir haben schon gezeigt dass R[z] ein Integritéitsbereich ist, und dass deg(f -¢g) =
deg(f) + deg(g) fiir alle f,g € Rlz] und f # 0,9 # 0. Wenn f = 0 oder ¢ = 0 dann
deg(f - g) = —oo und deg(f) + deg(g) = —oo. -

2.2 Ideale und Unterringe

Definition 2.2.1 (Unterring). Sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge S C R ist ein
Unterring wenn die folgende Bedigungen gelten:

1. S C(R,+) ist eine Untergruppe.
2. ab € S fir alle a,b € S.
3.1€8.

Die Menge S mit den Einschrankiingen von der Summe und der Multiplikation von R ist selbst
ein Ring.

Beispiel 2.2.2. Der Ring Z ist ein Unterring von Q. Der einziger Unterring von Z ist Z selbst,
weil jede Untergruppe S C Z die 1 enthélt ist muss Z sein. Eine anliche Begrundung zeigt
dass der einziger Unterring von Z/nZ der ganze Ring ist. Wenn R ein Ring ist, dann ist R ein
Unterring von R[z].

Definition 2.2.3. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Teilmenge I C R ist ein ideal wenn die
folgende Bedigungen gelten:

1. I C(R,+) ist eine Untergruppe.

2. ai €I firallea e R,i € 1.



KAPITEL 2. RINGE 31

Ein Ideal heifit echt, wenn I C R.

Beispiel 2.2.4. Die Untergruppe nZ C Z ist ein Ideal fiir jede n € Z. Wenn R ein Ring ist,
die Menge zR[x] = {z - f(z)| f(z) € R[z]} ist ein Ideal von R[z|. Ein Ring R hat immer zwei
Ideale: R selbst und {0}.

Bemerkung 2.2.5. Ein Ideal I ist echt genau dann wenn 1 ¢ I: wenn 1 € I danna-1=a € I
fiir alle a € R.

Proposition 2.2.6. Sei R ein Ring und seien Iy, Iy zwei Ideale von R.

1. Die Summe I + Iy = {iy + iy |1 € I1,iy € Iy} ist ein Ideal von R.

2. Die Durchschnitt I, N Iy ist ein Ideal von R.
Anliche Aussagen gelten fiir die Summe und fir die Durchschnitt von unendliche viele Ideale.
Beweis. Man iiberpruft leicht die Eigenschaften in der Definition. O]
Definition 2.2.7 (Erzeugte Ideale). Seien R ein kommutativer Ring und A C R eine Teilmenge.

Das Ideal erzeugt von A ist
(A= (1 I

ICR Ideal
ACT

Das Ideal (A) ist das kleinstes Ideal, das A enthélt.

Proposition 2.2.8. Seien R ein kommutativer Ring und A C R eine Teilmenge. Das Ideal

erzeugt von A ist
(A) = {Zriai\n € Ra; € An € N}

i=1

Beweis. Das ideal (A) enthélt ay,...,a, fir alle a; € Ayund da (A) ein Ideal ist, wissen
wir dass raq,...,ra, € (A) fir alle r; € R, und dann Y ra; € (A). Das zeigt dass
(A) D {> ¢ ma;|r € Ra; € A,n € N}. Um die andere Inklusion zu beweisen, es reicht zu
zeigen dass die Menge {)> !  ma;|r; € R,a; € A,n € N} ein Ideal ist. Das ist eine leichte
Uberpriifung von den Eigenschaften in der Definition von Ideal. O

Definition 2.2.9 (Hauptideal). Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal I C R ist ein Hauptideal
wenn a € [ existiert sodass I = (a).

Beispiel 2.2.10. Das Ideal nZ = (n) in Z ist ein Hauptideal. Das Ideal xR[z] = (x) in R[x] ist
ein Hauptideal. Das Ideal I = (2,z) C Z[z] ist nicht ein Hauptideal (Hausaufgabe).

Seien R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal. Da (R, +) eine abelsche Gruppe ist, die
Untegruppe [ ist normal und die Faktorgruppe R/I ist eine Gruppe, aber sie ist auch ein Ring:

Proposition 2.2.11. Seien R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal. Die Faktorgruppe
R/I mit der Multiplikation

R/Ix R/I — R/I,  ([a],[B]) — [ab]

st ein kommutativer Ring.
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Beweis. Wir zeigen dass die Multiplikation wohldefiniert ist: seien a,b,a’, b’ € R so dass [a] = [d/]
und [b] = [¥/] in R/I. Wir wollen zeigen dass [ab] = [a'V'] in R/I. Da die Klassen von a,a’ und
b,V gleich sind, wissen wir dass a = a' +4,0 =0+ j mit ¢,j € [. Dann ab = (¢’ +i)(' + j) =
atV +ad'j+bi+ijund aj + bi+ij € I weil I ein Ideal ist. Denn [ab] = [a'V] in R/I. Jetzt dass
dass die Multiplikation wohldefiniert ist, kann Man leicht iiberpriifen dass R/I ein Ring ist. [J

Definition 2.2.12 (Faktorring). Der Ring R/I heifit Faktorring.
Beispiel 2.2.13. Der Ring Z/nZ ist genau der Faktorring von dem Ideal nZ C Z.

Definition 2.2.14 (Maximales Ideal). Sei R ein kommutativer Ring. Ein echtes Ideal m C R
ist maximal wenn kein echtes Ideal I C R existiert mit m C 1.

Definition 2.2.15 (Primideal). Sei R ein kommutativer Ring. Ein echtes Ideal p C R ist prim
wenn die folgende Aussage fiir alle a,b € R gilt:

abep = a € poderbenp.

Definition 2.2.16 (Radikales Ideal). Sei R ein kommutativer Ring. Ein echtes Ideal I C R ist
radikal wenn die folgende Aussage fiir alle a € R,n € N gilt:

a"e€l = acl
Proposition 2.2.17. Seien R ein kommutativer Ring und I C R ein echtes Ideal.
1. I ist mazximal genau dann, wenn R/I ein Kdrper ist.
2. I is prim genau dann, wenn R/I ein Integrititsbereich ist.
3. I ist radikal genau dann, wenn R/I reduziert ist.

Beweis. 1. Nehmen wir an dass [ maximal ist und sei [a] € R/, [a] # 0. Das bedeutet dass
a € R,a ¢ I. Da I maximal ist, und (a) + I 2 I es muss sein dass (a) + [ = R so dass es
gibt b € R,i € I so dass ab+i = 1. Dann [1] = [ab + i] = [ab] in R/I. Das zeigt dass [a]
invertierbar in R/I ist, und, da es fiir alle [a] € R/I,[a] # 0 gilt, das zeigt dass R/I ein
Korper ist.

Andererseits, nehmen wir an dass R/I ein Korper ist und sei J C R ein Ideal so dass
I C J. Dann existiert a € J \ I so dass [a] # 0 in R/I. Dann existiert [b] € R/I so dass
lab] = [1] in R/I, und das bedeutet dass 1 = ab+ i in R, fiir ein ¢ € I. Dann 1 € J und
J = R.

2. Das Ideal I ist prim genau dann, wenn die folgende Aussage fiir alle a,b € R gilt:
abel = a€loderbel.
Wir kénnen die Aussage auch als
l[ab] =0in R/I = [a]=0oder [b] =0in R/I

schreiben, und das bedeutet genau dass R/I ein Integritatsbereich ist.
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3. Das Ideal [ ist radikal genau dann, wenn die folgende Aussage fiir alle a € R,n € N gilt:
a"€l = acl.
Wir konnen die Aussage auch als
[a|"=0in R/ = [a]=0in R/I

schreiben, und das bedeutet genau dass R/I ein reduzierter Ring ist.

Korollar 2.2.18. Sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal. Dann
I maximal = I prim =— I radikal

Beweis. Dies ergibt sich aus der Proposition [2.2.17] sowie aus der folgenden, bereits bewiesenen
Tatsache: R/I Korper = R/I Integritdtsbereich = R/I reduzierter Ring. O

Korollar 2.2.19. Sei R ein kommutativer Ring. Dann
1. R ist ein Korper genau dann,wenn (0) ein mazimales ideal ist.
2. R ist ein Integrititsbreich genau dann, wenn (0) ein Primideal ist.

3. R ist reduziert genau dann, wenn (0) ein radikales Ideal ist.

Beweis. Dies ergibt sich aus der Proposition [2.2.17| sowie aus der Tatsache dass R/(0) genau
der Ring R ist. |

2.3 Homomorphismen
Definition 2.3.1 (Ringhomomorphismus). Seien R, S zwei kommutative Ringe. Eine Abbildung
¢p: R— S
heifit Ringhomomorphismus wenn sie die folgende Eigenschaft hat:
1. ¢(a+0b) = ¢(a) + ¢(b) fur alle a,b € R.
2. ¢(ab) = ¢(a)o(b) fiir alle a,b € R.
3. ¢(1) = 1.

Bemerkung 2.3.2. Fin Ringhomomorphismus ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus

o (R,+) — (5, +).
Lemma 2.3.3. Sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus.
1. ¢(—a) = —¢(a) fir alle a € R.
2. Wenn a € R invertierbar ist, dann ist ¢(a) € S auch invertierbar und ¢(a™') = ¢(a)™".

3. ¢(a™) = ¢(a)™ fir allea € R,n € N,
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Beweis. 1. Das gilt weil ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist.

2. Da aa™! = 1, wissen wir dass ¢(a)p(a™) = ¢(aa™) = ¢(1) = 1. Das zeigt dass ¢(a)
invertierbar ist und dass ¢(a™1) = ¢(a)~ .

3. Wenn n = 0, dann ¢(a”) = ¢(1 ): = ¢(a)?. Wenn n > 0 dann ¢(a") = ¢p(a-a----- a) =
o(a) - ¢p(a) -+ - ¢p(a) = ¢(a)*. Wenn n < 0, dann n = —|n| mit |n| > 0 und Punkt (2)

(
zeigt dass ¢(a ) $la ) = pa) ™ = (¢(a)") ! = p(a) ™" = p(a)". .

Lemma 2.3.4. Sei ¢: R — S ein invertierbares Ringhomomorphismus. Dann ist die Umkehr-
abbildung ¢~': S — R ein Ringhomomorphismus.

Beweis. Wir wissen dass ¢! ein Gruppenhomomorphismus, und wir wissen dass ¢~1(1) = 1, da
#(1) = 1. Wir miissen nur zeigen dass ¢ (zy) = ¢~ (z)¢~(y) fiir alle z,y € S. Da ¢ injektiv
ist, das ist dquivalent zu ¢(¢~(zy)) = ¢(¢~(x)p (y)), aber

$(0~ (xy)) = 2y = ¢(67 ' (2))o(¢™" (1)) = ¢(6™ ' (x)d ™' (y)).
[l

Definition 2.3.5 (Isomorphismus). Ein Ringhomomorphismus ¢: R — S ist ein Isomorphismus
wenn es invertierbar ist.

Beispiel 2.3.6. Sei R ein Ring. Wir wollen alle Ringhomomorphismen ¢: Z — R bestimmen.
Es gibt immer das Ringhomomorphismus

¢0:7Z — R o(n)=n

Wir zeigen dass dieses das einzige Ringhomomorphismus ist. Sei ¢¥: Z — R ein Ringhomomor-
phismus, wir wissen dass ¢(1) = 1, und wenn n > 0 dann ¢(n) = (1 +1+---+1) = (1) +
()4 -+Y(1) =1+14---+1 =n. Wenn n < 0, dann ¥(n) = ¥(—|n|) = =¥ (|n|) = —|n| = n.

Beispiel 2.3.7. Sei ¢: Q — R ein Ringhomomorphismus. Die Einschrénkung ¢pz: Z — R ist
ein Ringhomomorphismus, so dass ¢(n) = n fiir alle n € Z. Auflerdem, n ist in Q invertierbar,
so dass ¢(n~!) = ¢(n)~! = n~L. Dann

o) <ﬂ> =¢(mn') = p(m)p(n ") =mn~ ! = n fiir alle — € Q.
n n n
Das zeigt dass das einzige Ringhomomorphismus die Inklusion Q < R ist.

Beispiel 2.3.8. Sei ¢: R — R ein Ringhomomorphismus. Wir wollen zeigen dass ¢ die Identitét
ist: ¢(x) = x fir alle x € R.

¢ Die Einschrinkung ¢g: Q — R ist ein Ringhomomorphismus, sodass ¢(q) = ¢ fiir alle

q € Q.

e Wir zeigen dass ¢(x) > 0 fiir alle z > 0. Wenn z > 0, dann existiert eine Quadratwurzel
VT € R so dass ¢(z) = ¢(v7°) = ¢(v/Z)2. Dann ¢(z) > 0 weil alle Quadrate in R nicht

negativ sind.
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e Wir zeigen dass ¢ monoton steigend ist. Wenn x < y, dann y — 2 > 0 so dass ¢(y —z) > 0.

Aber ¢(y — ) = ¢(y) — é(x) und dann ¢(x) < G(y).

e Wir zeigen dass ¢ stetig ist. Seien x € R und ¢ > 0. Wir wollen § > 0 finden so dass
wenn |z — y| < 4, dann [¢(z) — ¢(y)| < e. Sei n > 0 so dass = < e und sei y € R so dass
|z —y| < % Das bedeutet dass —}1 <y—x< % und da ¢ monoton steigend ist, wissen

T () e wze() -1

so dass [¢(y) — ¢(z)| < L <e.

e Die Teilmenge Q ist dicht in R, so dass fiir alle z € R existiert eine Folge (g,), mit g, € Q
so dass lim,,_, g, = z. Da ¢ stetig ist, folgt daraus, dass

o(z) =¢ < lim qn) = lim ¢(q,) = lim ¢, = z.
n—+oo n—o00 n—oo

Beispiel 2.3.9. Es gibt mindestens zwei Ringhomomorphismen C — C. Ein ist die Identiét,
ein anderes ist die komplexe Konjugation

¢: C—C, o(2) =Z.

Diese ist ein Ringhomomorphismus weil z +w = Z + w,z-w = z - w fiir alle z,w € C und
1 = 1. Es gibt eigentlich viele andere “wilde” Ringhomomorphismen die man aber nicht
leicht beschreiben kann: mehr Informationen befinden sich im Artikel Automorphisms of the
Complex Numbers, Paul B. Yale, Mathematics Magazine Volume 39, 1966, pages 135-141,
https://doi.org/10.1080/0025570X.1966.11975699.

Proposition 2.3.10. Sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Der Kern ker ¢ C R ist ein
Ideal von R und das Bild Im ¢ C S ist ein Unterring von S.

Beweis. Wir zeigen dass ker ¢ ein Ideal von R ist. Wir wissen schon dass der Kern eine
Untegruppe ist. Wir miissen denn zeigen dass, wenn a € R,z € ker ¢, dann ax € ker ¢, aber

élaz) = 6(a) - d(x) = ¢(a) - 0= 0.

Es ist leicht zu iberpriifen dass das Bild ein Unterring von S ist. O

Wir fithren nun eine Reihe von Aussagen auf, deren Beweis analog zu den &hnlichen Aussagen
fiir Gruppen ist, so dass wir sie nicht explizit schreiben.

Lemma 2.3.11. Seien R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal. Die Projektion m: R —
R/I ist ein surjektives Gruppenhomomorphismus und kerm = I.

Damit ist es einfach, die universelle Eigenschaft der Faktorgruppe zu beweisen

Satz 2.3.1 (Universelle Eigenschaft des Faktorrings). Seien R ein kommutativer Ring und
I C R ein Ideal. Sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Es gibt ein Ringhomomorphismus
¢: R/I — S so dass

¢:$O7T7

genau dann, wenn I C ker ¢. Auferdem ist ¢, wenn es existiert, eindeutiq


https://doi.org/10.1080/0025570X.1966.11975699

KAPITEL 2. RINGE 36

Satz 2.3.2 (Homomorphiesatz). Sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann die Abbildung
¢: R/ker ¢ —> im ¢, [x] — ¢(x)
st ein Isomorphismus von Ringe.

Wir betrachten jetzt die Ideale von eines Faktorrings R/I. Sei R ein kommutativer Ring,
I C Rein Ideal m: R — R/I die Projektion. Sei H C R ein Ideal so dass I C H: wir betrachten
H/I als Teilmenge von R/I:

H/I ={[h] € R/I|h € H}

Satz 2.3.3. Seien R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal. Jedes Ideal von R/I hat die
Form H/I fiir genau ein Ideal H C R so dass I C H.

Satz 2.3.4. Seien R ein kommutativer Ring, und I C H zwei Ideale. Dann die Abbildung
(R/I)/(H/I) — R/H, [a] mod H/I +~ [a] mod H

st ein Isomorphismus von Ringe.

2.4 Teilbarkeit und Primfaktorzerlegung

In der Schule haben wir gelernt, dass eine ganze Zahl eindeutig in Primfaktoren zerlegt werden
kann. Wir diskutieren nun, wie man diese Theorie auf andere Ringe verallgemeinern kann.

Definition 2.4.1 (Teilbarkeit). Seien R ein kommutativer Ring und a,b € R. Wir sagen dass a
teilt b wenn h € R existiert so dass b = a - h. Das ist dquivalent zu b € (a) oder auch (b) C (a).
Wir schreiben alb.

Definition 2.4.2 (Assoziertes Element). Sei R ein kommutativer Ring. Zwei Elementen a,b € R
sind assoziert wenn eine Einheit u € R* existiert so dass a = bu.

Bemerkung 2.4.3. Sei R ein Integritatsbereich. Dann sind a,b € R assoziert genau dann,
wenn (a) = (b). Wir beweisen das: seien a, b assoziert, dann existiert eine Einheit u € R* so
dass @ = bu und b = au™', so dass (a) C (b) und (b) C (a). Andererseits, wenn (a) = (b)
dann existieren h,k € R so dass a = bh und b = ak, so dass a = ahk,b = bhk. Das bedeutet
a(hk — 1) = b(1 — hk) = 0 und wenn R ein Integritétsbereich ist, dann entweder a = b = 0 oder
hk = 1. in beiden Fallen sind a, b assoziert.

Definition 2.4.4 (Primelement). Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element p € R heifit prim,
wenn p # 0, p keine Einheit ist und fiir alle a,b € R gilt:

plab = pla, oder p|b

Das bedeutet genau dass das Ideal (p) prim ist.

Definition 2.4.5 (Irreduzibel Element). Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element f € R
heifit irreduzibel, wenn f # 0, f keine Einheit ist und aus f = ab folgt dass entweder a oder b
eine Einheit ist.
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Bemerkung 2.4.6. Ein Element f € R ist irreduzibel ist, genau dann wenn, fiir jedes Element
a € R mit a|f, a ist entweder invertierbar oder assoziert zu f.

Lemma 2.4.7. Seien R ein Integrititsbereich und p € R ein Primelement. Dann ist p auch
wrreduzibel.

Beweis. Seien a,b € R so dass p = ab. Dann p|ab und dann p|a oder p|b. Nehmen wir an, dass
pla. Dann existiert h € R so dass a = ph, und p = ab = phb. Das bedeutet dass p(1 — hb) = 0
und da R ein Integritdtsbereich ist und p # 0, folgt dass hb = 1, so dass b eine Einheit ist. [

Bemerkung 2.4.8. Es ist nicht immer wahr dass ein irreduzibel Element auch prim ist. Wir
werden zeigen dass das in Ringe wie Z oder R[xz,y] gilt aber wir werden auch ein Gegenbeispiel
geben.

2.4.1 Euklidische Ringe, Hauptidealringe und faktorielle Ringe
Definition 2.4.9. Ein Integritéitsbereich R heifit Euklidisch, falls eine Bewertungsfunktion

v: R\ {0} - N
existiert so dass fiir alle a,b € R,b # 0 ein Quotient ¢ € R und ein Rest r € R existieren so dass
e a=qb+r.
e =0 oder v(r) < v(b).

Beispiel 2.4.10. Die ganze Zahlen Z sind ein euklidische Ring mit der Bewertungsfunktion
v(n) = |n|.

Beispiel 2.4.11. Sei K ein Kérper, z.B. K = Q,R,Z. Dann ist der Polynomring K|[x] mit der
Bewertungsfunktion v(f) = deg(f) ein euklidische Ring. Wir zeigen das: seien f, g € K|x] zwei
Polynome mit g # 0. Wenn deg(f) < deg(g) dann kénnen wir einfach f = 0- g+ f schreiben.
Wenn deg(g) < deg(f), dann existieren n > 0,k > 0 so dass

g=a,x" + -+ ao, a, # 0
f=bppx™™ 4 Fby by #£0

b, by,
f= ( a+k-xk) -g+(f—a—+’“xk-g) =q-9+h

n n

Und dann

Hier brauchen wir dass K ein Korper ist, so dass a,, # 0 invertierbar ist. Falls f; = 0 sind wir
fertig. Falls f; # 0, dann deg(f1) < deg(f). Falls deg(f;) < deg(g) dann sind wir fertig. Falls
deg(f1) > deg(g) konnen wir das Verfahren wiederholen, und wir finden ¢y, f so dass

fi=q@- g+ f
f=a-9+fi=(@+aq) g+ f
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mit fo =0 oder fy # 0 und deg(f2) < deg(f1). Wenn fo = 0 oder fy # 0 und deg(fs) < deg(g)
dann sind wir fertig. Sonst, wenn fo # 0 und deg(g) < deg(f2), kbnnen wir das Verfahren
wiederholen und wir finden g3, f3 so dass

Jo=q3-g+ f3
f=@+a@t+ae) g+ fs

mit f3 = 0 oder f3 # 0 und deg(f3) < deg(f). Wir kénnen das Verfahren nicht fiir immer
wiederholen, sonst haben wir eine unendliche Folge deg(f) > deg(f1) > deg(f2) > deg(fs3) > ...
von nicht-negative ganze Zahlen, was unmoglich ist. Das bedeutet dass wir kénnen schreiben

f=a+a+-+a) g+
mit f, = 0 oder f;, # 0 und deg(f,) < deg(g).

Beispiel 2.4.12. Das ist vielleicht kompliziert. Um das besser zu verstehen, betrachten wir ein
konkretes Beispiel, mit f = 2* — 1,9 = 22 4+ 22 + 1.
f=a*g+(f—29g)
=22 g+ (2 -1 — 2" — 22° — 2%)
=22 g+ (—22° — 2% - 1)
=q-9+h
mit ¢; = 22, fi = —22% — 2% — 1. Da f; # 0,deg(f1) > deg(g) wir wiederholen

fi==2z-g+(fi+2z-9)
=229+ (2% — 2% — 14 22° + 42% + 22)
=2z-g+ (32" +22 — 1)
=q@-g+/f

mit go = —2x, fo = 32? + 2x — 1. Da deg(f) > deg(g) wir wiederholen:

fo=3-9g+(f2—3-9)
=39+ (32> 4+ 22 —1—32° — 62 — 3)
=3-9+ (—4x —4)
=q-g+J3

mit g3 = 3 und f3 == 4z — 4. Da deg(f3) < deg(g), sind wir fertig und wir finden dass

f=@a+q@+a) g+ fs
= (2 =22 +3) - g+ (—4z — 4).

Satz 2.4.1. Sei R ein euklidischer Ring. Dann ist jedes Ideal I C R ein Hauptideal: I = (b) fir
embe R.

Beweis. Wenn I = (0) dann ist I ein Hauptideal. Wenn I # 0, sei b € [ so dass v(b) =
min{v(x) |x € I,z # 0}. Wir zeigen dass I = (b). Sei a € I,a # 0. Dann existieren ¢, € R so
dass a = q- b+ r, mit r =0 oder v(r) < v(b). Da r = a — gb, sehen wir dass r € I, weil a € I
und b € I. Wenn r # 0, dann v(r) < v(b) aber das ist unméglich. Dann es muss sein dass 7 = 0
und a = ¢b. Das zeigt dass a € (b) so dass I C (b). Da b € I, gilt auch (b) C I, und I = (b). O
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Definition 2.4.13 (Hauptidealring). Ein Hauptidealring ist ein Integritétsbereich wo alle ideale
Hauptideale sind.

Bemerkung 2.4.14. Wir haben gerade gezeigt dass jeder euklidischer Ring ein Hauptidealring
ist. Insbesondere, sind Z und K[z] mit K Korper, Hauptidealringe. Es ist aber nicht wahr dass
jeder Hauptidealring ein euklidischer Ring ist: ein Gegenbeispiel ist der folgende Unterring von

Z{ﬂ] :{a+(H—\2/__w)b|a,beZ}

Wir werden nicht zeigen dass dieser Ring ein Hauptidealring und kein euklidischer Ring ist. Als
Hausaufgabe kann man aber zeigen dass diese Menge ein Unterring von C ist.

Wir wollen jetzt Zeigen dass wir in einem Hauptidealring eine Primfaktorzerlegung haben.
Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Arbeiten:

Proposition 2.4.15. Sei R ein Hauptidealring und set
LCLCIz3C...

eine unendliche aufsteigende Kette von echte Ideale I,, C R. Dann die Kette ist stationdr: es
gibt ng € N so dass I, = I, fiir alle n > ny.

Beweis. Sei I =, I,. Das ist ein Ideal von R: 0 € I da 0 € I;, wenn a,b € I dann existieren
ni,ne € Nso dass a € I,,,,b € I,,. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit, nehmen wir an
dass n; < ng. Dann a,b € I, so dass a+b € I,,,,—a € I,,,za € I,, fir alle v € R. Dann
a+bel,—ael axr el fiir alle x € R. Das zeigt dass I ein Ideal ist. Das Ideal I miiss auch
ein echtes Ideal sein: sonst 1 € I und dann existiert n € I,, mit 1 € I,,. Aber das ist unmdoglich
weil I ein echtes Ideal ist. Das zeigt dass I ein echtes Ideal ist. Da R ein Hauptidealring ist,
existiert d € R mit [ = (d). Dann d € I und d € I, fiir einem ny € N. Aber dann I < I,,; so
dass I,, C I, fiir alle n > ny. Das ist was wir zeigen wollten. O

Bemerkung 2.4.16. Die Proposition bedeutet genau dass keine undendliche aufsteigende Kette
von echte Ideale existiert:
LCLCI;CI, C...

Ein Ring mit dieser Eigenschaft heifit noetersch (nach die Mathematikerin Emmy Noether).

Proposition 2.4.17. Sei R ein Hauptidealring. Ein Element p € R ist prim genau dann wenn
es 1rreduzibel ist.

Beweis. Da R ein Integritétsbereich ist, wissen wir dass ein Primelement auch irreduzibel ist.
Andererseits, sei p € R irreduzibel und seien a,b € R so dass p|ab: ab = pc fiir ein ¢ € R. Wir
wollen zeigen dass p|a oder p|b. Das bedeutet a € (p) oder b € (p). Wir betrachten das Ideal
(a,p): da R ein Hauptidealring ist, existiert d € (a,p) so dass (a,p) = (d). Insbesondere d|p. Da
p irreduzibel ist, muss d entweder invertierbar oder assoziert zu p sein. Wenn d assoziert zu p ist,
dann (d) = (p) und (a,p) = (d) = (p) so dass a € (p) und wir sind fertig. Wenn d invertierbar
ist, dann (a,p) = (d) = R so dass existieren h, k € R mit ha + kp = 1. Dann hab + kpb = b und
da ab = pc, sehen wir dass

b = hab + kbp = hep + kbp = (he + kb)p
so dass b € (p). O
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Lemma 2.4.18. Sei R ein Hauptidealring und a € R, a # 0,a ¢ R*. Dann existiert p € R
irreduzibel so dass pla.

Beweis. Wenn a irreduzibel ist, dann sind wir fertig. Wenn a nicht irreduzibel ist, existieren
a1, by nicht invertierbar und nicht zu a assoziert so dass a = a;b;. Insbesondere (a) C (aq).
Wenn a; oder by irreduzibel ist, dann sind wir fertig. Sonst nehmen wir ohne Einschrankung der
Allgemeinheit an dass a; nicht irreduzibel ist, so dass as, by nicht invertierbar und nicht zu a4
assoziert existieren mit a; = asby. Insbesondere (a) C (a;) C (az). Wenn man so vorgeht, findet

man eine aufsteigende Kette von echte Idealen:

(@) & (a1) & (a2) & (as) & -

Da R noetersch ist, die Kette kann nicht unendlich sein, so dass k£ existiert mit a; irreduzibel.
Dann gilt aa. O

Satz 2.4.2. Sei R ein Hauptidealring. Fiir jede a € R,a # 0 und existieren u € R* und
D1y, Dk € R trreduzibel so dass

a=UuU-p1-p2----Pk

Auferdem, wenn a = ' - p - py...p) eine andere Zerlegung durch irreduzibel Elementen ist,
dann h = k und und jedes p; ist mit einem der p, assoziiert und vice versa

Beweis. Wir zeigen zuerst dass eine Zerlegung existiert. Sei a € R, a # 0 und a nicht invertierbar.
Wir zeigen dass p1,a; € R existieren mit p; irreduzibel, a = pya; und (a) € (a1). Um das zu
zeigen, nutzen wir das vorheriges Lemma: es zeigt dass p; € R irreduzibel existiert mit p;|a.
Das bedeutet dass a = pya; fiir ein a; € R. Insbesondere (a) C (ay). Wenn (a) = (a;) dann
sind a und a; assoziert, so dass u € R* existiert mit a = ua;. Dann ua; = a = pa; so dass
(u—p)a; = 0. Da R ein Integrititsbereich ist, und a; # 0 das bedeutet dass p = u. Aber das ist
unmoglich da p irreduzibel ist. Das zeigt dass (a) C (aq).

Wir haben eine Zerlegung a = pia; gefunden. Wenn a, invertierbar ist, dann sind wir fertig.
Wenn nicht, existieren py € R irreduzibel und as € R mit (a;) € (a2) so dass a; = peas.
Dann a = pypsas und (a) C (a1) € (az). Da R noetersch ist, konnen wir diesen Vorgang nicht
unendlich oft wiederholen, so dass ein a; invertierbar sein muss und wir finden eine Zerlegung
a = up1ps . .. pr mit p; irreduzibel und v = a; invertierbar.

Das zeigt dass eine Zerlegung durch irreduzibel Elementen existiert. Seien jetzt a =
up1py - .. pr = PPy ... Py, zwei Zerlegungen mit p;, p’ irreduzibel und u, v’ € R*. Ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit, nehmen wir an dass k& < h. Wir haben dass pi|a und da py prim
ist, existiert j so dass py|p}. Mit einer moglicher Umbenennung kénnen wir davon ausgehen,
dass pg|p},- Da pj, irreduzibel ist, sind py und pj, assoziert, so dass pj, = u”p,, mit «” invertierbar.
Dann

a=upy... pepr=u-u"p}. .. p,_ 1D
so dass
wepr...opro1 = (W -d")pl o

weil pp # 0 ist und R ein Integritétsbereich ist. Wir kénnen das Verfahren wiederholen und mit
einer moglicher Umbenennung wir finden dass p; und p; +(h—k) fiiri = 1,..., k assoziert sind, und

/ /
U=V-Py-. Pl
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mit u,v € R*. Wenn h > k dann erscheint ein irreduzibel Element p| an der rechte Seite, aber
das ist unmoglich, weil diese Gleichung impliziert dass p} invertierbar ist, da u invertierbar ist.
Dann h = k und p;, p} sind assoziert fiir alle i = 1,... k. H

Definition 2.4.19 (Faktorieller Ring). Ein Integrititsbereich R heifit faktoriell wenn jedes
Element a € R, a # 0 eine Zerlegung durch irreduzibel Elementen hat:

a = upip2...pPk

mit © € R* und p; irreduzibel. Auflerdem, wenn a = ' - p} - pj, . . . p}, eine andere Zerlegung durch
irreduzibel Elementen ist, dann h = k und und jedes p; ist mit einem der p) assoziiert und vice
versa

Bemerkung 2.4.20. Wir haben gezeigt dass Hauptidealringe und besonders FEuklidische Ringe
faktoriell sind. Nicht alle faktorielle Ringe sind aber Hauptidealringe: ein Gegenbeispiel ist Z|[x].

Bemerkung 2.4.21. Sei R ein faktorieller Ring und sei a € R,a # 0 und a ¢ R*. Wir kénnen
a als

a=pi...pF
schreiben, womit £ > 0,e; > 0 und die p; sind irreduzibel und paarweise nicht assoziert.
AuBlerdem, wenn a = p’lell o pﬁﬂv mit h > 0,¢, > 0 und die p} irreduzibel und paarweise nicht
assoziert, dann h = k, und und wenn wir die Elemente umbenennen, kénnen wir davon ausgehen,
dass p; und p; assoziert sind, und dass e; = €.

Lemma 2.4.22. Sei R ein faktorieller Ring. Fin Element p € R ist prim genau dann, wenn es
wrreduzibel ist.

Beweis. Sei p € R irreduzibel. Wir mussen zeigen dass p prim ist. Seien a, b € R so dass p|ab. Wir
schreiben a = u[[pj* und b = v ] ¢;’ als Produkt von irreduzibeln, so dass ab = uv [[pj* - [[ ¢;’
eine Zerlegung . Da plab, ist p ein Faktor in einer Zerlegung von ab in irreduzibeln Faktoren. Da
R faktoriell ist, p ist assoziert zu einem von den p; oder zu einem von den g;, so dass p|a oder
plb. O

Definition 2.4.23 (Groite gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache). Sei R ein
faktorieller Ring und seien a,b € R. Ein element d € R ist ein Grofite gemeinsame Teiler von
a,b wenn d|a,d|b und wenn d'|a und d'|b, dann d'|d. Wir schreiben

d = ggT(a,b).

Ein Element m € R ist ein kleinste gemeinsame Vielfache von a,b € R wenn a|m, bjm und wenn
alm’,blm’, dann m|m’ auch. Wir schreiben

m = kgV (a,b)
Lemma 2.4.24. Seien R ein faktorieller Ring und a,b € R.

1. Seien d,d zwei grofste gemeinsame Teiler von a,b. Dann sind d,d’ assoziert. Das gleiches
gilt fiir zwei kleinste gemeinsame Vielfache.

2. Seien d = ggT'(a,b) und m = kgV (a,b). Dann sind dm und ab assoziert.
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Beweis. Hausaufgabe [
Lemma 2.4.25. Sei R ein faktorieller Ring und a,b € R zwei Elementen so dass
a=pi. Pt gt
b:pi/l...pilr A
womit alle p;, q;,t; irreduzibel und paarweise nicht assoziert sind. Dann
(el i)y _ gor(a, b
(py =) gty e - [T = kaV(a.b)
Beweis. Hausaufgabe. O
Lemma 2.4.26. Sei R ein Hauptidealring und seien a,b € R. Es gilt d = ggT'(a,b) genau dann,

(a,b) = (d)

und es gilt m = kgV (a,b) genau dann, wenn

Beweis. Wir sehen dass d|a, d|b genau dann wenn a, b € (d) und das ist dquivalent zu (a, b) C (d).
Das bedeutet dass ggT'(a,b) = d genau dann wenn das Ideal (d) das kleinstes Hauptideal dass
(a,b) enthilt ist. Da jedes Ideal in R ein Hauptideal ist, das bedeutet genau dass (a,b) = (d).
Vice versa, a|m und blm is dquivalent zu (m) C (a) N (b). Das bedeutet dass m = kgV (a, b)
genau dann wenn, das Ideal (m) das groBte Hauptideal dass in (a) N (b) enthélt ist ist. Da jedes
Ideal in R ein Hauptideal ist, bedeutet das genau dass (a) N (b) = (m). O

Korollar 2.4.27 (Lemma von Bezout). Seien R ein Hauptidealring, a,b € R und d = ggT(a,b).
Dann existieren h,k € R so dass

h-a+k-b=d.
Beweis. Das vorheriges Lemma zeigt dass d € (a,b) = {ha + kb| h,k € R}. O

In einem euklidischen Ring kann man ein ggT bestimmen auch ohne eine Zerlegung durch das
euklidische Algorithmus: sei R ein euklidischer Ring mit Bewertungsfunktion v: R\ {0} - N
und seien a,b € R\ {0} mit v(a) > v(b). Wir betrachten den folgenden Algorithmus:

e Schritt 1: Wir setzen a; = a,b; = b.
e Schritt 2: Wir berechnen die Division mit Rest von a; durch by:
a1 =qp by +1r1 mit r; = 0, oder v(ry) < v(by).
Insbesondere, sehen wir dass (a,b) = (b, 7).

e Schritt 3: Wenn r = 0, dann b; = gg7T (a1, by) und wir sind fertig. Wenn, r # 0, wir setzen
as = by, by = r; und wir wiederholen Schritt 2. Wir bemerken dass (a1, b;) = (az, by).
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Proposition 2.4.28. Der euklidische Algorithmus stoppt und stoppt und erzeugt ein gg1T von a
und b

Beweis. Das Algorithmus muss irgendwann stoppen, sonst haben wir eine unendliche Folge von
nicht negative ganze Zahlen v(by) > v(bg) > v(bs) > .... Wenn das Algorithmus stoppt, finden
wir b, so dass b, = ggT'(an,by,), so dass

(bn> - (CLn, bn) - (an—labn—l) == (al,bl) = (CL, b)
Das zeigt dass b, = ggT(a,b). O

Beispiel 2.4.29. Wir berechnen das gg7T von den zwei Polynome a(z) = x® + 6z + 7 und
b(z) = 2* + 3z + 2 durch den euklidischen Algorithmus: die erste Division ist

22+ 62 +7=(z—3)(z*+ 3z +2) + (13x + 13)

Der Rest ist nicht null, so dass wir noch ein mal dividieren

1 2
2 2=(—=2+-—=)(1 1
r°+ 3z + (13x+13)(3x+ 3)+0

Der Rest ist null, so dass
13z + 13 = ggT'(a,b).

2.4.2 Polynome in Z[z] und Q|x]

Wir wissen das Q[z] ein euklidischer Ring ist. Insbesondere, ist Q[z] faktoriell. Was kénnen wir
iiber Z[z] sagen?

Definition 2.4.30 (Primitives Polynom). Ein Polynom f(x) € Z[x] heifit primitiv, wenn
f(z) = apx™ + - + ao, a; € Z, 99T (ag, .., a,) = 1.

Lemma 2.4.31. Sei f(x) € Q[z] ein Polynom. Dann ezistieren m,n € Z teilerfremde so dass

f(&) = 3 F(a)

mit F(x) € Zlz] primitiv. Auflerdem f(x) € Z[z] genau dann, wenn eine solche Faktorisierung
mit b =1 existiert.

Beweis. Wir schreiben die Koeffizienten von f(x) als Fraktionen

_dnn B S0
f(a:)—bnx + +b1x+b0,

Wenn b/ =by - - - - bibo, dann b € Z und f(z) = g(z), mit g(x) € Z[z]. Wir schreiben noch

ai,bi EZ,bl#O

g(z) =a,x" +...dix+ag=d - (alz"+ -+ djz+a)) =d - F(z)

womit a’ = ggT(ayg,...,a,) so dass F(x) primitiv ist. Das bedeutet dass f(x) = ‘;—,/F(x) mit

»'n
/
a a

F(z) primitiv. Wir kénnen auch die gemeinsame Primfaktoren von a’, b’ streichen, so das § = ¢
mit a, b teilerfremd. Das zeigt dass

f(z) = 2 F(x)

a
b
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mit a,b € Z teilerfremd und F(x) € Z[z| primitiv. Wenn b € Z* es ist klar dass f(z) € Z[z].
Vice versa, wenn f(x) € Z[z], dann

f(z) :%F(QI) :%(cn:c”+---+co) :G—Z":U”—l—---vL%
so dass blac; fiir alle i. Da b,a teilerfremd sind, es muss sein dass b|¢; fiir alle i, so dass
blggT (co,...,c,) =1 und b € Z*. Dann %:% O

Lemma 2.4.32 (Lemma von GauB - I). Seien F(z),G(x) € Z[z] primitiv. Dann ist F(z)G(z)
auch primitiv.

Beweis. Sei h(x) = a,z™ + - -+ + ag € Z[z] ein Polynom. Dann ¢gg¢7'(ay, . . .,a,) = 1 genau dann,
wenn fiir jeden Primzahl p € Z ein q; existiert so dass p t a;, oder [a;] # 0 in Z/pZ. Anders
ausgedriickt, h(x) ist primitiv genau dann, wenn [h(z)] = Y [a;]2" nicht null in (Z/pZ)[x]
ist, fir alle Primzéhlen p € Z. Sei p € Z ein Primzahl, da F(x),G(x) primitiv sind, wissen
wir dass [F(x)], [G(x)] # 0 in Z/pZ[z]. Da Z/pZ|x] ein Integritéitsbereich ist, wissen wir dass
[F(2)G(z)] = [F(2)][G(x)] # 0. Das zeigt dass F'(z)G(z) primitiv ist. O
Proposition 2.4.33 (Lemma von GauB - II). Ein Polynom f(z) € Z[z] ist irreduzibel in Z[z]
genau dann, wenn

1. deg(f(z)) =0 und f(x) = p mit p € Z prim.

2. deg(f(x)) > 0, f(x) primitiv und irreduzibel in Q[x].
Beweis. Wir lassen den Fall deg(f) = 0 als Hausaufgabe. Wenn deg(f) > 0, sei zuerst f(z)
primitiv und irreduzibel in Q[z]. Sei auch f(z) = g(z)h(z) in Z[z]. Da f(x) irreduzibel in
Q[z] ist, nehmen wir an dass g(x) invertierbar in Q[z]: das bedeutet dass g(z) = a € Z. Dann

f(x) = ah(x) und da f(x) primitiv ist, es muss sein dass a € Z*.
Vice versa, sei f(z) irreduzibel in Z[x] wir schreiben

f(z)=aF(x), a€Z, F(z)€ Z[z]primitiv

Dann muss entweder a oder F(z) invertierbar sein. Da deg f(x) > 0 ist deg F'(z) > 0 auch, so
dass a muss invertierbar sein. Das bedeutet dass f(x) primitiv ist. Wir zeigen jetzt dass f(x)
irreduzibel in Q[z] ist. Seien g(z), h(z) € Q[z] so dass

f(@) = g(x)h(z).

Wir wollen zeigen dass g(z) = $G(x) mit ¢, d € Z teilerfremd und G(z) € Z[z] primitiv und
h(x) = $H(x) mit e, f € Z teilerfremd und H(z) € Z[x] primitiv. Dann

7
df - f(2) = (¢ G(a)) - (e H(z)) = ce - Gla) H(x)

Die erste Version von dem Lemma von Gaufl zeigt das G(x)H (z) primitiv ist, so dass das gg7T’
von alle Koeffizienten von ceG(x)H (x) muss ce sein. Wir wissen auch das f(z) primitiv ist,
so dass das ggT" von alle Koeffizienten von df - f(x) muss df sein. Dann sind df und ce in Z
assoziert, so dass ce = u - df mit u € Z* und dann

f(2) = u- G(a)H(x)

Da f(x) irreduzibel in Z[z], es muss sein dass entweder G(z) oder H(z) invertierbar in Z[z]
sind. Dann sind auch entweder g(x), h(z) invertierbar in Q[z]. Das zeigt dass f(z) irreduzibel
in Q[z] ist. O
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Satz 2.4.3 (Lemma von Gau8 - III). Der Ring Z[z] ist faktoriell.

Beweis. Sei f(x) € Z[z]. Dann f(z) € Q[x] und f(z) hat eine Zerlegung:
flx) = =pi(x) - palx)

womit ag, by € Z,bo # 0 und p;(z) irreduzibel in Q[z]. Wir schreiben p;(z) = §*F;(z) mit a;,b; €
Z teilerfremd und P;(x) € Z[z] primitiv. Da p;(z), P;(z) assoziert sind, P;(x) muss irreduzibel
in Q[z] sein, und da P;(z) primitiv ist, die zweite Version von dem Lemma von Gaufl zeigt dass
Pi(z) irreduzibel in Z[x] ist. Dann f(z) = ¢-Pi(x) ... Py(x) so dass bf(z) = a- Pi(z)- Py(x). Wir
sehen dass b teilt alle Koeffizienten von bf(x), so dass b teilt das ggT" von alle die Koeffizienten
von a - Py (x) - P,(z) aber die erste Version von dem Lemma von Gauf} zeigt dass Pj(x) - Py(x)
ist primitiv, so dass b muss a teilen: a = bd, mit d € Z. Dann f(z) = d- Pi(z)... Py(z), mit
P,(z) € Z[x] primitiv und irreduzibel, und d € Z. Da d eine Zerlegung durch irreduzibeln in d
hat, sehen wir das f(x) eine Zerlegung hat.

Sei
d-P(x)...P(x) = f(x) =e-Q1(z) ... Qx(x)

eine andere Zerlegung, womit e € Z und Q;(z) € Z[z] irreduzibel mit positivem Grad. Die zweite
Version von dem Lemma von GauB zeigt dass die @;(z) primitiv und irreduzibel in Q[z] sind.
Da QJz] faktoriell ist, es muss sein dass h = k und dass (durch eine eventuelle Umbenennung)
Pi(r) und Q;(x) assoziert in Q[z] sind. Dann P;(z) = $Q;(z) mit a,b € Z und bF;(r) = aQ;(z).
Wenn wir dass gg7" von alle Koeffizienten betrachten, sehen wir dass a, b assoziert in Z sind, so
dass P;(x), Q;(x) assoziert in Z[z] sind: Q;(z) = u; - Pi(x) mit u; € Z*. Dann

und das zeigt dass auch d, e assoziert in Z sind. O]

Bemerkung 2.4.34. Das zeigt dass Z[x] faktoriell ist. Da das Ideal (2, z) kein Hauptideal ist,
das ist auch ein Beispiel von einem faktoriellen Ring der kein Hauptidealring ist.

2.4.3 Das Eisensteinskriterium

Wir stellen jetzt ein niitzliches Kriterium fiir Irreduzibilitat in Z[z] vor:

Proposition 2.4.35 (Eisensteinskriterium). Sei f(z) = a 2"+ - -+a1x+ag € Z[x] ein Polynom
von Grad n > 0 und sei p € Z ein Primelement so dass p{ a,,p | a; fir allei =0,...,n—1
und p* 1 ag. Dann ist f(z) in Q[z] irreduzibel.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall wo f(z) auch primitiv ist. Wir wollen denn zeigen
dass f(z) irreduzibel in Z[z] ist. Seien g(z), h(x) € Z[z] so dass f(z) = g(z)h(x), mit g(z) =
bp®™ + - -+ + by und h(z) = cpz® + - -+ + ¢p. Nehmen wir an dass m > 0,¢ > 0. Wir betrachten
alles modulo p so dass

lanlz™ = [f(2)] = [g(@)][h(x)]  in Z/pZ]z]

Da Z/pZ|x] faktoriell ist, es muss sein dass [g(z)] = [by]z™ und [h(z)] = c,[z*]. Insbesondere p|by
und p|cy. Aber dann p?|bycy = ap und das ist unmdoglich. Ohne Einschriinkung der Allgemeinheit,
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nehmen wir an dass m = 0 so dass f(z) = boh(z). Da f(z) primitiv ist, es muss sein dass by
invertierbar in Z ist.

Wenn f(z) nicht primitiv ist, wir schreiben f(x) = aF(x) mit @ € Z und F(z) € Z[z]
primitiv. Dann man kann zeigen dass die Hypothesen vom Kriterium fiir F'(z) gelten. Dann ist
F(z) € Q[z] irreduzibel, und auch f(z). O

Beispiel 2.4.36. Das Polynom f(z) = 3z* 4+ 1522 + 10 ist irreduzibel in Q[z] dank dem
Eisensteinskriterium mit p = 5. Da f(z) primitiv ist, es ist auch in Z[x] irreduzibel.

Beispiel 2.4.37. Wir betrachten das Polynom f(x) = 277!+ 272+ .-+ 2+ 1 womit p € N ein
Primzahl ist. Wir wollen zeigen dass f(x) irreduzibel ist. Wir konnen das Eisensteinskriterium
hier nicht anwenden, wir betrachten aber das Polynom f(z +1). Um f(x + 1) zu berechnen, wir
betrachten zuerst dass

@)@ —1) =" 1

so dass )
fetl) z=(z+1P-1=>" (i)xh
h=1
und
p D p—1 D . p—1 i
1 p— hil pr— pr— .
flx+1) Z(h)x (k+1)x apx
h=1 k=0 k=0

Die Koeffizienten von f(z + 1) sind

(kp1>:p(p—1) ----- (p— k)
+

so dass a,—1 = 1, a0 = p und play fiir alle k < p— 1 (Warum?). Wir konnen das Eisensteinskrite-
rium mit der Primzahl p anwenden und wir sehen dass f(x + 1) irreduzibel ist. Es folgt dass
f(z) irreduzibel ist (Warum?).
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