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Aufgabe 1 (4 + 2 + 4 Punkte) Wir betrachten die zwei Mengen

(a)
(b)
()

1 a 1 0
H= 0 1 | a,b,ceR,, U= 0 1 | ceR
0 0 0 0

_— S0
=

Zeigen Sie, dass H und U Untergruppen von GL3(R) sind.
Zeigen Sie, dass U isomorph zu (R, +) ist.

Zeigen Sie, dass U ein Normalteiler von H ist. Ist U ein Normalteiler von GL3(R)?

Losung:

(a)

Wir sehen dass H ein Teilmenge von GL3(R) ist weil alle Matrizen in H Determinante 1 haben.
Es ist auch klar dass Ids € H. Wir miissen zeigen dass H beziiglich der Matrixmultiplikation
abgeschlossen ist. Seien A, A’ € H

/

1 a ¢ 1 a ¢ 1 a+d c+cd +ab
(i) A=10 1 b|, A=(0 1 ¥]|, danmA-A=[0 1 b+t
0 0 1 0 0 1 0 0 1

das zeigt dass AA’ € H. Wir miissen auch zeigen dass A~! € H: die Berechnung von (*) zeigt dass
1 —a ab-—c

(i) Al=10 1 b
0 O 1

und das ist auch in H. Das zeigt dass H eine Untergruppe von GL3(R) ist. Wir zeigen jetzt dass
U eine Untergruppe von GL3(R) ist. Es ist klar dass U C H und Ids € U. Seien jetzt B, B’ € U

1 0 ¢ 1 0 ¢
(iii) B=(0 1 0], B=[01 0

0 0 1 0 0 1

die Berechnungen in (i) und (ii) zeigen dass

1 0 c+¢ 1 0 —c
(iv) B-B=|01 o0 |, B'=[01 0
0 0 1 0 0 1
so dass B- B’ € U, B~ € U und U eine Untergruppe ist.
Wir betrachten die Abbildung
1 0 ¢
ffR=U f(lcg=[0 1 0
0 0 1

Die Berechnungen in (iv) zeigen dass f ein Gruppenhomomorphismus ist, und f ist injektiv und
surjektiv. Das bedeutet dass f ein Isomorphismus ist.



(c) Um zu zeigen dass U ein Normalteiler von H ist, miissen wir zeigen dass AB’A~! € U fiir alle
A€ H,B' € U. Seien A, B’ wie in (i) und (iii). Die Berechnungen in (i) und (ii) zeigen dass

1 a ¢ 1 0 ¢ 1 —a ab—c
AB'A™ =10 1 b|[0 1 off[o0o 1 —b
0 0 1 0 0 1 0 O 1
1 a c+c 1 —a ab—c 1 0 ¢
=10 1 b 0 1 -b =0 1 0|=BeU.
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Die Untergruppe U ist aber kein Normalteiler von GL3(R)
1 0 0 1 0 ¢ 1 0 O ! 1 0 0 1 0 ¢ 1 0 0
01 0 01 0 01 0 =10 1 0 0 1 0 0O 1 0
1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 -1 0 1
1 0 0 1 0 ¢ 1 0 0 1 0 c 1 0 O 1—c O c
01 0 01 0 0 1 0]=1(0 1 0 0 1 0]= 0 1 0
1 0 1 0 0 1 -1 0 1 1 0 c+1 -1 0 1 —c 0 c¢c+1

und das ist nicht in U, wenn ¢ = 1 zum Beispiel.

Aufgabe 2 (4 + 3 + 3 Punkte)
Sei n € Z~q. wir betrachten die Abbildung

T L] — (Z/nZ)[z], Y aa’ Y [ailw
i=0 =0

(a) Zeigen Sie dass m, ein surjektives Ringhomomorphismus ist, und dass ker 7,, = (n).
(b) Zeigen Sie dass das Ideal (n) C Z[z] prim ist, genau dann, wenn n = p ein Primzahl ist.
(c) Zeigen Sie dass das Ideal (n) C Z[z] nie maximal ist.

Losung:

(a) Seien f = Z?:o a;x* und g = Zf:o bz in Z[z]. Dann

max{h,k} max{h,k} max{h,k}
m(frg)=m | D (ai+b)a’ | = Y latbla= Y (la]+ b)),
=0 =0 =0
h 4 k
= laila’ + Y i’ = m(f) + 7al9)
=0 =0
hetk R htk i _
T (f - g) =m0 Zzazz —J —Z Zalt iz = (Q_la] - [bi—j])a"
=0 j5=0 =0 | =0 =0 j=0
= <Z[ai]xl> : (Z[b¢]$l> =mn(f) - mn(9),
=0 1=0

(1) = [1].

Das zeigt dass m, ein Ringhomomorphismus ist. Die Abbildung m,, ist auch surjektiv weil jedes
Element in (Z/nZ)[z] die Form Z?:o [a;]zt = T, (E?:o aimi) hat. Wir miissen zeigen dass ker m,, =
(n):

h h h h
ker m, = {Z a;z" | Z[ai]xi = O} = {Z a;z" | [a;] = 0 in Z/nZ} = {Z a;z'|a; = n - b; fiir b; € Z}
i=0 =0

=0 =0

h
- {wai i € z} — {n- g(@) | g(x) € Zla]} = ().

=0



(b) Das Ideal (n) C Z[z] ist prim genau dann, wenn Z[x]/(n) ein Integritdtsbereich ist, und Punkt (a)
zusammen mit dem Isomorphiesatz zeigt dass Z[z]/(n) = (Z/nZ)[x]. Wir miissen dann zeigen dass
(Z/nZ)|x] ein Integritétsbereich ist, genau dann wenn n prim ist. Wenn n prim ist, dann ist Z/nZ
ein Korper und (Z/nZ)[z] ist dann ein Integritétsbereich. Wenn n nicht prim ist, dann hat Z/nZ
Nullteilern, die auch Nullteilern in (Z/nZ)[x] sind.

(¢) Eine Begrundung wie in Punkt (b) zeigt dass (n) C Z[z] maximal ist, genau dann wenn (Z/nZ)[x]
ein Korper ist, aber « € (Z/nZ)[z] ist nicht invertierbar, weil deg(z - f(x)) = deg(f(z)) + 1 fiir alle
f(x) € (Z/nZ)[x], f(x) # 0 so dass x - f(x) # 1.

Aufgabe 3 (2 + 3 + 5 Punkte) Seien R ein kommutativer Ring, und I, J C R zwei Idealen. Wir definieren
das Produktideal IJ als
I1J:=(ijliel,jelJ)
(a) Zeigen Sie, dass IJ CInNJ.
(b) Geben Sie ein Beispiel an in dem I.J C I N J gilt.

(¢) Nehmen wir jetzt an, dass I + J = R. Zeigen Sie, dass [J =1NJ.
Losung:

(a) Es reicht zu zeigen dassij € INJ fur allei € I,j € J. Da I ein Ideal ist, ir € I fur allei € I,r € R.
Insbesondere ¢j € I. Eine adnliche Begrundung zeigt dass ¢j € J, so dass ij € I N J.

(b) Seien R=Zund I = J = (2). Dann INJ = (2) aber I - J = (2h-2k | h, k € Z) = (4hk | h,k € Z) =
(4),sodass2€INJund 2 ¢ IJ.

(¢) Wir miissen zeigen dass I NJ C IJ weil die andere Inklusion haben wir in Punkt (a) gezeigt. Da
I+ J =R, existieren ig € I,jo € Jsodassig+jo=1.Seiz € INJ,dannx =x-1 ==z (ig+jo) =
T -ig+x-jo. Da x € J es folgt dass xig € IJ, und da x € I es folgt dass zjy € IJ. Dann x € IJ
auch.

Nur fiir den Test der Lineare Algebra II
Aufgabe 4 (7 4+ 3 Punkte)
(a) Seien V, W zwei K-Vektorrdume. Seien x1, x5 € V linear unabhéngige Vektoren und seien y;,ys € W
so gewéhlt, dass 1 ® y1 + x2 ® yo = 0 gilt. Zeigen Sie, dass y; = y2 = 0.
(b) Seien V ein K-Vektorraum, vy,...,v5 € V und a € A3V definiert als
a = 2v1 ANvg A vs — 209 Avg AN vs —v3 Avs Avp — vg A vg A vs.

Zeigen Sie, dass « zerlegbar ist.

Losung:

(a) Wenn y, yo linear unabhéngig sind, dann sind z1 ® y1, 22 ® y2 auch linear unabhingig so dass die
Gleichung 1 ® y1 + 22 ® y2 = 0 unmoglich ist. Wenn g1, yo linear abhéngig aber nicht beide null
sind, dann kénnen wir annehmen dass y; # 0 und yo = Ay; fiir A € K. Dann 0 = 21 Qy1 + 22 @y =
(21 + Az2) ® y1 so dass x1 + Azg = 0, aber das ist unmoglich, weil x;, x5 linear unabhingig sind.
Die einzige Moglichkeit ist dass y; = yo2 = 0.

(b) Wir berechnen:
a =21 Nvg Avs — 209 Avg Avs —v3 Avs Avp —vg Avg A s
=2U1 ANvg Avs — 23 ANvg Avs —v1 Avg Avs + vz Avg A vs
= (v1 A 209 — 209 Avug — U1 Avs + U3 Avg) Aus
= (v1 A (2ug — v3) + (—2vy + v3) Avg) Avs = (V1 A (2ug — v3) + v4 A (209 —v3)) A vs
= (v1 +v4) A (2092 — v3) A vs.

Das ist eine Zerlegung von .



