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Aufgabe 1 (5 + 5 Punkte)
Fiithren Sie in beiden Teilaufgaben Polynomdivision fiir f,g € Q[z] durch: Finden Sie ¢, € Q[z], sodass
f=qg+rund degr < deg g gilt.

(@) f=a%—1und g=2a%+x+1.
(b) f=222*und g = 2192 — 1.
Losung:

(a) Wir berechnen:

a8 71:(x2+x+1>(:c47x3+x71)

T
A

—22—zx—-1

224+ +1

0

sodassg=a*—23+z—1und r =0.
(b) Sei y = x'°*2. Dann f = y? und ¢ = y — 1. Wir sehen dass y?> = (y — 1)(y + 1) + 1, so dass
f=g(2'%12 4+ 1) + 1. Das zeigt dass ¢ = 22 + 1 und r = 1.

Aufgabe 2 (3 + 3 + 4 Punkte)
1 2 3 4 5 6 7
B h ie die P i = .
etrachten Sie die Permutation o ( 5673 1 92 4 ) € Sy

(a) Schreiben Sie o als Produkt disjunkter Zykel.
(b) Liegt o in A7?

(¢c) Zeigen Sie, dass Sg keine zyklische Untergruppe der Ordnung 10 enthélt.

Losung:

(a) o = (15)(26)(374).

(b) Wir berechenen das Signum: sgn(c) = sgn((12)(26)(374)) = sgn((12)) - sgn((26))sgn((374)) =
(=1)-(=1) -1 =1. Das zeigt dass o € A7.

(c) Wir zeigen dass Sg keine Elemente der Ordnung 10 hat. Eine Permutation o € Sg kann immer als
Produkt disjunkter Zykel geschrieben werden: o = 0105 ... 0,, womit o; ein k;-Zyklus mit 2 < k; <6
ist. Da die o; disjunkt sind, wissen wir dass > k; < 6. Auflerdem, da die o; disjunkt sind, gilt das
ord(o) = kgV (ord(o;)) = kgV (k;). Wenn kgV (k;) = 10, dann haben wir zwei Moglichkeiten:



e k; =10 fir ein 4. Das ist unmoglich, weil k; < 6 fur alle 4.
o 2|k; und 5|k; fir ¢ # j. Das ist unmoglich, weil dann k; +k; < 7 und wir wissen dass ) k; < 6.

Das zeigt dass kgV (k;) = 10 unmoglich ist, so dass ord(o) # 10.

Aufgabe 3 (3 + 4 + 3 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring.

(a) Fiir b € R definiere Ann(b) := {a € R : ab = 0}. Beweisen Sie, dass Ann(b) ein Ideal von R ist.
(b) Nehmen Sie an, dass R genau zwei Ideale besitzt. Zeigen Sie, dass R ein Korper ist.

(c) Sei ¢ : S — R ein Ringhomomorphismus und I ein Ideal von R. Zeigen Sie, dass ¢~1(I) ein Ideal
von S ist.

Losung:

(a) Wir tiberpriien dass Ann(b) eine Untergruppe von (R, +) ist: wenn a,a’ € Ann(b), dann (a+a’)-b =
a-b+a -b=0+0=0,und (—a)-b= —(a-b) =—0-b=0. Das zeigt dass a + a’, —a € Ann(b).
Auflerdem, 0-b =0, so dass 0 € Ann(b). Das zeigt dass Ann(b) eine Untergruppe ist.

Seien jetzt © € R,a € Ann(b): (za) - b = z(a-b) = z -0 = 0. Das zeigt dass xza € Ann(b), so dass
Ann(bd) ein Ideal ist.

(b) R hat immer die zwei Ideale (0) und R. Da R genau zwei Ideale hat, sind diese zwei die einzige Ideale.
Wir wollen beweisen dass R ein Korper ist. Aus den Vorlesungen wissen wir, dass es ausreicht, zu
zeigen, dass (0) ein maximales Ideal ist. Sei I ein ideal so dass (0) C I. Dann I = R so dass I kein
echtes Ideal ist. Das zeigt dass (0) maximal ist.

(c) Wir iiberpriien dass ¢ ~!(I) eine Untergruppe von (R, +) ist: wenn a,a’ € ¢~*(I), sodass ¢(a), ¢p(a’) €
I.Dann ¢(a+a’) = ¢(a)+¢(a’) € I, und ¢(—a) = —¢(a) € I, weil I eine Untergruppe ist. AuBerdem
#(0) =0 € I, so dass ¢~ 1(I) eine Untegruppe ist.

Seien jetzt x € R,a € ¢~ 1(I): ¢p(wa) = ¢(x)p(a) € I, weil ¢(a) € I und I ein Ideal sit. Das zeigt
dass ¢~ 1(I) ein Ideal ist.
Nur fiir den Test der Lineare Algebra II
Aufgabe 4 (7 + 3 Punkte)
(a) Sei V ein K-Vektorraum und z,y € V. Zeigen Sie, dass ¢ ® y = y ® z genau dann gilt, wenn x und
y linear abhéngig sind.
(b) Betrachte folgenden Tensor in R? @ R:
a=—2e3R®ex+e1®e; +2eR®e; —ez3®er + 2e1 Q ey + 4des ® eo.

Zeigen Sie, dass « ein Tensor von Rang 1 ist.

Losung:

(a) Wenn z, y linear unabhéngig sind, existiert eine Basis (v1, v, v3,...) von V so dass v; = z,v2 = y.
Wir wissen dann dass (v; ® v;); j>1 eine Basis von V ® V ist. Insbesondere x @ y = v1 ® vy #
V2 R®U =YX .
Wenn z,y linear abéngig sind, nehmen wir an dass A € K existiert so dass y = Az. Dann z ® y =
@A) =Ne®z)=(A\r)@xr=y® .

(b) Wir darstellen den Tensor « als Matrix:

-1 -2

und wir sehen das die Matrix nicht null ist und dass zweite Spalte ist das Doppelte der ersten
Spalte. Das bedeutet dass rang(a) = 1.



