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Vorwort

Dieses Skript ist noch in Arbeit. Falls Sie Fehler finden, teilen Sie mir diese (auch die offensicht-
lichen) bitte mit!

Die mit (x) gekennzeichneten Teile sind fortgeschrittene Kommentare und nicht Bestandteil
der Vorlesungen.

Hinweis fiirs Lernen: Mathematik kann man nur lernen, indem man sie tut, und nicht
nur durch Lesen oder Zuhéren von Vorlesungen. Das heifit, auch wenn es natiirlich notwendig
ist, die Beweise zu lesen und sie zu verstehen, findet das eigentliche Lernen statt, wenn man
versucht, den Beweis selbst zu wiederholen.

Die niitzlichste Technik, die ich kenne, um die Theorie zu lernen, ist folgende: nachdem man
die Theoreme und Bemerkungen aus dem Skript oder den Notizen gelesen hat, versucht man,
den Beweis auf einem weiflen Blatt Papier (oder auf einer Tafel,...) zu wiederholen, ohne dabei
auf das Skript oder die Notizen zu schauen. Das Gleiche gilt fiir die Ubungen und die Beispiele,
die im Unterricht oder in den Notizen besprochen wurden, oder fiir die Ubungsblitter.

Sie konnen das Ganze noch effektiver gestalten, wenn Sie es gemeinsam mit jemandem
machen: Anstatt den Beweis nur fiir sich selbst umzuschreiben, versuchen Sie, ihn vor einer
anderen Person zu machen und ihr alle Schritte zu erkldren (die andere Person kann gerne
Fragen stellen). Dann kann die andere Person Thnen etwas anderes erkldren.

Wichtig ist auch, dass Sie dabei die Aussagen, Beweise und Losungen so genau wie moglich
aufschreiben. Ich finde es hilfreich, ganze grammatikalisch korrekte Satze zu schreiben.

Was ich oben geschrieben habe, bezieht sich auf eine Studienmethode, und ich denke, es gilt
auch fiir viele andere Facher. Ein weiterer Tipp, der sich vielleicht eher auf die Mathematik
bezieht, ist folgender: Wenn Sie eine Aussage und ihren Beweis lernen, versuchen Sie zu
verstehen, wo jede der Hypothesen verwendet wird, und fragen Sie sich, ob die Hypothesen
wirklich notwendig sind. Eine gute Moglichkeit, dies zu tun, besteht darin, Gegenbeispiele zu
finden, wenn eine der Hypothesen fallen gelassen wird.

Das ist natiirlich sehr zeitaufwindig, und da Mathematik ein recht dichtes Thema ist, dauert
es nicht selten sehr lange, ein paar Seiten des Skripts auf diese Weise durchzugehen. Nach
einer Weile werden Sie jedoch feststellen, dass dies einfacher (und etwas weniger zeitaufwendig)
wird, und Sie werden vielleicht selbst auf Beweise oder Losungen kommen, die sich von denen
unterscheiden, die wir im Unterricht besprochen haben.

Viel Erfolg!
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Kapitel 1

Affine Geometrie

1.1 Die affine Ebene

Definition 1.1.1 (Affine Ebene). Die affine Ebene is die Menge R2.

Elementen in R? sind Spaltenvektoren (3 ) mit z,y € R. Manchmal schreiben wir auch (z y)°?,
und auch wenn dass nicht korrekt ist, (x,y) € R% Aber wir sollen immer im Kopf behalten dass
die Elementen in R? Spaltenvektoren sind (und nicht Zeilenvektoren).

Definition 1.1.2 (Punkten und Geraden). Ein Punkt in R? ist einfach ein P € R?. Eine Gerade
ist eine Teilmenge L C R? so dass

L={(z,y) €eR*|lax + by +c=0}
fiir manche a,b,c € R mit (a,b) # 0. Manchmal werden wir einfach
L={ar+by+c=0}

schreiben. Wenn P ein Punkt und L eine Linie ist, so dass P € L, sagt man auch, dass L durch
P geht oder dass P auf L liegt.

Beispiel 1.1.3. Man sollte die Geraden {z = 0},{y = 0},{y = 1} und {x + y = 2} an der
Tafel skizzieren.

Lemma 1.1.4. Die folgende sind dquivalent:
1. Geraden L C R? die durch 0 gehen.
2. Geraden L C R? mit Gleichung L = {ax + by = 0}.
3. Untervektorrdume L C R? mit Dimension 1.

Beweis. (1) == (2): Sei L = {az + by + ¢ = 0} eine Gerade, die durch 0 geht. Dann
0=a-0+b-0+ c=c. Das bedeutet dass L = {ax + by = 0}.

(2) = (3): Sei L = {ax + by = 0}, mit (a,b) # 0. Wir betrachten die Matrix (ab) € R'*?
und wir sehen dass L = Ker(ab). Das zeigt dass L ein Untervektorraum ist. Auflerdem, hat die
Matrix Rang 1 (weil die Matrix nicht null ist) so dass dim L = dim Ker(ab) = 2 — Rang(ab) =
2—-1=1.
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(3) = (1): Sei U C R? ein Untervektorraum mit dim U = 1. Sei vy = (9, yo) € U, vy # 0.
Dann ist vy eine Basis von U, weil U Dimension 1 hat:

U={(t -zo,t -y)|t €R}

Wir wollen zeigen dass
U={(z,y) € R?|yo-x —x0-y =0}

Wenn (¢ - xo,t-yo) € U, dann yo(t - xo) — xo - (t-yo) =t - Toyo — t - Toyo = 0. Andererseits, sei
(z,y) € R? so dass yg - © — 79 - y = 0. Das bedeutet 3y - ¥ = x¢ - y und wir wissen auch dass

xog # 0 oder yy # 0. Nehmen wir an, dass xg # 0: dann y = %, so dass

(fvyy):(-fai'yo):(ﬁ'wo,i'yo)EU

Zo Zo Zo
In der affinen Ebene haben wir Translationen

Definition 1.1.5 (Translation oder Parallelverschiebung). Sei v € R? ein Vektor. Die Translation
durch v ist die Abbildung
ty: R2R>REP— P+w

Wenn X C R? eine Teilmenge ist, schreiben wir
X+v=t,(X)={P+v|PeX}
Bemerkung 1.1.6. (x) Man sieht leicht dass:
1. to = idge
2. t, 0t, = tys, fiir alle u,v € R2

Das bedeutet, dass die Translationen eine Operation der additiven Gruppe (R2, +) auf die
Menge R? ergeben. Insbesondere sind alle Translationen invertierbar und

tl=t_, fiir alle v € R?
Diese Gruppenoperation hat auch zusatzliche Eigenschaften:
1. t, = idg2 genau dann, wenn v = 0.
2. fiir zwei beliebige Punkte P,Q € R? existiert v € R? so dass P =1,(Q) = Q + v.

Dies bedeutet, dass die Operation frei und transitiv ist.

bbbbbddbddddd Ende Vorlesung15.10.2024 b b bbb bbb b &b & &

Lemma 1.1.7. Sei L = {ax + by + ¢ = 0} C R? eine Gerade.

1. Eine Translation von L ist eine Gerade: sei v = (v, v,)" € R? ein Vektor, dann

L+v={a(x —x,)+bly —y») +c=0} = {ax + by + (¢ — ax, — by,) = 0}
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2. Es gibt eine einzige gerade Ly C R? durch 0 so dass L eine Translation von Lg ist:
L = Ly +v fiir ein v € R2. Diese Gerade ist

Ly = {ax + by = 0}

3. Es gilt dass L = Ly + v genau dann, wenn v € L.

Beweis. 1. Wir sehen dass

(‘;) €eLl+v (;)—UGL = @:m“) €L < a(r—x,)+b(y—y)+c=0

v
und das ist genau was wir zeigen wollten.

2. Wir zeigen zuerst dass L nicht leer ist. Ein Punkt in L ist eine Losung des lineares
Gleichungssytems (ab) (y) = —c. Da die Matrix (ab) Rang 1 hat. Hat diese System
immer eine Losung. Sei denn v = (Zz) € L: das bedeutet dass ax, + by, + ¢ = 0, oder

¢ = —azx, — by,. Sei Ly = {azx + by = 0}. Wir zeigen dass L = Ly + v, mit Punkt (1):
Lo+v = {a(z—z,)+bly—y,) = 0} = {ax+by+(—ax,—by,) = 0} = {ax+by+c=0} =L

Sei nun L, C R? eine andere Gerade durch 0 so dass L = L{, + ¢’ fiir ein v € R% Da L
eine Translation von L ist, sehen wir dass L, = {ax + by + ¢ = 0} (die a, b Koeffizienten
sind die selbe von L), und da L{, durch 0 geht, sehen wir dass ¢ = 0. Dann Ly = L.

3. Wenn v € L, haben wir schon gezeigt dass L = Ly + v. Andererseits, wenn L = Ly + v,
danm v =0+4+wv € L, da 0 € L.
m

Definition 1.1.8 (Untervektorraum einer Gerade). Sei L C R? eine Gerade. Die einzige Gerade
Ly C R? durch 0 so dass L eine Translation von Ly ist, ist der zu L assoziierte Untervektorraum
oder die zu Ly assoziierte Gerade durch 0.

Bemerkung 1.1.9. Sei L C R? eine Gerade. Die assoziierte Gerade durch 0 ist eindeutig. Die
Translation so dass L = Ly + v ist aber nicht eindeutig: alle v € L sind gut. Zum Beispiel, man
soll die Geraden L = {x + 2y = 2}, Ly = {x + 2y = 0} skizzieren, und sehen dass

L=Lo+(9)=Lo+(2)=Lo+ (1}2)

Bemerkung 1.1.10 (Beschreibung einer Gerade durch Gleichungen oder durch eine Para-
metrisierung). Wir haben gesehen dass jede Gerade eine Translation einer Gerade durch 0
ist. Jede Gerade durch 0 ist auch ein Untervektorraum Ly C R? mit Dimension 1, und so ein
Untervektorraum hat zwei Darstellungen:

e Gleichungen: Ly = {az + by = 0} mit (a,b) #0
e Parametrisierung: Ly = {(txo, tyo) |t € R} mit (xg,yo) # 0.
Dann hat auch jede Gerade L = Ly + v, mit v = (v,, v,) zwei Darstellungen:

e Gleichungen: L = {a(z — z,) + b(y — y») = 0} = {ax + by + ¢ = 0} fiir (a,b) # 0.
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e Parametrisierung: L = {(tx + v,, tyo + v,) |t € R} mit (20, o) # 0

Beispiel 1.1.11. Zum Beispiel nehmen wir die Gerade L = {3z + 5y — 8 = 0}. Wir wollen
eine Parametrisierung von L finden. Die assoziierte Gerade durch 0 ist Ly = {3z + 5y = 0} und
sie hat eine Parametrisierung Lo = {(5t, —3t) |t € R}. Wir sehen auch dass (1,1) € L, so dass
L=Lo+(})={(Gt+1,-3t+1)|t € R}

Andererseits, betrachten wir die Gerade L = {(t—2,t+2) |t € R}. Wir wollen eine Gleichung
fiir L finden. Die assoziierte Gerade durch 0 ist Ly = {(¢,t) |t € R} und diese hat Gleichung
Ly = {x —y = 0}. Dann hat L Gleichung L = {z — y + ¢ = 0}. Um ¢ zu finden, sehen wir
dass (0 —2,0+2) = (—2,2) € L, so dass —2 — 2 + ¢ = 0. Das bedeutet dass ¢ = 4, so dass
L={zx—y+4=0}

Definition 1.1.12 (Parallele Geraden). Zwei Geraden sind parallel wenn sie denselben assozi-
ierten Untervektorraum (oder Gerade durch 0) haben.

Proposition 1.1.13. Seien L, L' C R? zwei Geraden.

1. L, L' sind parallel genau dann, wenn eine eine Translation der anderen ist: L' = L +v fiir
ein v € R2.

2. L, L' CR? sind parallel genav dann, wenn sie entweder gleich oder disjunkt sind: entweder
L=1L oder LNL =0.

Beweis. 1. (=) Wenn L, L’ parallel sind, dann haben sie dieselbe assoziierte Gerade durch
0. Sei Ly diese Gerade, dann L = Ly +w und L' = Ly + w' fiir Vektoren w,w’ € R%. Dann
L'=Ly+w =(L—w)+w =L+ (w —w) so dass L' eine Translation von L ist.

(<= ) wenn L' = L + v fiir ein Vektor v € R? sei Ly die Gerade durch 0 die assoziierte

zu List und sei w € L. Dann L = Ly+wsodass L' = L+v=Lo+w+v= Lo+ (w+v).
Das zeigt dass Ly auch die Gerade assoziierte zu L' ist, so dass L und L’ parallel sind.

2. (=) Seien L, L' zwei parallele Geraden und sei Ly = {ax + by = 0} die Gerade durch 0
die zu L, L assoziert ist. Dann haben L und L' Gleichungen der Form L = {axz+by+c = 0}
und L' = {az + by + ¢ = 0} fiir ¢, € R. Wenn ¢ = ¢/, dann L = L'. Andererseits, wenn
¢ # ¢, wollen wir zeigen dass LNL' = (. Sei (z,y) € LNL': dann ax+by+c = 0 = ax+by+c’
so dass ¢ = ¢, Widerspruch.

Wir konnen auch geometrisch denken: nehmen wir an dass L, L’ parallel sind und dass
LN L # (. Wir wollen zeigen dass L = L’. Sei v € LN L' und sei Ly C R? der assoziierter
Untervektorraum zu beide L und L'. Da v € L, wissen wir dass L = Lo+ v und da v € L/,
wissen wir dass L' = Lo + v. Das zeigt dass L = L'.

(<= ) Wenn L = L’ dann haben L, L’ die selbe assoziierte Gerade durch 0. Nehmen
wir an dass L N L' = (). Wir wollen zeigen dass L, L' parallel sind: wir schreiben L =
{ax +by+c=0} und L' = {d'z + b'y + ¢ = 0}, und die Annahme L N L' = () bedeutet
dass das System

ar +by = —c
dx+by =-

keine Losung hat. Insbesondere, es muss sein dass

a b
Rang (a’ b’) =1
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und das bedeutet dass die Zeilen von der Matrix linear abhéngig sind. Da beide Zeilen
von der Matrix nicht null sind (Warum?), wissen wir denn, dass (a’, V') = (Aa, Ab) fir ein
A€ R* =R\ {0}. Wir betrachten jetzt die Graden Ly, Lj, durch 0 die assoziierte zu L, L’
sind. Wir wissen dass Lo = {az + by = 0} und Ly = {a'z + b'y = 0} = {\az + \by = 0},
so dass

Ly = {(z,y) | Aaz + Aby = 0} = {(z,y) [ Maz + by) = 0} = {(z,y) | ax + by = 0} = Ly

Das zeigt dass L, L’ parallel sind.
O

Definition 1.1.14 (Inzidenz). Zwei Geraden L, L’ sind inzident wenn L und L’ nicht disjunkt
sind: LN L' = (.

bbbbbddbddddd Ende Vorlesung17.10.2024 b b b bbb bbb b & &

Bemerkung 1.1.15. Proposition |1.1.13|zeigt dass zwei verschiedene Geraden L, L' sind enweder
parallel oder inzident. Wir sehen auch dass zwei gleiche Geraden L, L’ sind gleichzeitig parallel

und inzident.
Wir zeigen nun, dass Punkte und Geraden einige natiirliche Eigenschaften erfiillen:

Satz 1.1.16. 1. Fiir zwei verschiedene Punkte P, € R? gibt es eine einzige Gerade, die
durch P, Q) geht.

2. Jede Gerade L C R? enthdlt mindestens zwei verschiedene Punkte P, Q.

3. Es gibt drei nicht-kollineare Punkte P,Q, R € R%: d.h. dass P,Q, R nicht auf eine Gerade
lregen.
4. Seien L eine Gerade und P ein Punkt so dass P ¢ L. Dann existiert eine einzige Gerade

L' durch P so dass LN L' = ().

Beweis. 1. Wir geben zuerst einen “algebraischen” Beweis. Seien P = (zp,yp) und @ =
(zq,yq) die zwei Punkte. Eine Gerade L = {ax + by + ¢ = 0} geht durch beide P, ) genau
dann, wenn

a:vp+byp+c =0
arg +byg+c =0

Wir kénnen das als lineares System schreiben:

a
(xP Yp 1> b — 0
Qo Yq 1 c

und wir wollen eine Losung finden, mit (a,b) # (0,0). Wir sehen dass die Matrix Rang 2
hat: sonst sind die Zeilenvektoren linear abhéngig, so dass A € R existiert mit

A(zpyp 1) =(2q Yo 1)
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aber das bedeutet A = 1, und dann xp = z¢ und yp = yg. Das ist ein Widerspruch weil
P # @. Da die Matrix Rang 2 hat, wissen wir dass der Kern dimension 1 hat, so dass
(ap, by, co) € R3, (ag, by, cp) # 0 existiert, so dass alle Losungen des Systems die Form

a A Qg
=1 A-boy AeER
/\'C()

haben. Insbesondere, sehen wir dass (agby) # 0, sonst zeigt das lineares System dass
co = 0 auch, so dass (ag, by, ¢9) = 0. Am Ende dieser Diskussion, haben wir eine Gerade
L = {apx + boy + ¢o = 0} gefunden so dass P,@ € L. Sei nun L’ eine andere Gerade so
dass P,@ € L'. Die Diskussion zeigt dass L’ die Form L' = {\-agx + X - boy + X - ¢g = 0}
hat, fiir ein A € R, A # 0 (Warum gilt A # 07). Dann L' = L, so dass es gibt eine einzige
Gerade die durch P, () geht.

Wir kénnen auch einen “geometrischen” Beweis geben: seien P, Q € R? zwei verschiedene
Punkte. Mit Hilfe von Translationen sehen wir dass Geraden durch P, () den Geraden
durch 0 und @ — P entsprechen: wenn L eine Gerade durch P, () ist, dann ist L — () eine
Gerade durch 0 und Q — P. Wir miissen nun zeigen dass eine einzige Gerade durch 0 und
v = Q — P existiert. So eine Gerade ist ein eindimensionaler Untervektorraum Ly C R?,
der v enthélt. Dieser Untervektorraum ist eindeutig: er ist der Untervektoraum erzeugt
von v: Ly = {t-v|t € R} (Wo haben wir benutzt dass P # Q7).

2. Sei L eine Gerade und sei Lg die assoziierte Gerade durch 0. Wir wissen dass L eine
Translation von Lg ist, so dass L mindestens zwei verschiedene Punkte enthélt, genau
dann wenn, dasselbe fiir Ly gilt. Wir konnen annehmen dass L eine Gerade durch 0 ist.
Das bedeutet dass L ein Untervektorraum mit Dimension 1 ist, so dass Ly enthélt 0 € L
und ein v € Lg,v # 0.

3. Wir betrachten die drei Puntke (J),(3),(9) € R% Wir zeigen dass diese drei Punkte
nicht kollinear sind.

Wir geben zuerst einen “algebraischen” Beweis: sei L = {ax + by + ¢ = 0} eine Gerade die
alle drei Punkte enthélt. Dann

a-04+b-0+¢c =0 c =0 c =0
a-1+b-0+c =0 << Ca+c =0 << a =0
a-0+b-1+¢c =0 b+c =0 b =0

und das ist ein Widerspruch, weil dann L keine Gerade ist.

Wir kéonnen auch einen “geometrischen” Beweis geben: sei L eine Gerade die alle drei
Punkte enthalt. Da L durch 0 geht, muss L ein eindimensionaler Untervektorraum von
R? sein. Da aber L zwei lineare unabhiingige Vektoren (), ({) enthélt, muss dim L > 2,
Widerspruch.

4. Wir geben zuerst ein “algebraischen” Beweis. Seien L = {az + by 4+ ¢ = 0} eine Gerade,
und P = (zp,yp) ein Punkt so dass P ¢ L. Sei L' eine andere Gerade. Wir sehen dass
LN L =( genau dann, wenn L’ parallel zu L ist. Wir mussen also zeigen dass eine einzige
Gerade L' durch P existiert, die parallel zu L ist. Die Gerade L' ist parallel zu L genau
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dann, wenn L' = {ax + by + ¢/ = 0} fiir ein ¢ € R. Aulerdem P € L’ genau dann, wenn
¢ = —axp — byp, so dass ¢ eindeutig bestimmt ist.

Wir konnen auch ein “geometrischen” Beweis geben. Wie im miissen wir zeigen, dass es eine
einzige Gerade L’ parallel zu L gibt, die durch P geht. Sei Q € L und sei L' = L+ (P —Q):
wir sehen dass L' parallel zu L ist und dass P = Q + (P — Q) € L'. Sei L” eine andere
Gerade durch P, die parallel zu L ist. Dann sind L/, L” parallel und inzident, so dass
L/ — L//‘

]

Definition 1.1.17 (Gerade erzeugt von zwei Punkte). Seien P,@Q € R? zwei verschiedene
Punkte. Die einzige Gerade die durch P, () geht nennen wir die Gerade die von P und () erzeugt
ist und bezeichnen wir sie mit L(P, Q).

Eine Gerade durch zwei Punkte hat eine einfache Parametrisierung:

Proposition 1.1.18. Seien P, Q) € R zwei verschiedene Punkte. Die Gerade L(P,Q) hat eine
Parametrisierung

L(P,Q)={tP+(1-t)Q|t e R}

Beweis. Die Menge L = {tP + (1 —t)Q |t € R} enthélt P (fir t = 1) und @ (fiir t = 0). Wir
miissen zeigen dass L eine Gerade ist. Wir sehen dass L = {t(P — Q) + Q |t € R} und das ist
eine Gerade, weil P — @ # 0. O

Bemerkung 1.1.19. Eine wichtige Konsequenz des Satzes [1.1.16ist, dass zwei Geraden, die
sich in mindestens zwei Punkten treffen, dieselben sein miissen, weil sie beide mit der einzigen
Linie {ibereinstimmen miissen, die durch diese Punkte geht.

1.1.1 Affine Transformationen

Wir haben Translationen eingefiihrt und benutzt, z.B. im Beweis des Satzes|1.1.16| Translationen
sind ein besonderes Fall von affine Transformationen

Definition 1.1.20 (Affine Transformationen). Eine affine Transformation oder Affinitéit auf R?
ist eine Abbildung
fap: R = R? P+ AP +v

mit A € GLy(R) eine invertierbare 2 x 2 Matrix und v € R? ein Vektor. Wir bezeichnen die
Menge aller affine Transformationen als Aff(R?).

Bemerkung 1.1.21. Wir konnen eine affine Transformation auch explizit schreiben:

A a b L w= Uy f: T . a b T n U\ _ ax + by + v,

c d Uy y c d) \y Uy cx + dy + vy
Beispiel 1.1.22. Translationen t,: R? — R?, 2 — 2+ sind affine Transformationen mit Matrix
A = I,. Lineare transformationen (d.h. invertierbare lineare Abbildungen) A: R* — R? z +— Ax
sind auch affine Transformationen mit Vektor v = 0. Eigentlich, sehen wir dass eine affine

Transformation die Komposition einer invertierbare lineare Abbildung mit einer Translation ist:
fap =1, 0 A Insbesondere ist die Identitét idg2 eine affine Transformation idg2 = f1, .
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Lemma 1.1.23. 1. Die Komposition zweier affine Transformationen ist eine affine Trans-
formation: seien A, B € GLy(R) und v,w € R%. Dann

fA,v o fB,w = fAB,Aw+v
2. Affine Transformationen sind invertierbar: seien A € GLy(R) und b € R%. Dann
f;i; = fAfl,—Aflv

3. Die Menge Aff(R?) aller affine Transformationen ist eine Gruppe mit der Komposition.

Bewezs. 1. Wir berechnen

(fa0 0 f5)(P) = fau(B- P+w) = A(B- P+w) +v = ABa + (Aw+ )
2. Punkt (1) zeigt dass

Jawo fa-1 a1y = faa1,aa-10)40 = [10 = idge
und eine dhnliche Berechnung zeigt dass fa-1 _4-1, 0 fa, = idge.

3. Das folgt aus (1) und (2).
[l

Bemerkung 1.1.24. (x) Wir kénnen auch die Struktur von Aff(R?) als Gruppe durch die Gruppe
G Ly(R) und die additive Gruppe (R?, +) verstehen: es gibt ein surjektives Homomorphismus

von Gruppen
@: Aff(R?*) — GLy(R), faors A

Der Kern dieses Homomorphismus ist die Untergruppe von Translationen {t, = f1,,|v € R?}.
Diese Untergruppe ist das Bild des injektives Homomorphismus

R? — Aff(R?), v b,
Es gibt also eine kurze exakte Sequenz von Gruppen
0= R2 — Aff(R?) % GLy(R) — 1

AuBerdem, haben wir auch ein Homomorphismus ¥: GLy(R?) — Aff(R?),A — fao. Als
Konsequenz, sehen wir dass die Gruppe Aff(R?) ein semidirektes Produkt ist:

Aff(R?) = R? % GLy(R)
bhbbbbdddddd Ende Vorlesung 22.10.2024 b b b b b b b b b &b & &

Affine Transformationen lassen die geometrische Eigenschaften dass wir gesehen haben
unverandert:

Proposition 1.1.25. 1. Fine affine Transformation verwandelt Geraden in Geraden: sei
| € Aff(R?) eine affine Transformation und sei L C R? eine Gerade. Dann ist f(L) auch
eine Gerade.
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2. Eine affine Transformation verwandelt parallele (bzw. inzidente) Geraden in parallele (bzw.
inzidente) Geraden: sei f € Aff(R?) eine affine Transformation und seien Ly, Ly C R?
zwei Geraden. Wenn Ly, Ly parallel (bzw. inzident) sind, dann sind f(L1), f(L2) auch
parallel (bzw. inzident).

Beweis. 1. Eine affine Transformation ist der Komposition einer linearen Transformation mit
einer Translation. Wir wissen schon dass die Translation einer Gerade wieder eine Gerade
ist, mir miissen denn die Aussage fiir lineare Transformationen zeigen. Seien A € G'Ly(R)
und L eine Gerade. Wir wissen dass L = Lg+v mit Lg ein Untervektorraum mit Dimension
1 und v ein Vektor. Wir sehen dass:

A(L) = A(Lg+v) = {A(P+0) | P € Lo} = {AP + Av| P € Ly} = A(Lg) + Av

und A(Ly) ist wieder ein Untervektorraum mit dimension 1, da A eine invertierbare lineare
Abbildung ist. Das zeigt dass A(L) eine Gerade ist.

2. Wie im (1), es reicht die Aussage fur Translationen und lineare Transformationen separat
zu zeigen. Seien Ly, Ly zwei parallele Geraden: das bedeutet dass Ly = Lo+wvq, Ly = Lo+vs
fiir eine gerade L durch 0 und zwei Vektoren vy, v, € R2. Sei A € GLQ(RQ): dann haben wir
im Beweis vom Punkt (1) gezeigt dass A(Ly) = A(Lg)+Avy, A(L2) = A(Lg)+ Avy und dass
A(Lg) eine Gerade durch 0 ist. Das zeigt dass A(L;), A(Ly) parallel sind. Sei nun w € R?
ein Vektor, dann ¢,,(L;) = L1 +w = Lo+ (v1 +w) und t,,(La) = Ly +w = Ly + (ve + w).
Das zeigt dass t,,(L1), t,(L2) parallel sind.

Die Auflage fiir inzidente Gerade ist einfacher und wir lassen es als Hausaufgabe.

Bemerkung 1.1.26. Aus dieser Proposition folgen viele andere, z.B.:

(1) Seien P;, P, € R? zwei verschiedene Punkte und sei f € Aff(R?). Dann f(L(P, P»)) =
L(f(P1), f(P)).

Beweis. Wir wissen dass f(L(P;, P»)) eine Gerade ist, und dass diese Gerade f(P), f(F2)
enthélt. Die einzige Gerade mit dieser Eigenschaft ist L(f(Py), f(FP2)). O

(2) Seien Py,..., P, € R? Punkte und sei f € Aff(R?). Die Punkte P;,i = 1,...,n sind
kollinear genau dann, wenn die Punkte f(P;),i = 1,...,n kollinear.

Beweis. Wenn P, ..., P, kollinear sind, sei L eine Gerade durch diese Punkte. Dann ist
f(L) eine Gerade durch f(Py),..., f(P,). Die andere Implikation folgt aus dieser, wenn
wir die affine Transformation f~! betrachten. O

Bemerkung 1.1.27. Im Allgemein, jede Auflage iiber Parallelitiat, Inzidenz, Kollinearitét,...
bleibt durch eine affine Transformation unverindert. Wenn wir dann eine solche Aussage
beweisen wollen, konnen wir eine affine Transformation verwenden, um eine Aussage zu erhalten,
die einfacher zu zeigen ist. Fiir diese Strategie wollen wir in der Lage sein, bestimmte affine
Transformationen zu erstellen
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Satz 1.1.28 (Fundamentalsatz der affinen Transformationen in der Ebene). Seien P;, P, Py € R?
nicht-kollineare Punkte und seien QQ1,Q2, Q3 € R auch nicht-kollineare Punkte. Es gibt eine
einzige affine Transformation f € Aff(R?) so dass

f(P) = Qi firi=1,2,3

Beweis. Wir zeigen zuerst dass so eine affine Transformation existiert. Wir betrachten die zwei
Translationen t_p,,t_q,:

t_p3(P1) =P - B, t_pg(PQ) =b — P, t_pS(P3> =0
t*Qs(Ql) = Q2 — Qs, t*Qg(Q2) = Q2 — Q3, t*Q3(Q3) =0

Da die drei Punkte 0, P, — P53, P; — P3; auch nicht kollinear sind, miissen die zwei Vektoren
P, — Py, P, — P; eine Basis von R? sein. Eine dhnliche Begriindung zeigt dass Q — @3, Q2 — Q3
auch eine Basis von R? sind. Dann existiert eine einzige A € GLy(R) so dass A(P, — P3) =
Q1 —Q3, A(Py,— P3) = Q2 — Q3. Sei denn f = tg, 0 Aot_p,: sie ist eine affine Transformation weil
sie eine Komposition von affine Transformationen ist. Auflerdem, wenn i = 1,2 dann f(P;) =
tos(A(P; — P3)) = t,(Q; — Q3) = Q;, und wir sehen auch dass f(P3) = tg,A(0) = tg,(0) = Qs.

Sei nun g € Aff(R?) eine andere affine Transformation so dass g(P;) = @Q;. Wir wollen zeigen
dass g = f, und das ist dquivalent zu A =t_g, 0gotp,. Sei G =1t_g, 0 gotp,: diese ist eine
affine Transformation weil sie die Komposition von affine Transformationen ist. Auflerdem,
G(0) =t_q,(9(Ps)) = t_,(Q3) = 0 so dass G linear ist. Endlich, wenn ¢ = 1,2, sehen wir dass
G(P,— Ps) =t_g,(f(P)) =t_,(Q;) = Qi — Q3, so dass G = A. O

Bemerkung 1.1.29. Der Beweis dieses Satzes zeigt auch wie wir die affine Transformation
f finden kénnen. Wir miissen die einzige lineare Abbildung A finden, so dass A(P; — P;) =
Ql - Qg,A(PQ — Pg) = QQ — Q3, und dann f = tQ3 oA Ot_ps.

Beispiel 1.1.30. Wir betrachten die drei nicht-kollineare Punkte P, = (2,1), P, = (1,2), Py =
(1,1) und die drei nicht-kollineare Punkte Q1 = (2,1),Q2 = (1,2),Q3 = (2,2). Wir wollen
die einzige affine Transformation f € Aff(R?) so dass f(P;) = Q; finden. Es gibt verschiedene
Strategie:

e Bemerkung [1.1.29; wir sehen dass P, — P3 = (1,0), P, — P; = (0,1) und @, — Q3 =
(0,-1),Q2 — Q3 = (—1,0). Wir betrachten nun die Matrix

A:(_O1 _01) sodass A-(3)=(%),A-(9)=(3")

Dann zeigt die Bemerkungll.1.29/dass f =tg, 0o Aot_p,. Wir konnen f in der {iblichen
Form einer Affinitét schreiben:

f=ta,0A0tp = [rQ0 fa00 fo-p = fnas 0 fa-ar, = fa—ariqs = [ (3)

e Brute force: wir suchen eine invertierbare Matrix A € GLy(R?) und einen Vektor v so
dass AP; + v = Q; fiir alle 1 = 1, 2, 3. Wir schreiben

-6 -
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und dann wollen wir dass

2a+b+v,\ (2 a+2b+v,\ (1 a+b+v,\ (2
2c+d+v,)  \1)’ c+2d+v,)  \2)’ ctd+uv,)  \2

Wir kénnen diese Gleichungen als lineares System schreiben

210010\ [a 2
00210 1|]b 1
1200 10f[ec| |1
001201|]d|] ]2
110010]f]|ow 2
001101/ \w 2

und dann koénnen wir dieses lineares System losen. Wir sehen aber dass dieses System
nicht so klein ist. Die Strategie der Bemerkung [1.1.29]ist in der Regel besser.

Als Beispiel fiir die Niitzlichkeit von affinen Transformationen beweisen wir ein klassisches
Ergebnis der ebenen Geometrie

Satz 1.1.31 (Satz von Pappos - Affine Version). Seien A, B,C' drei Punkte auf einer Gerade,
und P, Q, R drei Punkte auf einer anderen verschiedene Gerade. Wenn die zwei Geradepaaren
L(A,Q),L(P,B) und L(B,R),L(Q,C) parallel sind, dann sind auch L(A,R) und L(P,C)
parallel.

Beweis. Da affine Transformationen parallele Geraden in parallele Geraden und kollineare Punkte
in kollineare Punkte verwandeln, kénnen wir den Satz auch nach Anwendung einer beliebigen
affinen Transformation beweisen. Um eine geeignete Transformation zu finden, betrachten wir

zwei Fille: sei L die Gerade durch A, B, C' und /¢ die Gerade durch P, Q, R
e LN{#:sei S e LNL. Diedrei Punkte S, A, R sind nicht kollinear, da L # £. Dann durch

eine affine Transformation kénnen wir annehmen dass S = (0,0), A = (1,0), R = (0, 1).
Dann B = (b,0),C = (¢,0) und P = (0,p),Q = (0,¢) fir manche b,c,p,q € R. Die
Geraden L(A, Q), L(P, B) sind parallel, genau dann, wenn A — @ = (1, —¢) und P — B =
(—b, p) linear abhingig sind. Das bedeutet

1 —=b
0 = det =p—2>b
(_q p) p— by

Eine &hnliche Begriindung mit den Geraden L(B, R), L(Q, C) zeigt dass

b —c
O:det(_1 q):bq—c

Dann P = (0,bq),C = (bq,0) so dass L(A,R) = {z+y =1}, L(P,Q) = {z +y = bq}

parallel sind.

bhbbdbddddddd Ende Vorlesung 24.10.2024 b b d b bbb bbb s d
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e LN/ = (: dann sind L, ¢ parallel. Die drei Punkte A, B, R sind nicht kollinear (sonst R € L
und das ist unmoglich) und durch eine affine Transformation kénnen wir annehmen dass
A =(0,0),B = (1,0),R = (0,1). Dann C = (¢,0),P = (p,1),Q = (q,1) fiir ¢,p,q € R.
Da die Gerade L(A,Q), L(P, B) parallel sind, miissen die zwei Vektoren Q — A = (¢, 1)
und P — B = (p — 1,1) linear abhéngig sein. Das bedeutet

_det (1P 2
O—det(1 1 )—q p+1
Eine &hnliche Begriindung mit den Geraden L(B, R), L(Q, C) zeigt dass

_ I g—c) _
O—det( 1 1 )—1+q—c

Dann P = (p,1),C = (p,0) so dass L(A,R) = {x = 0} und L(P,C) = {z = p} parallel
sind.

[]

1.1.2 Die affine Ebene iiber anderen Korpern

Jetzt machen wir eine wichtige Beobachtung: In unserer gesamten bisherigen Diskussion haben
wir nie irgendwelche besonderen Eigenschaften der reellen Zahlen verwendet, aufler der Tatsache,
dass R? ein Korper ist. Das bedeutet, dass alles fiir ein beliebiges Feld K durchgeht, und wir
kénnen auf dieselbe Weise die affine Ebene K? und Punkte und Linien auf ihr definieren. Alles,
was wir fiir die reelle affine Ebene bewiesen haben, gilt auch fiir K?, gehen Sie unsere Beweise
durch, wenn Sie nicht iiberzeugt sind.

Beispiel 1.1.32. Die affine Ebene Q? ist ist die Teilmenge von R?, in der alle Punkte rationale
Koordinaten haben.

Beispiel 1.1.33. Der affine Raum C? ist schwer zu veranschaulichen, da er “4 reelle Dimensionen”
hat, aber wir haben schon gesagt, dass er sich wie der Raum R? verhilt, so dass man auch in
diesem Fall sehr oft die gleichen zweidimensionalen Bilder zeichnet

Beispiel 1.1.34. Der affine Raum F? ist eine Menge mit vier Elementen:

F3 = {([0], [01), ([o], (1]), ([1], [0]), (1], [1])}

Eine Gerade L C FF? ist eine Translation einer Untervektorraum mit Dimension 1, und jeder
Untervektorraum mit Dimension 1 ist isomorph zu Fy. Insbesondere enthélt jede Gerade genau
2 Punkte. Andererseits, durch jede zwei Punkte geht eine Gerade. Das zeigt dass die Geraden in
Fy genau die Teilmengen mit 2 Elementen sind. Insbesondere haben wir 6 Geraden.

Man kann zeigen, dass, wenn I, ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen ist, es genau ¢(q + 1)
Geraden in F} gibt

Natiirlich gibt es auch Aussagen, die vom jeweiligen Korper abhéngen. Zum Beispiel sind
die einzigen Korper , fiir die es sinnvoll ist, die Anzahl der Zeilen zu zéhlen, endliche Korper.
Eine subtilere Aussage, die fiir die reellen Zahlen gilt, aber nicht allgemein, ist die folgende:
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Satz 1.1.35 (Sylvester-Gallai, 1933 vermutet und 1944 bewiesen). Seien P, ..., P, € R? nicht
kollineare Punkte. Dann existiert eine Gerade L die genau zwei dieser Punkte enthdlt.

Beispiel 1.1.36. Sei ( = e so dass (3 = 1. Wir betrachten die folgende Punkte in C?

0,5)  (5:9) (-1,1)
¢ ¢ ¢
(01%) (d09) (E2-)
(o) (00) (0ot

Das Sylvester-Gallai-Theorem versagt fiir diese Punkte: jede Linie in C2, die zwei dieser Punkte
enthélt, muss einen dritten enthalten. Dies ist ein Beispiel fiir eine Hesse-Konfiguration.

Wir werden nun affine Rdume in beliebiger Dimension und iiber beliebigen Kérpern betrach-
ten.

1.2 Affine Raume

Definition 1.2.1 (Affiner Raum). Sei K ein Kérper. Der standard n-dimensionale affine Raum
iiber K ist die Menge K".

Beispiel 1.2.2. Die Menge K ist die affine Gerade und K? ist die affine Ebene.

Definition 1.2.3 (Affiner Unterraum). Einer affine Unterraum von K" ist eine Teilmenge
L C K" mit der Form

T 1121 + Q129 + + - + ATy + b1 =0
I ) c K" a21T1 + Q229 +“ <+ Aoy, + b2 =0
Tn Am1T1 + Apmalo + -+ Qpp Ty + bm =0

fir a;;,b; € K. Anders gesagt, einer affine Unterraum ist die Losungsmenge eines lineares
Gleichungssystems.

Bemerkung 1.2.4. Seien A = (a;;) € K™, b = (b;) € K™. Wir kénnen den affine Unterraum
L in einer kompakter Form schreiben:

L={zxeK"|Azr+b=0} ={Az+b=0}
Beispiel 1.2.5. Man sollte die affine Unterrdume
Li={z=y—2=0} CR? Ly={z+y+2=0}
von R3 skizzieren.

Beispiel 1.2.6. Der ganze Raum K" und die leere Menge ) sind affine Unterrdume: K" =
{0-2 =0} und ) = {02 = 1}, wobei 0 - x die Multiplikation mit einer 1 x n Null-Matrix ist.
Punkte P = (zpy,...,zp,) sind auch affine Unterrdume: P = {x; —2p; =+ =2, — Tp, =

0}.
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Lemma 1.2.7. Die folgende sind dquivalent:
1. Affine Unterraume L C K" die durch O gehen.
2. Affine Unterriume L C K" mit Gleichung L = {Az + b = 0}.
3. Untervektorrdume L C K",

Beweis. (1) = (2): Sei L = {Az + b = 0} ein affiner Unterraum, der durch 0 geht. Dann
0=A-0+b=0. Das bedeutet dass L = {Az = 0}.

(2) = (3): Sei L = {Az = 0}. Dann ist L = Ker A ein Untervektorraum.

(3) = (1): Sei U C K" ein Untervektorraum, dann wissen wir aus der lineare Algebra
dass U = {Ax = 0} fiir eine Matrix A € K™*". O

Wie in der affinen Ebene, haben wir Translationen in den affinen Raum:

Definition 1.2.8 (Translation). Sei v € K" ein Vektor. Die Translation durch v ist die Abbildung
t,: K" = K" P—x+v
Wenn X C K? eine Teilmenge ist, schreiben wir
X+v=t,(X)={r+v|ze X}

Bemerkung 1.2.9. Wie fiir Translationen in der Ebene, siecht man dass

1. to = idgn

2. t, 0ty = tyu, fir alle u,v € K™
Insbesondere sind alle Translationen invertierbar und

tl=t_, fir alle v € K"

Die Translationen abbilden eine freie und transitive Gruppenoperation der additive Gruppe
(K™, +) auf K",

Lemma 1.2.10. Sei L = {Axz + b= 0} C K" ein affiner Unterraum.

1. Eine Translation von L ist ein affiner Unterraum: sei v € K" ein Vektor, dann

L+v={A(x—v)+b=0} ={Az + (b — Av) =0}

2. Wenn L # 0, gibt es einen einzigen Untervektorraum Ly C K™ so dass L eine Translation
von Lg ist: L = Lo+ v fir ein v € K". Dieser Untervektorraum ist

3. Wenn L # 0, gilt dass L = Lo+ v genau dann, wenn v € L.
Beweis. 1. Wir sehen dass
re€l+v <<= r—veLl < Alx—v)+b=0

und das ist genau was wir zeigen wollten.
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2. Seien v € L und Ly = {Az = 0}. Wir zeigen dass L = Ly + v, mit Punkt (1):
Loy+v={A(x —v)=0}={Ar — Av) =0} ={Az+b=0} =L

Sei nun Lj, C K" ein anderer Untervektorraum so dass L = L{, + ¢’ fiir ein o' € R?. Da L
eine Translation von L ist, sehen wir dass Ly = {Az + b = 0} (die Matrix A ist die selbe
von L), und da Ly durch 0 geht, sehen wir dass &' = 0. Dann Ly = Lj,.

3. Wenn v € L, haben wir schon gezeigt dass L = Ly + v. Andererseits, wenn L = Ly + v,

dann v =0+4+wv € L, da 0 € L.
m

Definition 1.2.11 (Untervektorraum eines affinen Unterraum). Sei L C K", L # () ein affiner
Unterraum. Der einzige Untervektorraum Ly C K" so dass L eine Translation von L ist, ist der
zu L assoziierter Untervektorraum.

Definition 1.2.12 (Dimension eines affinen Unterraum). Sei L C K" ein affiner Unterraum.
Wenn L # (), sei Ly C K" der assoziierte Untervektorraum, die Dimension von L ist

dim L := dim Ly

Wir setzen auch dim @) = —1.

Beispiel 1.2.13. Eine Gerade ist ein affiner Unterraum L C K" mit Dimension dim L = 1.
Eine Ebene ist ein affiner Unterraum L C K" mit Dimension dim L = 2. Eine Hyperebene ist
ein affiner Unterraum L C K" mit dimL =n — 1.

bbhbbdbdddbdddd Ende Vorlesung 29.10.2024 b b b bbb bbb b & &

1.2.1 Beschreibungen eines affinen Unterraums

(Dieser Abschnitt wird im Priisenzblatt der Ubungseinheiten besprochen.) Ein affiner Unterraum
L C K" ist durch Gleichungen definiert,und, wenn er nicht leer ist, dann ist er auch eine
Translation eines Untervektorraums. Das bedeutet dass ein affiner Unterraum zwei mogliche
Beschreibungen hat:

e Durch lineare Gleichungen:
L={zxeK"|Az+b=0} mit A € K™" b e K™
Der assoziierte Untervektorraum zu L ist denn
Ly={reK"|Ax =0} = Ker A

Normalerweise wollen wir eine minimale Menge von Gleichungen, also n — k Glei-
chungen, wobei k = dim L. Das bedeutet dass A eine (n — k) x n Matrix mit Rang n — k
ist.



KAPITEL 1. AFFINE GEOMETRIE 18

e Durch eine Parametrisierung:
L={tiv;+---+tyvp + P|ty,... 1, € K}, mit vy,...,v, € K" und P € L
Der assoziierte Untervektorraum zu L ist denn
Lo ={tiv; + - + tyvp + P |t1,... 1 € K}

Normalerweise wollen wir eine minimale Parametrisierung, was bedeutet, dass die
uy,...,u, eine Basis von Lg sind, so dass k£ = dim Ly = dim L.

Wenn wir eine Darstellung durch Gleichungen haben, ist es einfach, eine minimale Menge
von Gleichungen durch das Gauf-Algorithmus zu erhalten

Algorithmus 1.2.14. (Von Gleichungen zu minimale Gleichungen): Sei L = {Az + b} =
{Ax = —b}. Wir konnen eine minimale Menge von Gleichungen fiir L wie folgt finden:

1) Wir bringen die erweiterte Matrix (A| — b) mit elementaren Zeilenumformungen in einer
Matrix (A’| — ') in (reduzierte) Zeilenstufenform.

2) Wir konnen Rang(A’) und Rang(A’| — b') berechnen. Wenn Rang(A’) # Rang(A'| — V'),
dann L = () und wir sind fertig.

3) Wenn Rang(A’) = Rang(A’| — b'). Dann dim L = n — Rang A, und L = {A'z + 0 = 0} ist
eine Beschreibung von L durch eine minimale Menge von n — dim L Gleichungen.

Beispiel 1.2.15. Wir finden eine minimale Menge von Gleichungen fiir den affinen Unterraum

21’1+5L’2—|—SL’3—$4—1 =0
L= $1+3JI2+[L’3+JI4—1 =0 Q]R4
31’1+3$2+2$3—2 :0

Wir bringen die erweiterte Matrix in Zeilenstufenform:

211 -1 |1 1 31 1 | 1\ z2022-221 (1 3 1 1 | 1

131 1 | 122211 -1 1) 2220 5 -1 -3 | -1

342 0 |2 342 0 | 2 0 =5 —1 -3 | -1
1 3 1 1 | 1
22722 g —5 -1 -3 | -1
00 0 0 | 0

Wir sehen dass der Rang mit oder ohne der letzten Spalte immer 2 ist. Das bedeutet dass
dim L =4 — 2 = 2 und dass

I — ZL‘1+3ZL‘2—|—1’3+IL‘4—1 =0
o —5.232—333—3334+1 =0

eine minimale Beschreibung von L durch Gleichungen ist.

Algorithmus 1.2.16. (Von einer Parametrisierung zu einer minimale Parametrisie-
rung): Sei L = {tjv; + - - + txvr + P |t; € K}. Wir finden eine minimale Parametrisierung wie
folgt:
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1) Wir betrachten die Matrix C' = (vy]...|vx) € K™*, die die v; als Spaltenvektoren hat.

2) Wir bringen die Matrix C' mit elementare Zeilenumformungen in einer Matrix C’ in
Zeilenstufenform. Insbesondere r = Rang(C’) = dim L.

3) Wenn C’ pivots in den Spalten ji, ..., j, hat, dann sind v;,, ..., v, eine Basis von Ly, so
dass
L={tjvj, +---+ 1t + Plt,....1; €K}

eine minimale Parametrisierung von L ist.

Beispiel 1.2.17. Sei

1 4 3 ~1
L=Xt|2|+t|5]+ts(3]+|-1]}c@®
3 6 3 ~1

wir finden eine minimale Parametrisierung von L durch das Algorithmus:

1 4 3\ z2-22-221 1 4 3 1 4 3
9 5 3| 22371 [ _3 _g| Zoz222 [ 3 3
3 6 3 0 —6 —6 0 0 0

Diese Matrix ist in Zeilenstufenform und hat Pivots in der Spalten 1 und 2. Das zeigt dass
dim L = 2 und dass

1\ /4
21,15
3/ \6

eine Basis von L ist. Insbesondere bekommen wir eine minimale Parametrisierung von L als

1 4 —1
L={t; 2]+t |5]|+|-1 C Q3
3 6 —1

Wir werden nun zwei Methoden vorstellen, um mit Hilfe des GauB-Algorithmus von einer
Darstellung zur anderen zu wechseln. Es ist wichtig zu beachten, dass die von uns vorgestellten
Methoden nur zwei der méglichen Methoden sind. Insbesondere im Fall von Geraden in K? war
die “Brute Force” eine Methode, die funktionierte. Diese “Brute Force” Methode ist in anderen
Fillen oft zu kompliziert, so dass von ihrer Anwendung abgeraten wird.

Algorithmus 1.2.18. (Von Gleichungen zu einer Parametrisierung): Sei L = {Az +b =
0} = {Az = —b}. Wir konnen eine minimale Parametrisierung von L wie folgt finden:

1) Wir bringen die Matrix (A| — b) mit elementaren Zeilenumformungen in einer Matrix
(A’] = b') in reduzierte Zeilenstufenform.

2) Wir kénnen Rang(A’) und Rang(A’| — ') berechnen. Wenn Rang(A’) # Rang(A’| — V'),
dann L = () und wir sind fertig.

3) Wenn Rang(A’) = Rang(A’| — ¥'), dann P = —b' ist ein Punkt in L und L selbst hat
Dimension k = n — Rang(A’).
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4) Wir verwenden die Gleichungen A’z = 0, um die Variablen z;, die den Pivots von A’
entsprechen, in Form der anderen Variablen zu schreiben.

5) Dies ergibt eine Basis vy, ..., v von Ly = {Az = 0}.
6) Wir haben eine minimale Parametrisierung L = {t v, + - -+ + tyvr + P|t; € K}
Beispiel 1.2.19. Wir finden eine minimale Parametrisierung fiir den affinen Unterraum

T+ axs+r3s—x4—1 =0
L= xl—x2—|—$3+x4—1 =0 §Q4
3.1’1"‘5(72"‘3563—234—3 =0

Wir anwenden das Algorithmus

11 1 1 | 1\ zszzm (1 1 1 —1] 1

A -b)=[1 -1 1 1 | 1| 222210 20 2 | 0

31 3 -1 | 3 0 -20 2 |0

111 -1 1\ o, (111 -1

2B g 20 2 | o) /25010 -11]0

00 0 0 |0 000 0 | 0
101 0 |1
Z1—>Z1—Z2010_1‘0
000 0 |0

Diese Matrix ist in reduzierter Zeilenstufenform mit Pivots in den Spalten 1 und 2. Wir schreiben
das lineare System, das dieser Matrix entspricht, und wir schreiben die Variablen x, x5 durch

die anderen
r1+r3 =1 r1 =-—x3+1
To — Ty = 0 To = T4

So dass x € L genau dann, wenn

T —x3+1 -1 0 1
Tr = 2 = T4 = T3 0 + 24 L + 0
T3 xIs3 1 0 0
Ty Ty 0 1 0
Insbesondere ist
-1 0
0 1
1110
0 1

eine Basis vom assoziierten Untervektorraum L.

Algorithmus 1.2.20. (Von einer Parametrisierung zu Gleichungen:) Sei L = {t;v; +
-+ tgvp + P t; € K} Wir finden eine minimale Beschreibung von U durch Gleichungen wie
folgt:
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1) Wir betrachten die Matrix C' = (vy]...|vx) € K™** die die v; als Spaltenvektoren hat.
Wir betrachten ¢t = (1, ...,t,)7 € KF*! als ein Spaltenvektor von Variabeln. Dann

L={x|Ct+ P =z firein t € K*} = {|Ct = v — P hat cine Losung t € K*}

2) Wir betrachten die erweiterte Matrix (Clz — P) und wir bringen sie mit elementare
Zeilenumformungen in einer Matrix (C’|2") womit C” Zeilenstufenform hat. Die Matrix C”
hat Rang(C") = dim L und die erste Rang(C") Zeilen von C’ sind nicht null, alle andere
sind null.

3) Eine minimale Menge von Gleichungen fiir L erhdlt man, indem man die letzten (n—rk(C"))-
Eintréage von z’" auf Null setzt. Dies sind die Eintrége, die den Nullzeilen von C” entsprechen.

4) Als Nebenprodukt kénnen wir auch eine Basis von Ly finden: wenn C” Pivots in den
Spalten ji, ..., j, hat, dann sind die urspriinglichen Vektoren v;,,...,v;. eine Basis von
Ly.

Beispiel 1.2.21. Wir finden eine minimale Beschreibung durch Gleichungen fiir den affine
Unterraum

1 1 21 0

0 1 i i )
L=<t 1 + 15 1 + 13 0 + i |t1€C ccC

2 1 31 0

Wir wenden die elementare Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix an

1 12 | m 11 2 | 21
: | z3oz3+21 : :
1 i | wy—i| zisziemn [0 1 @ | Ty — 1
-1 1 0 | a3+1i 0 2 2 | zi4+ax3+i
11 2 | 7
73—73-272 :
Zaszarze [0 1 1 | Ty — 1
00 0 | 5(71—25L'2+I3+37:
0 0 O | —21’1+$2+$4—i

Sei C' diese Matrix ohne die letzte Spalte. Die Matrix C” ist in Zeilenstufenform, Rang(C’) = 2,
und die letzte 2 Zeilen von C” sind null. Das bedeutet dass eine minimale Menge von Gleichungen
fiir L ist
xp—2x2+w3+31 =0
L= .
—2.CE1+$2+.CE4—Z =0

1.2.2 Schnittmenge und affine Hiille

Lemma 1.2.22. Seien L; C K", i € I affine Unterrdume. Die Schnittmenge M;crL; ist ein

affiner Unterraum und
ﬂLz = (ﬂ Li,O) —+ v

el el

wobet v € NicrL; und L;o der assoziierte Untervektorraum zu L, ist.
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Beweis. Wenn Njcr,L; = () dann sind wir fertig, da die leere Menge affin ist. Wenn nicht, sei
v € Nier: wir wissen dass L; = L;o + v wobei Ly ; der assoziierte Untervektorraum zu L; ist.

Dann
FVQZ(MMQ+W:ZOWLW>+U
icl icl icl
und ﬂie ; Lip ist ein Untervektorraum, weil die Schnittmenge von Untervektorrdumen ein

Untervektorraum ist. Das zeigt dass (),; L; einer Translation eines Untervektorraums ist, was
bedeutet dass es ein affiner Unterraum ist. ]

Beispiel 1.2.23. Wir betrachten die zwei affinen Unterrdume von Q?3:

Li={z+y+2z=2}, Ly={x=0,y —2=0}

r+y+z = 22 =2 0
leLQZ T =0 = zr =0 = 1
y—z = y =2z 1

Beispiel 1.2.24. Wir betrachten die zwei affinen Unterrdume von C*:
s+t—2
L= 2 |s,teCp, Lo={rx+i-y+z+w=4}
42
Dann ist Ly N Ly die Menge von Punkten (s +t —4,0,s,t 4+ 2),s,t € C so dass
(s+t—20)+i-0+s+(t+2)=4

Das ist dquivalent zu 2s + 2t = 2 + 2¢, was bedeutet s = —t + 1 + ¢. Das zeigt dass

—t 1+t —2 1—i
0 0

Linls = —t+ 1+ [teCp = —t+ 1+ [teC
t+2 t+2

Beispiel 1.2.25. Wenn zwei affine Unterrdume L, Ly C K" beide durch eine Parametrisierung
gegeben sind, dann ist es normalerweise besser eine oder beide durch Gleichungen zu beschreiben,
um die Schnittmenge L, N Ly zu berechnen.

Definition 1.2.26 (Affine hiille). Sei S C K" eine Teilmenge. Die affine Hiille L(.S) von S, oder
der von S erzeugter Unterraum ist die Schnittmenge aller affine Unterrdume die S enthélten:

L= () L
LCK™ affin,
LS

Bemerkung 1.2.27. Die affine Hiille L(S) ist der kleinste affine Unterraum der S enthélt.
Insbesondere L(S) = S genau dann, wenn S ein affiner Unterraum ist.
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Bemerkung 1.2.28. In der lineare Algebra, die lineare Hiille einer Teilmenge T C K" oder der
von 1" erzeugter Untervektorraum ist

Y= () Lo
LoCK™, U.Vr.
LoDT

Es gibt eine Interpretation der affine Hiille durch die lineare Hiille: sei S C K" nicht leer und
sei Py € S ein Punkt. Wir betrachten die Translation S — Fy. Wir wollen nun zeigen dass

L(S) = (S = R) + By
Insbesondere ist (S — Fy) der assoziierte Untervektorraum von L(S)

Beweis. Sei L C K" ein affiner Unterraum. Wenn L O S, dann Py € L, so dass Ly = L — P, ein
Untervektorraum der S — Py enthélt ist. Andererseits, wenn Ly C K" ein Untervektorraum so
dass Lo O S — P, ist, dann ist L = Ly + P, ein affiner Unterraum, der S enthélt. Das zeigt dass

LS)= () L= () C-P)+R= () Li+Phh=(S-R)+h
LCK™ affin, LCK™ affin, LoCK™, U.Vr.
LDS LDS LoDS—Py

]

Beispiel 1.2.29. Sei S = {P,Q} C K" wobei P, zwei verschiedene Punkte sind. Wir
sehen dass S — @ = {P — @Q,0} und der Untervektorraum erzeugt von dieser Menge ist
(P—Q)={t(P—-Q)|t € K}. Dann

LPQ) =(P-Q)+Q={t- (P-Q)+Q[P,QeK}={t- P+ (1-1)-Q|t € K}

Wir sehen dass L(P, Q) eine Gerade ist, und, wenn K" = K? dann ist sie genau die einzige
Gerade die durch P, () geht.

Dieses Beispiel kann generalisiert werden

Definition 1.2.30 (Affine Kombination). Seien P, ..., P, € K" Punkte. Eine affine Kombina-
tion dieser Punkte ist ein Punkt mit der Form

itipiy t; € K, itzzl
=1 =1

Proposition 1.2.31. Sei S C K" eine Teilmenge. Die affine Hille L(S) ist die Menge von
aller mogliche affine Kombinationen von Punkten in S:

L(S) = {itiPi\Pi €S, t; €K, iti = 1}
i=1 i=1

Beweis. Wenn S = (), dann sind beide Seite gleich ). Wenn S # ), sei Py € S. Der Unter-
vektorraum (S — Fp) ist die Menge von alle mogliche lineare Kombinationen von Vektoren in

S—PQI
<S_PO>:{Zti<Pi_P0)|PiES7tieK}

i=1
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und dann

L(S) = (S—Pp)+Py = {ZtiPi +(1=) )Pt € K} = {ZtiPi |PeSt €KY b= 1}
i=1 i=1 =0 i=1

Das ist was wir zeigen wollten. O]

Beispiel 1.2.32. Die affine Hiille von der Punkten P, = (2,0,0), P, = (0,3,0), P; = (0,0,4) in
R? ist
2ty
L(P17P27P3): 3t2 ‘t1+t2+t3:1
At

und man kann auch leicht eine Beschreibung durch eine Gleichung finden:

1 1 1
L(Pl,PQ,Pg) = {5561 + §LE2 + ng = 1}

Wir konnen die affine Hiille zweier affine Unterraume durch die Summe von Untervektorraume
bestimmen:

Proposition 1.2.33. Seien M, N C K" zwei nicht leere affine Unterrdiume, seien My, Ny die
assoziierten Untervektorrdume und seien Py € My, Qo € Ny. Dann

L(M,N) = (My+ No, Qo — Fy) + Fy
und Py — Qg € My + Ny genau dann, wenn M NN # (). Insbesondere

dim (M, + No), falls MO N # 1)

dim L(M, N) =
im L(M, ) {dim(M0+N0)+1, falls MAN = {

Beweis. Wir haben M = My + Py und N = Ny + Qg so dass
L(M,N) = (M — Py, N — Py) + Py = (Mo, No + (Qo — F0)) + Fo

Nun sehen wir dass (No+ (Qo — Fy)) = (No, Qo — Fo), weil 0 € Ny. Dann (Mg, No+ (Qo — By)) =
(Mo, No, Qo — Py) = (Mg + Ny, Qo — Fp). Wir miissen nun zeigen dass Qo — Py € My + Ny
genau dann, wenn M N N # (). Nehmen wir an dass Qy — Py = v + w fiir v € My, w € Ny.
Dann v + Py = —w + @y und die linke Seite ist ein Punkt in M wahrend die rechte Seite
ein Punkt in N ist, so dass wir einen Punkt in M N N gefunden haben. Andererseits, wenn
MNN #(,sei Rp € M N N: dann Py = v + Ry, Qp = w + Ry fiir v € My, w € Ny, so dass
Qo — Py=w—v € My+ Ny. O

bhbbdbddddddd Ende Vorlesung 31.10.2024 b b b d bbb bbb s &

Beispiel 1.2.34. Wir betrachten die zwei affinen Unterrdume von Q3.

s—1 2t
M = —s+1 |s€@ , N = t+1 |t€(@
S t
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Die assoziierten Untervektorrdume sind My = {(s,—s,s)|s € Q} = ((1,—1,1)) und Ny =
{(2t,t,t) |t € Q} =((2,1,1)) und Py = (—1,1,0) € M und Qy = (0,1,0) € N. Wir berechnen

1 2 1
<M0+N07Q0—P0>:< —1],{1],10 >:Q3
1 1 0

weil diese drei Vektoren linear unabhingig sind. Dann L(M, N) = Q3 + Py = Q3.

Beispiel 1.2.35. Wenn zwei affine Unterrdume durch eine Parametrisierung gegeben sind, ist
es einfach, die affine Hiille iiber Proposition zu berechnen. Wenn stattdessen einer oder beide
durch Gleichungen gegeben sind, dann ist es besser, sie zunéchst durch eine Parametrisierung
zu beschreiben und dann die affine Hiille zu berechnen.

Korollar 1.2.36. Seien M, N C K" zwei affine Unterrdume, dann
dim L(M,N) < dim M + dim N + 1
Auferdem, wenn M NN # (0 gilt dass
dimL(M,N) =dim M +dim N —dimM NN

Beweis. Wenn M oder N leer ist, ist die Formel leicht zu zeigen. Wenn beide M, N nicht leer
sind, seien Mj, Ny die assoziierten Untervektorraume. Nehmen wir zuerst an, dass M N N #
(): dann zeigt Lemma dass dim M NN = dim My N Ny und Proposition [1.2.33] dass
dim L(M, N) = dim(My + Np). Dann die iibliche Formel fiir Untervektorraume ergibt

dim L(M, N)+dim MNN = dim(My+ Ny)+dim(MyNNy) = dim My+dim Ny = dim M +dim N

Wenn M NN =0, dann dim(M N N) = —1. AuBerdem zeigt Proposition [1.2.33| dass

dim L(M, N) = dim(My+Ny)+1 = dim(My)+dim(Ng) —dim(MyNNy)+1 < dim M +dim N+1
[l

Definition 1.2.37 (Parallele affine Unterrdume). Seien L, M C K" zwei affine Unterrdume und
seien L, M, die assoziierte Untervektorrdume. Die affine Unterrdume L, M sind parallel, wenn
L() g MO oder Mo g Lo.

Bemerkung 1.2.38. Seien L, M C K" zwei affine Unterrdume mit dim L = dim M. Dann sind
L, M parallel, genau dann, wenn Ly = M.

Bemerkung 1.2.39. Seien L, M C K" zwei parallele affine Unterrdume, wenn L N M # (),
dann L € M oder M C L. Insbesondere sind zwei parallele Untervektorrdume mit der gleiche
Dimension entweder gleich oder disjunkt.

Beweis. Seien L, M, die assoziierte Untervektorraume und nehmen wir an, dass Ly C M. Sei
auchv e LN M. Dann L = Lo+ v und M = My + v, so dass L C M. O

Bemerkung 1.2.40. Sei L C K" ein affiner Unterraum mit assoziierter Untervektorraum Ly
und sei P € K". Dann ist Lo + P der einziger affiner Unterraum mit der gleiche Dimension von
L, der parallel zu L ist und durch P geht.
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Beweis. Der affiner Unterraum Ly + P ist parallel zu L und geht durch P. Jeder andere affine
Unterraum mit dieser Eigenschaft muss aufgrund der vorherigen Bemerkung gleich sein. O

Beispiel 1.2.41 (Zwei Geraden in K"). Wir betrachten zwei verschiedene Geraden L, M C
K" n > 2.

e Inzidente Geraden: Wenn L N M # (b, dann L N M = {P}, sonst miissen die zwei
Geraden gleich sein. Dann dim L(M, N) =1+ 1 — 0 = 2. Diese zwei Geraden liegen auf
einer gleichen Ebene (sie heiflen koplanar)

e Parallele Geraden: Wenn LN M = ) und die Geraden parallel sind, dann dim L(L, M) =
dim (Lo + My) + 1 = dim Lo + 1 = 2. Diese zwei Geraden sind koplanar.

e Windschiefe Geraden: Wenn L N M = () und L, M nicht parallel sind, dann heiflen
die Geraden windschief. Das ist méglich nur wenn n > 3. In diesem Fall, dim L(M, N) =
dim(My+ No) +1=2+1=3.

1.2.3 Lineare allgemeine Lage

Wir beginnen mit einer einfachen Beobachtung: Wenn wir einen Punkt hinzufiigen, kann die
Dimension der affinen Hiille hochstens um eins wachsen:

Lemma 1.2.42. Sei S C K" eine Teilmenge und sei P € K" ein Punkt. Dann

_ ~ Jdim L(S) + 1,  falls P ¢ L(S)
dim L{SU{P}) = {dimL(S), falls P € L(S)

Beweis. Wir konnen annehmen dass S ein affine Unterrdum S = M ist (warum?), so dass

L(S) = L(M) = M. Wir sehen dass

dim L(M, P) — 4 (Mo +0) 41, falls POM =0
© 0 | dim(My +0), falls PV M # 0

und das ist was wir zeigen wollen. O]

Wir kénnen dieses Lemma so verstehen, dass wir in der “allgemeinen” Situation von P ¢ L(.S)
eine “erwartete” Dimension dim L(SU{P}) = dim L(S) + 1 haben. Stattdessen haben wir in der
“besonderen” Situation, P € L(S), die “unerwartete” Dimension dim L(S U {P}) = dim L(S).
Warum nennen wir den Fall P ¢ L(S) “allgemein”? Weil es in gewisser Weise “mehr” Punkte
auferhalb von L(S) als innerhalb von L(S) gibt. Wenn wir zum Beispiel iiber R einen Punkt
“zufallig” auswéhlen, wird er auflerhalb von L(S) liegen. Es gibt nur einen Fall, in dem diese
Idee versagt: wenn L(S) = K" bereits der ganze Raum ist.

Insbesondere betrachten wir Punkte Py, P, P, ... € K”. Fiir zwei Punkte ist die allgemeine
Situation dim L(P;, P,) = 1 und die spezielle Situation ist, dass P, = P,. Zwei Punkte erzeugen
also eine Gerade, aufler wenn, die beiden Punkte gleich sind. Fiir drei Punkte ist die allgemeine
Situation dim L(P;, P», P3) = 2, und die spezielle Situation ist, dass dim L(P;, P, P3) = 1:
drei Punkte erzeugen eine Ebene, auler wenn, sie kollinear sind. Man beachte, dass es eine
noch speziellere Situation dim L(P;, Py, P;) = 0 gibt, die dann und nur dann eintritt, wenn
P, = P, = P3. Jetzt machen wir daraus eine genaue Definition:
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Korollar 1.2.43. Seien Pi,..., P. € K". Dann
dimL(Py,...,P) <r—1

Beweis. Induktiv iiber 7. Wenn r = 1, dann dim L(P;) = dim{P;} = 0. Wenn die Aussage
wahr fiir  — 1 ist, dann zeigt Lemma[1.2.42|dass dim L(P, ..., P.) < dim L(Py,...,P_1)+1 <
r—1+1=r. [l

Definition 1.2.44 (Lineare allgemeine Lage). Seien Py, ..., P. € K" Punkte. Falls r <n + 1,
sagen wir dass die Punkte in linearer allgemeiner Lage sind, falls

dim L(Py,...,P)=r—1

Falls 7 > n+1 sagen wir dass die Punkten in linearen allgemeinen Lage sind, falls jede Teilmenge

P, P; ., in linearen allgemeinen Lage ist.

1L

Lemma 1.2.45. Sei S C K" eine Teilmenge von Punkte in linearer allgemeiner Lage. Dann ist
jede Teilmenge T C S auch in linearer allgemeiner Lage.

Beweis. Wir miissen zeigen dass, wenn r < n + 1 und dimL(P;,...,P.) = r — 1, dann
dim L(Py,...,Py) = k — 1 fiir alle & < r. Es reicht, die Aussage fiir £ = r — 1 zu zeigen.
Dank Korollar , miissen wir zeigen, dass dim L(Py,..., P._1) > r — 2 und Lemma
zeigt dass

dim L(Py,...,P—y) >dim L(P,,...,P)—1=r—1—-1=r—2

Remark 1.2.46. Seien P,..., P, € K" Punkten. Dann
dim L(Py,...,P,) =dim(P, — P,,...,P._1 — P,)

so dass, wenn r < n + 1, die Punkte Py, ..., P, sind in linearer allgemeiner Lage, genau dann,
wenn die Vektoren P, — P,, ..., P._; — P, linear unabhéngig sind. Man kann auch die Lemmata
und der Korollar in dieser Sektion durch die Eigenschaften der linear Unabhéngigkeit zeigen.

bhbbdbddddddd Ende Vorlesung 5.11.2024 b b d b bbb bbb s s

1.3 Affine Abbildungen

Definition 1.3.1 (Affine Abbildung). Eine Abbildung f: K" — K™ ist affin, wenn F' die
folgende Form hat

fIfA,UiK"%Km, x|—>A.CL’—|—'U, AEKmX”,UEKm

Beispiel 1.3.2. Lineare Abbildungen A: K" — K™ mit A € K”™*" sind affin, und translationen
ty: K* — K" mit v € K" sind affin:

A= fap, ty = f1,0

Wir sehen dass eine affine Abbildung f: K” — K™ linear ist, genau dann, wenn f(0) = 0.
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Bemerkung 1.3.3. Eine affine Abbildung ist die Komposition einer linearen Abbildung = — Ax
mit einer Translation y — y + v.

Bemerkung 1.3.4. Anders gesagt, eine affine Abbildung ist eine Abbildung mit der Form

T a11T1 + -t A1nTn + (%1

) a911 + -+ Aon Ly, + b2
iKY — K™, = )

Tn 121 +---+ AmpnTn + Um

Lemma 1.3.5. 1. Die Komposition von affine Abbildungen ist affin: wenn fa,: K* — K™
und fp.n: K" — K" affine Abbildungen sind, dann ist

fA,'U o fB,w — fAB,Aerv
auch affin.
2. faw is injektiv (bzw. surjektiv) genau dann, wenn fao = A injektiv (bzw. surjektiv) ist.

3. Eine affine Abbildung fa,: K* — K™ ist invertierbar, genau dann, wenn n = m und
A € GL,(K). Die inverse Abbildung ist

fﬁ, = fa-1,_a-1y
Insbesondere ist die inverse einer affine Abbildung wieder affin.
Beweis. 1. (faw© fBw)(®) = fa,(Br +w) = ABx + Aw + w.

2. Da t_, invertierbar ist, sechen wir dass f4, is injektiv (bzw. surjektiv) ist, genau dann,
wenn fao=t_, 0 fa, injektiv (bzw. surjektiv) ist.

3. Wenn f,, invertierbar ist, dann ist t_, o f4, = fao linear und invertierbar. Das bedeutet,
dass n =m, dass A € GL,(K) und dass f;, = (ty0 fao) ' = fa-100t 4 = fa1_a-1
n

Definition 1.3.6 (Affine Transformation). Eine affine Transformation oder Affinitédt von K" ist
eine invertierbare affine Abbildung

fan: K" — K", AeGL,(K),veK"
Die Menge von allen affine Transformationen ist Aff(K").

Bemerkung 1.3.7. Die Menge Aff(K") ist eine Gruppe mit der Komposition. Wie in der
Bemerkung [1.1.24] es gibt eine kurze exakte Sequenz

0— K" = Aff(K") - GL,(K) — 1

und diese Gruppe ist ein semidirektes Produkt Aff(K") = K" x GL,(K).



KAPITEL 1. AFFINE GEOMETRIE 29

Beispiel 1.3.8 (Zentrische Streckungen). Eine Zentrische Streckung oder eine Homotethie ist
eine affine Transformation f: K" — K" mit der Form

f(z) =X (x —v) +vp fiir A € K* vy € K"

Wir sehen dass f(vg) = vo und dass f(vg+w) = Aw fiir alle w € K": Diese affine Transformation
“streckt” die durch vy verlaufenden Linien um einen Faktor A. Das ist was passiert, wenn wir die
“Pinch-to-Zoom”-Bewegung auf dem Bildschirm eines Smartphones ausfiithren

Satz 1.3.9. Seien P, ..., P,11 € K" Punkte in linearer allgemeiner Lage und seien Qq, . .., Qni1
K™ beliebige Punkte. Es gibt eine einzige affine Abbildung f: K" — K™ so dass

f(P)=0Q; firallei=1,...,n+1

AufSerdem, ist f invertierbar, genau dann, wennn = m und Q1, ..., Qni1 in linearer allgemeiner
Lage sind.

Beweis. Wir sehen dass eine affine Abbildung f: K" — K™ hat die Eigenschaft dass f(P;) = Q;
genau dann, wenn die affine Abbildung g =t_q,,, o fotp,,, die Eigenschaft g(P;, — P,11) =
Qi —Qn+1 hat. Insbesondere g(0) = g(Pry1— Prt1) = Qni1—Qne1 = 050 dass g linear ist. Da die
Punkte P, ..., P, in linearer allgemeiner Lage sind, sind die Vektoren P, — P, 11, ..., P, — P11
linear unabhéngig, und das bedeutet dass diese Vektoren eine Basis von K" sind. Dann existiert
eine einzige lineare Abbildung ¢g: K® — K™ so dass g(P,— Py11) = Q;—Qnyq firallei =1,... n.
Wir sehen auch dass f invertierbar ist genau dann wenn ¢ invertierbar ist, weil Translationen
invertierbar sind. Da ¢ linear ist, sehen wir dass ¢ invertierbar ist, genau dann, wenn n = m und
Q1 — Qunit, ..., Qn — Qpiq eine Basis von K™ sind, was bedeutet dass @1, ..., ;41 in linearer
allgemeiner Lage sind. O]

Lemma 1.3.10. Sei f = fa,: K" = K™ eine affine Abbildung. Seien auch L C K", M C K™
affine Unterrdume mit assoziierte Untervektorrdaume Lg, M.

1. Das Bild f(L) ist ein affiner Unterraum, mit assoziierte Untervektorraum f(L)o = A(Ly).

2. Es gilt dass dim f(L) = dim L — dim Ly N Ker A. Insbesondere dim f(L) = dim L wenn f

injektiv ist.

3. Das Urbild f~*(M) ist affiner Unterraum, und wenn f~Y(M) # 0 ist der zugehdrige
Untervektorraum f~1(M)o = A=Y M)}

4. Insbesondere, wenn P € K™ und f~*(P) # 0, dann f~1(P)s = Ker A.

5. Wenn f~Y (M) # 0, dann dim f~1(M) = dim M N f(K") + dim Ker A. Insbesondere
dim f~Y(M) = dim M + dim Ker A wenn f surjektiv ist.

6. Wenn L' C K™ affin und parallel zu L ist, Dann sind f(L), f(L') auch Parallel. Wenn
M' C K™ affin und parallel zu M ist, dann sind f~(M), f~*(M’) auch Parallel.

7. Sei S C K" eine Teilmenge. Dann f(L(S)) = L(f(9)).
'Hier schreiben wir A~! fiir das Urbild von der Abbildung A: K® — K™, nicht fiir die inverse Matrix A~?
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Beweis. 1. Sei P € Lsodass L = Lo+ P. Dann f(L) = A(L)+b = A(Lo+ P) +b =
A(Lg) + AP +b.

2. Wir sehen dass dim A(Ly) = dim Ly — dim Ker A N Ly.

3. Wir nehmen an, dass f~'(M) # 0: sei u € f~1(M), so dass f(u) = Au+v =w € M.
Dann M = My+w, und f7' (M) ={z e K| Az +v € My+w}={r e K"|Az+v—w €
My} ={zr e K"|Ar — Au € My} = {z € K" | A(x —u) € My} = A~ (M) +u

4. Konsequenz von (3).

5. Mit der gleichen Notation wie im Punkt (3) sehen wir, dass dim A~!(M) = dim A(K™) N
My + dim Ker A. Wir sehen nun, dass dim A(K") N My = dim(A(K" —u) N (M —w)) =
dim(A(K") — Au+w) N M = dim(A(K") +v) N M = dim f(K") N M

6. Konsequenz von (3) und (5).

7. f(L(S)) ist affin und f(L(S)) D S, so dass f(L(S)) 2 L(f(5)). Andererseits, wenn
M C K™ affin ist, und M D f(S), dann f=*(M) D S, so dass f~H(M) D L(S). Das zeigt,
dass M D f(L(95)).

[

Eine wichtige Beispiel von affine Abbildungen sind Parallelprojektionen:

Komplementéire affine Unterrdume und Parallelprojektionen

Definition 1.3.11 (Komplementére affine Unterrdume). Sei M C K" ein affiner Unterraum. Ein
affiner Unterraum N C K" ist komplementér zu M, wenn dim M +dim N = nund MNN = {P}
ein Punkt.

Lemma 1.3.12. Seien M, N € K" nicht-leere affine Unterriume und seien My, Ny die zu-
gehorigen Untervektorriume. Die Unterrdume M, N sind komplementdr, genau dann, wenn
My, Ny komplementire Untervektorrdume sind: K™ = My & Ny. Insbesondere hat M immer
einen komplementdren Unterraum.

Beweis. Wenn M, N Komplementér sind, dann dim(My + Ny) = dim L(M, N) = dim M, +
dim Ny = n, so dass My @ Ny = K". Andererseits, wenn My & Ny = K", dann dim(My + Np) <
dim L(M, N) < n = dim(My + Ny), so dass M NN # () und dim M N N = 0. Da M, immer
einen komplementédren Untervektorraum hat, sehen wir dass M immer einen komplementéren
affinen Unterraum hat. O

Beispiel 1.3.13. Seien L C K" eine Gerade und H C K" eine Hyperebene die nicht parallel
sind. Dann sind L und H komplementér, da dim Ly + Ny = n. Insbesondere L N H = { P} ein
Punkt.

Sei nun M C K" ein affiner Unterraum, mit assoziierter Untervektorraum M, und sei
N C K" ein komplementérer Unterraum. Fiir jede P € K" sei My + P der einziger affiner
Unterraum mit der gleichen Dimension von M, der parallel zu M ist und durch P geht. Dann
sind My 4+ P und N auch komplementér, dank dem vorherigen Lemma, so dass (Mo + P) N N
ein Punkt ist. Wir nennen diesen Punkt 7y, n(P): (Mo + P) NN = {mp n(P)}. Das definiert
eine Parallelprojektion
TM,N : K" — N
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Beispiel 1.3.14. Sei M = {z +y =0} CR* und sei N = {z —y = 1} € R Diese zwei affine
Unterrdume sind komplementér. Sei P = (zo, yo) und sei M + Py = {z+y = zo+yo} die Gerade
parallel zu M die durch Py geht. Dann (M + Py) NN = {(3(zo + yo + 1), 2(z0 + yo — 1)) }, so
dass

1 1
TM,N: RQ—)N, (l‘o,yo)’—) (5(930+yo+1),§(a:0+y0—1))

Wir sehen dass diese Abbildung affin ist. Das ist kein Zufall

Proposition 1.3.15. Eine Parallelprojektion ist eine affine Abbildung: Sei wy,: K" — Ny die
lineare Projektion, die von der direkten Summe K™ = My® Ny definiert ist, und sei Qg = MyNN.
Dann

TN (P) = 7 (P) + Qo
Auflerdem, wenn N = Q + Ny, gilt es dass

TunN(P) = 7N (P — Q) + Q

Beweis. Wir zeigen dass eine Parallelprojektion, gesehen als eine Abbildung my n: K* — K",
eine affine Abbildung ist. Sei Qo = marn(0) = My N N, so dass N = Ny + (Qp Sei P € K", dann

TN (P) = (Mo+P)NN = (My+P)N(No+Qo) = ((Mo+P—Q0)NNo)+Qo = ((Mo+P)NNy)+Qo

Da K" = My @ Ny, haben wir die zwei lineare Projektionen my, : K" — My, 7y, : K* = Ny so
dass P = mp, (P) + 7y, (P). Dann

(Mo + P) N No = (Mo + mar, (P) + 7 (P)) N No = (Mo + 7 (P)) N No = {7 (P)}

so dass
TN (P) = 7N (P) + Qo

und das zeigt dass my n affin ist, mit der Form das wir wollen. Nehmen wir nun an, dass
N = Ny + @, wir miissen zeigen dass Qg = Q — 7n,(Q), was bedeutet Q — 7wy, (Q) € My N N:
da mpn, (Q) € Ny, sehen wir dass @ — mn,(Q) € N,und da @ — 7wy, (Q) = 7, (Q), sehen wir dass
T My (Q) S Mo. ]
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Das Teilverhiltnis und der Satz von Thales

Seien Pp, P», P; € K" drei paarweise verschiedene und kollineare Punkte. Dann sind die zwei
Vektoren P, — P3, P, — P5 linear abhéngig:

Pl—sz)\'(Pz—Pg) fureln)\EK\{O,l}

Definition 1.3.16 (Teilverhéltnis von drei kollineare Punkte). Der obige Skalar A € K\ 0, 1
wird als das Teilverhéltnis der drei geordneten kollineare und paarweise verschiedene Punkte
(Py, Ps, P3) bezeichnet. Wir bezeichnen es auch mit

P —P
1 3:/\
P,— Py
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Bemerkung 1.3.17. Wir sehen dass

P — Py 1 A
= A = Py = P — P
P, — P T 1 =a?

Beispiel 1.3.18. Sei v € K™, v # 0 ein Vektor. Das Teilverhéltnis von (Av,v,0) ist A.
Lemma 1.3.19. Sei f € Aff(K"™) und seien Py, Pa, Py € K" kollinear. Dann sind f(Py), f(P,), f(Ps)

auch kollinear und das Teilverhdltnis ist unverdndert
h—-Pr f(Py) — [(Ps)
P, —Ps  f(P)— f(P)

Beweis. Sei A = ﬁ;:gz, sodass P — Py =\ (P, — Ps). Sei f(x) = Az + v mit A € GL,(K).
Dann

f(P) = f(Ps) = AP = Ps) = AN (P — B3)) = XA AP, — P3) = A - (f(P2) — f(Ps))

_ IP)=f ()
50 dass A = 75 = fn) -

Satz 1.3.20 (Satz von Thales). Seien Hy, Ho, H3 C K™ drei parallele und paarweise verschiedene
Hyperebene und seien L, L' C K" zwei Gerade die nicht parallel zu ihnen sind. Seien P; =
LNH,P =L'NH, firi=1,...,n. Dann

P —P; P —P
P,— P, P,- P,

Anders gesagt, ist das Teilverhdltnis nur abhdngig von Hy, Hy, Hy und nicht von den Geraden.

Beweis. Eine affine Transformation ldsst das Teilverhaltnis unverindert, so dass wir annehmen
konnen, dass H; = {x,, = b;} fur b; € K,i = 1,2,3. Wir schreiben L = {tv + @ |t € K} fiir
v=(v1,...,0,) € K*und Q = (Q1,...,Q,) € K". Wir sehen dass mit v, # 0, weil L nicht
parallel zu H; ist. Dann P, = t;v + ), mit t,v, + Q,, = b; fiir « = 1,2, 3: das bedeutet t; = b’;&
fiir i = 1,2,3. Dann P, — Py = (t; — t3) fiir i = 1,2, und !

Pi—Py -ty by

Py—Py  ty—ts b2=Qn _ bs=Qn by —bs
Das ist nur abhéngig von by, by, b3, und nicht von L. O

1.3.1 Von der affinen Geometrie zur linearen Algebra

Bisher haben wir die affine Geometrie mit Hilfe der linearen Algebra untersucht, was bedeutet,
dass alle unsere Techniken und Konzepte auf den folgenden zwei grundlegenden Konstruktionen:

e Die Summe v + w von zwei Vektoren v, w € K"
e Die Skalarmultiplikation A - v, von A € K und v € K.

Es stellt sich heraus, dass wir den umgekehrten Weg gehen konnen: wir konnen die Summe
und die Skalarmultiplikation geometrisch erhalten. Genauer gesagt, nehmen wir an, dass wir
Folgendes tun kénnen:
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0. Wenn P € K" ein Punkt und L C K" eine Gerade ist, konnen wir iiberpriifen ob P € L.

1. Wir koénnen die einzige Gerade L(P, () zwischen zwei verschiedene Punkte P,Q € K"
konstruieren.

2. Wenn zwei verschiedene Linien L, L’ inzident sind, kénnen wir den einzigen Schnittpunkt
P = L N L' konstruieren.

3. Wir haben drei nicht kollineare Punkte. Insbesondere sind wir in K", mit n > 2.

4. Bei einer Linie L € K™ und einem Punkt P ¢ L kénnen wir die einzige Linie parallel zu
L konstruieren, die durch P geht.

5. Es gibt einen festen Vektor vy € K" vy # 0, fiir den wir alle Vielfaches A - vg mit A € K
haben. Insbesondere haben wir 0.

Proposition 1.3.21. Mit der vorherigen Hypothese, wenn wir zwei Vektoren v,w € K" haben,
dann kénnen wir die Summe v + w konstruieren.

Beweis. Dieser Beweis ist sehr geometrisch und sollte zusammen mit Bildern (siehe Tafel)
betrachtet werden.

Nehmen wir zuerst an dass v, w linear unabhéingig sind (das kénnen wir iiberpriifen, denn es
bedeutet, dass w ¢ L(0,v)). Wir wissen dass v +w = (L(0,v) +w) N (L(0, w) + v). Wir kénnen
die Gerade L(0,v) 4+ w konstruieren, weil sie die einzige Gerade parallel zu L(0,v) und die durch
w geht ist. Auf die gleiche Weise, kénnen wir die Gerade L(0,w) + w auch konstruieren. Dann
kénnen wir den einzigen Schnittpunkt v 4+ w konstruieren.

Wenn v, w linear abhéngig sind, dann haben wir u € K" die linear unabhéingig von v, w ist,
weil wir drei nicht-kollineare Punkte haben. Wir kénnen v + u konstruieren, weil v, u linear
unabhéngig sind. Wir kénnen auch die Gerade L(0,w — u) 4+ u + v konstruieren, weil diese die
einzige parallele Gerade zu L(u,w) die durch u + v geht ist. Wir kénnen denn den einzigen
Schnittpunkt v + w = L(v, w) N (L(0,w — u) + u + v) konstruieren. O

Proposition 1.3.22. Mit der vorherigen Hypothese, wenn wir einen Vektor v € K™ haben und
einen Skalar A € K haben, dann kénnen wir das Vielfaches X - v konstruieren.

Beweis. Dieser Beweis ist sehr geometrisch und sollte zusammen mit Bildern (siehe Tafel)
betrachtet werden.

Wir kénnen annehmen dass v und vy linear unabhéngig sind. Wir kénnen A - vy konstruieren
und auch die Gerade L = L(v,vp). Dann kénnen wir die parallele Gerade Ly durch 0 und die
parallele Gerade L., konstruieren. Der Satz von Thales zeigt dass Ly.,, N L(0,v) = X - v und
wir konnen das konstruieren. O

Dies zeigt, dass geometrische Eigenschaften algebraische Eigenschaften bestimmen. Ein
weiteres Ergebnis in diesem Sinne ist:

Satz 1.3.23 (Fundamentalsatz der reelle affine Geometrie). Sei n > 2 und sei f: R" — R”
eine invertierbare Abbildung so dass, wenn L C R"™ eine Gerade ist, dann ist f(L) eine Gerade.
Dann ist f eine affine Transformation.
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Dieses Ergebnis kann in Anlehnung an die vorhergehenden Sitze bewiesen werden. Wir
werden den Beweis fiir das Ende des Kurses aufheben, wenn wir genug Zeit haben. Es ist sogar
sehr empfehlenswert, dass Sie versuchen, es selbst zu beweisen!
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1.4 Affine Geometrie in euklidischen Riumen

Definition 1.4.1 (Euklidischer Raum). Der euklidische Raum mit Dimension n ist der reelle
Vektorraum R” zusammen mit dem Standard-Skalarprodukt (u,v) = u'v = > wv;

Bemerkung 1.4.2. Dies ist nur ein euklidischer Vektorraum, die allgemeine Definition ist die
eines reellen oder komplexen Vektorraums, der mit einem Skalarprodukt ausgestattet ist. Wir
werden jedoch aus Griinden der Konkretheit auf den Fall von R™ konzentrieren.

Definition 1.4.3 (Euklidische Norm und Abstand). Die euklidische Norm auf R™ ist
ul| = v/ {u, w) fiir alle u € R"
Der euklidische Abstand ist
d(P,Q)=|P - Q| fiir alle P,Q € R™

Bemerkung 1.4.4. Der Raum R” mit dem euklidischen Abstand ist ein metrischer Raum.
Insbesondere gilt die Dreiecksungleichung:

d(P,Q) <d(P,R)+d(R,Q)

Wir wissen auch aus der linearen Algebra, dass die Gleichung d(P, Q) = d(P, R) + d(R, Q) gilt,
genau dann, wenn R auf der Strecke

[P,Q] ={tP+(1-t)Q|t € [0,1]}
liegt (wenn das nicht bekannt ist, dann ist es eine Hausaufgabe).
Bemerkung 1.4.5. Der Abstand ist invariant fiir Translationen: fiir alle P,Q, R € R™ gilt dass
d(P—-R,Q—-R)=|[(P-R)—(Q—-R)=[P-Q|=dPraq)

Bemerkung 1.4.6. Wir erinnern uns an die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

[{u, 0)| < ||u]| - [|v]| fiir alle u,v € R"
Insbesondere

RPN
= lellllofl

Definition 1.4.7 (Winkel). Seien u,v € R™ zwei Vektoren ungleich Null. Der Winkel zwischen
den beiden Vektoren ist der einzige 6 € [0, x|, fiir den gilt

, fir alle u,v € R™ \ {0}

{u, v)
[l

cosf =
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1.4.1 Orthogonalitit und Abstand zwischen affine Unterrdume

Definition 1.4.8 (Orthogonalitéit). Zwei Vektoren u, v sind orthogonal, genau dann, wenn
(u,v) = 0. Zwei Untervektorraume U,V sind orthogonal, genau dann, wenn (u,v) = 0 fiir
alle u € U,v € V. Zwei affine Unterrdume M, N C E” sind orthogonal, genau dann, wenn die
assoziierte Untervektorrdume orthogonal sind.

Bemerkung 1.4.9. Zwei nicht null Vektoren sind orthogonal genau dann, wenn der Winkel

zwischen den beiden % ist.

Definition 1.4.10 (Orthogonales Komplement). Sei U C R" ein Untervektorraum. Der Unter-
vektorraum

Ut ={veR"|{u,v) =0 fir alle uw € U}

is das orthogonales Komplement von R". Sei M C R" ein affiner Unterraum. Ein orthogonales
Komplement von M ist ein komplementéare affine Unterraum, der orthogonal zu M ist.

Bemerkung 1.4.11. Zwei affine Unterrdume M, N C R" sind orthogonal genau dann, wenn
Ny € M. Das bedeutet dass Ny und M- parallel sind. Insbesondere, alle orthogonale Komple-
mente von M haben die Form M- + u fiir ein u € K",

Sei N C R" ein nicht leere affine Unterraum. Der Unterraum Nj- ist ein orthogonales
Komplement von N. Dann haben wir die Parallelprojektion

T‘-NOL,N: Rn — N
definiert. Wir haben auch gesehen dass, fiir jedes () € N, gilt dass
7TNOL,N(P) =N (P — Q) + @,

wobei 7y, : R®™ = Ny die orthogonale lineare Projektion ist, die von der Dekomposition R" =
Ng- @ Ny definiert ist. Insbesondere sehen wir dass

P—mye n(P) = (P = Q) —mn (P = Q) = myy (P - Q)
orthogonal zu N ist.

Definition 1.4.12 (Orthogonale Projektion). Sei N C R” ein nicht leerer affiner Unterraum.
Die Parallelprojektion
7TNOL,N: R?’L — N

heifit die orthogonale Projektion auf V.

Bemerkung 1.4.13. Wir erinnern uns, dass die lineare orthogonale Projektion 7y, : R" — N
iiber eine orthogonale Basis vy, ..., v, berechnet werden kann als

o () o
71-No(u) - Z ||Uz||2 1

=1

Wenn N = @ + Ny kénnen wir denn die orthogonale Projektion TNE N R™ — N wie folgt
berechnen:
P - Q7 Ui>

ruin(P) =i (P Q)+ Q=3 <||U—||2 1Q
i=1 g
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Beispiel 1.4.14. Wir betrachten die Ebene H = {z = 1} C E3. Eine orthonormale Basis von
Ho = {z = 0} ist (e, e3) und @ = (1,0,0) € H. Die orthogonale Projektion 7y E3 — H ist

x z—1 0 0 r—1 0 0 1 1
y | — < Y 11 > 1]+ < Yy {0 > 10l +{0)=1|y
z z 0 0 z 1 1 0 z
Wir betrachten die Gerade L = {(t + 1,—t,1) |t € R} C E3. Eine orthogonale Basis von L

ist v = (1,—1,0), mit ||v||* = 2. Wir haben auch einen Punkt (1,0,1) € L. Die orthogonale
Projektion mp1 E3 — L ist

x WIEE! 1 1 1 ST—5y+3
) R Yy | -1 —1]+|0|=(-32+3y+3
z z—1 0 0 1 1

Proposition 1.4.15. Set N C E" ein affiner Unterraum und sei P € R™ ein Punkt. Der Punkt
Ty n(P) ist der einzige Punkt auf N, der am ndchsten an P liegt:

1P =7y n(P)| <[P =@ fir alle@ €N
und die Gleichung gilt genau dann, wenn () = WN&7N(P),

Beweis. Durch die Translation ¢_p, konnen wir annehmen, dass P = 0. Sei denn )y =
Ty n(0) = Ny~ N N. Wir haben N = Qo + Ny und wir miissen zeigen, dass [|Qoll < [[Qo + v||
fiir alle v € Ny, mit Gleichung genau dann, wenn v = 0. Um dies zu beweisen, konnen wir beide
Seiten quadrieren und da Qg € Ng-, sehen wir dass

1Qo + vl = QI + vl + 2(Qo, v) = [ QolI” + [v*[| = 1| Qo]I*
mit Gleichung genau dann, wenn |[v* = 0, was bedeutet v = 0. O

Definition 1.4.16 (Abstand zwischen einem Punkt und einem affinen Unterraum). Seien
P € R" ein Punkt und N C R” ein affiner Unterraum. Die Abstand zwischen P und N ist

A(P, N) = min{d(P,Q) |Q € N}
Der vorherige Satz zeigt, dass dieses Minimum nur an dem Punkt my. y(P) € N erreicht ist:
AP,N) = |1P = mg (P = (P = Q) = ms(P = Q)| = llmas (P — Q)]
fiir alle @ € N.

Bemerkung 1.4.17. Wenn ) € N, sehen wir dass ) = WN(#_VN(P) genau dann, wenn die Gerade
L(P, Q) orthogonal zu N ist.

Beweis. Sei Qg = mys y(P). Wir sehen dass P — Qo = 7, (P — Qo) orthogonal zu N ist.

Andererseits, sei Q € N, so dass Q = Qo + v mit v € Ny. Dann ist P — Q = P — Qo + v in Ni-
genau dann, wenn vy € Ny ist. Das bedeutet v = 0. [

Bemerkung 1.4.18. Wir sehen dass d(P, N) = 0 genau dann, wenn P € N.
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Beispiel 1.4.19. Seien H und L wie im Beispiel [1.4.14] und sei P = (2,2,2) € E3. Wir sehen
dass

d(P,H) = ||P =7y g(P)]| = [I(1,0,0)[| = 1.

3 V22
571)\! =i

Wir kénnen auch die Abstand zwischen zwei beliebige affine Unterrdume betrachten

3
d(P,L) = ||P = m L(P)] = II(5,

Proposition 1.4.20. Seien M, N C R" zwei nicht-leere affine Unterrdume mit assoziierte
Untervektorrdume My, Ny.

1. Seien P € M,QQ € N. Es gilt dass d(P,Q) < d(P', Q") fir alle P,genau dann, wenn die
Gerade L(P, Q) orthogonal zu beiden M und N ist.

2. Es gibt Punkte P € M,Q € N mit die Eigenschaft in (1), und diese Punkten sind eindeutig
bestimmt, genau dann, wenn My N Ny = {0}.

Beweis. 1. Nehmen wir an, dass die Gleichung d(P, Q) < d(P’,Q)’) fur alle P € M,Q’ € N
gilt. Das bedeutet insbesondere dass d(P,Q) = d(P, N), so dass die Gerade L(P, Q)
orthogonal zu N ist. Eine symmetrische Begrundung zeigt, dass die Gerade L(P, Q)
orthogonal zu N ist.

Andererseits, nehmen wir an, dass L(P, Q) orthogonal zu M und N ist. Das bedeutet,
dass P—Q € Mg N Ng. Punkte P’ € M, Q" € N haben die Form P’ = P+v,Q" = Q +w
fiir v € My, w € Ny. Wir sehen dass

1P = Q=P =Q+v—wl>=|P=Q"+ v —w|*+2(P - Qv —w)
=[P =QI*+ v —w|*> P - Q|*

mit Gleichung genau dann, wenn v = w. Insbesondere konnen wir P’, )’ finden, verschie-
dene von P,Q und mit ||P' — Q'|| = ||P — Q||, genau dann, wenn My N Ny # {0}.

2. Wir miissen zeigen dass Punkte P € M,Q € N mit L(P, Q) orthogonal zu My und N,
existieren. Die Gerade L(P, Q) ist orthogonal zu M und N genau dann, wenn P = u + )
mit u € Mg-NN; = (My+ Np)*t. Das bedeutet, dass P € (Mg N Ng + N)N M. Die Menge
Mg N Ng-+ N ist ein affiner Unterraum mit assoziierte Untervektorraum Mg~ N Ny 4+ No
und wenn (Mg- N Ny + N)N M = ), dann

dim L(Mg- N Ny + N, M) = dim(My- N Ny~ + Mo + No) + 1
= dim((My + No)* + (Mo + No)) +1=n+1

unmoglich. Wir haben schon gezeigt, dass solche Punkte P, () eindeutig sind, genau dann,
wenn My N Ny = 0.
O]

Definition 1.4.21 (Abstand zwischen affine Unterrdume). Seien M, N C R™ zwei nicht-leere
affine Unterrdume. Der Abstand zwischen M, N ist:

d(M,N) = min{d(P,Q)| P € M,Q € N}
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Bemerkung 1.4.22. Wir sehen dass d(M, N) = 0 genau dann, wenn M N N # .

Bemerkung 1.4.23. Seien P € M, € N. Dann d(P,Q) = d(M, N) genau dann, wenn die
Gerade L(P, Q) orthogonal zu M und N ist.

Beispiel 1.4.24. Seien L, Ly C R"™ zwei windschiefe Geraden, durch Parametrisierungen
gegeben:
Li=(v)+ P, Ly=(v)+ P

Da Ly, Ly windschief sind, existieren einzige Punkte @y € Ly, Q2 € Ls so dass d(Q1,Q2) =
d(Ly, Ls). Diese sind genau die Punkte so dass @)1 — Q)2 orthogonal zu vy, vy ist. Wir suchen also
Ql = twl + Pl, QQ = tQ’UQ + QQ so dass

{(tm + P, —tyvy — Py, v1) =0 — (<v1,vl> —<Uhv2>> , (tl) n (<P1 - P2’7’1>> —0

<t1'U1—|—P1 —tQ’UQ —PQ,'U2> =0 <U1,U2> _<U27U2> t2 <P1 _P27'U2>

Das ist ein lineares Gleichungssystem fiir (¢, 5) mit eine einzige Losung. Wir kénnen das System
16sen und die Punkte @, @2 finden. Dann kénnen wir auch die Abstand d(Lq, Ly) = d(Q1, Q2)
berechnen.

Beispiel 1.4.25. Wir betrachten die zwei Geraden L; = {z = 0,z = 0} = ((0,1,0)), Ly =
{z=1,z—y=0}=((1,1,0)) + (0,0,1) in R®. Wir suchen Q; = (0,%1,0), Q2 = (t2,t2,1) mit
t1,t2 € R so dass @)1 — @y orthogonal zu (0,1,0),(1,1,0) ist. Das bedeutet

_t2

0_< tl_tQ 5 >_t1—t2
-1
_t2

0:< tl—tz 5 >:t1—2t2
-1

Die einzige Losung ist t; = to = 0, so dass ;1 = (0,0,0),Q2 = (0,0,1) und d(Lq, Ly) =
d(Q1,Q2) = 1.
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Wenn man nur den Abstand zwischen zwei affine Unterrdume finden will, und nicht die
Punkte, die den Abstand berechnen, dann ist es einfacher:

O = = OO

Lemma 1.4.26. Seien M, N C R"™ nicht leere affine Unterrdume mit assoziierte Untervek-
torrdume My, Ny. Seien auch P € M,Q € N beliebige Punkte. Dann

d(M, N) = [[(P = Q) = maty80 (P = Q)| = 1T at0430) - (P = Q)]

wobei TNy : R™ — (Mo + No) und mpp vy : R = (Mo + No)* die lineare orthogonale
Projektionen sind.

Beweis. Seien P' € M,(Q)" € N zwei Punkte so dass L(P’, Q') orthogonal zu beide M und N ist.
Das bedeutet dass P’ — Q' € Mg NNy = (Mo + No)*. Wir wissen dass P = P’ +u,Q = Q' +w
fiir u € My, w € Ny. Dann

d(M, N) = [|P'=Q'|l = Imaso o)+ (P'=QO = 7 atg-30) - (P=Q+u=w)| = [T (as03v0) - (P= Q)|
[l
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1.4.2 Isometrien

Definition 1.4.27 (Isometrie). Eine Isometrie ist eine Abbildung f: R” — R" die Absténde
erhalt:

d(f(P), f(Q)) =d(P,Q) fiir alle P,Q € R"

Die Menge aller Isometrien von R™ ist Iso(R™).

Beispiel 1.4.28. Translationen sind Isometrien. Die Identitdtsabbildung idg~ ist eine Isometrie
und — idg~ ist auch eine Isometrie.

Bemerkung 1.4.29. Auflerdem, die Komposition von Isometrien ist eine Isometrie, und, wenn
eine Isometrie invertierbar ist, dann ist die Inverse auch eine Isometrie. Wir werden bald zeigen,
dass jede Isometrie invertierbar ist, und dies wird beweisen, dass Iso(R") eine Gruppe mit der
Komposition ist.

Wir konnen alle Isometrien klassifizieren: wir erinnern uns an orthogonale Matrizen

Definition 1.4.30 (Orthogonale Matrizen, Orthogonale Gruppe). Eine Matrix A € R™*™ ist
orthogonal, falls
(Av, Aw) = (v, w) fir alle v,w € R"

Das ist dquivalent zu A*A = I,,.Die Menge aller orthogonale Matrizen ist die orthogonale Gruppe
On(R).
Bemerkung 1.4.31. Eine orthogonale Matrix hat Determinante det(A) = +1.

Definition 1.4.32 (Spezielle orthogonale Gruppe). Die Menge aller orthogonale Matrizen mit
Determinante 1 ist die spezielle orthogonale Gruppe SO, (R).

Satz 1.4.33. Fine Abbildung f: R™ — R"™ ist eine Isometrie genau dann, wenn sie eine affine
Transformation f = fa, ist, mit der Form

flz) = Az + v, A€ 0,(R)

Beweis. Wir zeigen zuerst dass affine Transformationen mit der Form f(z) = Az +v, A € O,(R)
[sometrien sind: seien P, () € R", dann

d(f(P), f(Q)) = [AP = AQ|| = [A(P = Q)| = [P = Q|| = d(P, Q)

Andererseits, sei f eine Isometrie. Da die Komposition ¢_y) o f noch eine Isometrie ist, konnen
wir annehmen dass f(0) = 0. Dann || f(v)|| = ||v|| fiir alle Vektoren v € R". Seien nun v, w € R”
zwei Vektoren: wir sehen dass

2(f(v), f(w)) = IF@)II* + 1 @) = [1f(w) = F@)I* = llv]]* + wl* — [lv — w]* = 2(v, w)

so dass (f(v), f(w)) = (v,w). Wenn wir zeigen, dass f linear ist, sind wir fertig. Sei vy,..., v,
eine orthonormale Basis von R™. Die Vektoren f(v;),..., f(v,) sind auch eine orthonormale
Basis, weil (f(v;), f(v;)) = (vi,vj) = d;5, wobei 6;; = 0 falls i # j und d; = 1. Seien nun
Ay ooy Ay € Rund sei v = Y0 N Da f(vy),..., f(v,) eine orthonormale Basis von ist,
wissen wir dass

n n

F(0) =3 (F (), Fw)) - f(vs) = D v vi) - fvi) = D Aif (v3)

i=1 i=1

Das bedeutet dass f linear ist, und wir sind fertig. m
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Alternativer Beweis. Wir geben einen alternativen und mehr geometrischen Beweis, indem wir
annehmen, dass f: R” — R" eine invertierbare Isometrie ist. Wir wollen zeigen dass f affin ist,
und die Idee ist den Fundamentalsatz der affinen Geometrie zu nutzen: wir miissen zeigen dass
wenn L C R™ eine Gerade ist, dann ist f(L) auch eine Gerade. Wir zeigen zuerst dass wenn
P, @, R kollinear sind, dann sind f(P), f(Q), f(R) auch kollinear: wir konnen annehmen dass R
auf der Strecke [P, @] liegt. Dann

d(f(P), [(Q)) = d(P,Q) = d(P, R) + d(R, Q) = d(f(P), f(R)) + d(f(R), f(Q))

und das zeigt dass f(R) € [f(P), f(Q)]. Sei nun L eine Gerade und seien P, € L verschiedene
Punkte. Sei auch L' = L(f(P), f(Q)). Wir wissen dass wenn R € L, dann f(R) € L(f(P), f(Q)),
so dass f(L) C L'. Da die inverse Abbildung f~! auch eine invertierbare Isometrie ist, sehen
wir dass f~!(L') C L. Das bedeutet dass f(L) = L' und das zeigt dass f affin ist. Dann kénnen
wir wie im vorherigen Beweis weitermachen. O

Beispiel 1.4.34 (Spiegelungen). Sei Hy C R™ eine lineare Hyperebene, d.h. ein Untervektorraum
mit dim Hy = n — 1. Dann dim H;- = 1. Die Spiegelung mit Achse Hy ist die Abbildung:

<:L‘, UO>
<U0a UO>

op,: R" = R", x = x =2y (v) = —x + 27y, (x) = 7 (v) — T (z) =2 — 2 N

wobei Tpd R" — Hol,ﬂ'HOI R"™ — Hj die zwei lineare orthogonale Projektion sind und wvg
ein Erzeuger von Hg" ist. Diese Abbildung ist linear und wir sehen dass OHo |, = 1dm, und

OHo\gt = — id HE P WENN U, .., Upy eine orthonormale Basis von Hj ist und vg eine orthonormale
Basis von Hj ist, dann ist B = (vg,v1, ..., v, 1) eine orthonormale Basis von R" und
-1 00 ... 0
0O 1.0 ... 0
ME(O' m)=10 01 ..0
0O 00 ... 1
Denn sieht man dass o, € O,(R) und det oy, = —1. Zum Beispiel, betrachten wir die Gerade

Lo ={z —y =0} C R?% wir sehen dass Ly = ((1,—1)) so dass

oo ()= ()25 (4)-0)

Sei nun H C R” eine affine Hyperebene, mit assoziierte Untervektorraum H und sei P € H ein
beliebiges Punkt. Die Spiegelung mit Achse H ist die affine Transformation oy = tp ooy, ot_p:

og: R" - R", r+— op,(x —P)+ P
Wir sehen dass
om(x—P)+P=—-v+P+2ng.(x—P)+ P =—x+2ny1 g (2)

so dass die Abbildung unabhéngig von P ist. Diese affine Transformation ist eine Isometrie weil
sie die Komposition von Isometrien ist. Zum Beispiel, betrachten wir die Gerade L = {x —y =
1} C R% die assoziierte Gerade durch 0 ist Ly = {z —y = 0}, und P = (1,0) € L. Denn

oow o (o) e ((7,1)6) = 0)
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Beispiel 1.4.35 (Drehungen). Sei # € R. Die ebene lineare Drehung mit Winkel 6 ist die lineare
Abbildung
Ry: R? — R Ry — (C089 —sin 9)

sinf cos®

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass Ry € SOy(R). Fiir ein Punkt P € R? kénnen wir auch die
Isometrie RY =tp o Ryot_p betrachten:

RY(z) = Ry(x — P) + P

Sie ist die ebene Drehung von Winkel § um den Punkt P.

Ebene Isometrien

Wir haben verschiedene Arten von Ebene Isometrie schon gesehen: Translationen ¢p , Drehungen
um einen Punkt tp o Ry ot_p und Spiegelungen o . Eine andere Art von ebene Isometrie ist
eine Gleitspiegelung, d.h. die Komposition einer Spiegelung mit einer Translation durch einen
Vektor, der parallel zur Spiegelungsachse ist: ¢, o oy mit v, L parallel und v # 0.

Proposition 1.4.36 (Klassifikation von Ebene Isometrien). Jede ebene Isometrie f € Iso(R?)
st eine Translation, eine Drehung, eine Spiegelung oder eine Gleitspiegelung.

Beweis. Wir betrachten zuerst die lineare Isometrien: sei A € O(R). Wenn A € SO5(R) dann
kann man leicht zeigen, dass A = Ry fiir ein € R. Wenn det(A4) = —1, dann A’ = (' 9)- A€
SOy(R), so dass A’ = Ry fiir ein 6. Dann

A =1 0\ (cosf —sinf) (—cosf sind

~\0 1 sinf cosf )\ sinf cosf
Insbesondere sehen wir, dass das charakteristisches Polynom von A ist xa(t) = * — 1 =
(t — 1)(t + 1). Das bedeutet, dass A diagonalisierbar ist: sei Ly = Ker(A — I) C R? der
Eigenraum fiir 1, so dass A, = id, und A|LOL = — idLé. Das zeigt, dass A eine Spiegelung

ist: A = o,. Wir haben gezeigt dass eine lineare Isometrie entweder eine Drehung oder eine
Spiegelung ist:

O5(R) = { lineare Drehungen } U { lineare Spiegelungen }
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Eine allgemeine Isometrie f € Iso(R?) ist der Komposition einer linearen Drehung oder eine
linearen Spiegelung mit einer Translation. Sei Ry eine lineare Drehung und sei Q € R?. Wir
betrachten die Komposition tg o Ry. Wenn Ry = I, dann tg o Ry = ¢ ist eine Translation.
Nehmen wir an, dass Ry # I,. Wir sehen dass {g o Ry ein Fixpunkt P hat, genau dann,
wenn Ry(P) + @ = P, und das bedeutet (I — Ry)P = Q. Eine nicht-triviale Drehung Ry
hat kein Eigenvektor mit Eigenwert 1. Das bedeutet, dass I — Ry invertierbar ist, so dass
P = (Ry — I)7*(Q) ein Fixpunkt von tg o Ry ist. Dann

(too Re)(x) = Rezr + Q = Rgx — RyP + P = Ry(zx — P) + P = RF ()

so dass tg o Ry =tp o Rgotp = R} eine Drehung um P ist.
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Sei nun o, eine lineare Spiegelung. Wir betrachten die Komposition tg o or,,. Diese Kom-
position hat ein Fixpunkt P € R? genau dann, wenn P — 2mp (P) + Q = P, was bedeutet

QWLé(P) = . So ein P existiert genau dann, wenn @ € Lg und in diesem Fall
(tg 0 71,)(2) = & — 2mpy (&) + 271 (P) = 01, (2 — P) + P = 014 p(a)

so dass tg o o, = or,4p eine Spiegelung ist. Wenn @ ¢ L, dann kénnen wir schreiben
Q = 71,(Q) + 7, (Q), mit 72,(Q) # 0, und wir sehen dass

tgoory =t (@) © (twLOL (@ ©0Ly) =ty (@) © TLotm,, (@)

eine Gleitspiegelung ist. O]

Lineare Drehungen in drei Dimensionen

Sei Hy C R? eine lineare Ebene und sei Hy die Gerade durch 0 die orthogonal zu Hj ist. Die
Drehung auf Hy mit Winkel 6 oder auch die Drehung um die Achse Hy mit Winkel 6 ist die

Isometrie
Ry,: R®* - R?

so dass RH079| Ho eine Drehung mit Winkel 6 ist und RH079| HE = id Hy Wenn vy, vy eine ortho-

normale Basis von Hy und v3 eine orthonormale Basis von Hg sind, dann ist B = (vy,v2, v3)
eine orthonormale Basis von R?, und

cosf) —sinf 0
MG (Rpgyp) = | sinf  cosf 0
0 0 1

Insbesondere,sehen wir dass Ry, 9 € SO3(R).

Beispiel 1.4.37. Sei Hy = {z —y = 0} C R3: eine orthonormale Basis von Hy ist v; =

(0,0,1),v9 = \%(1,—1,0) und eine orthonormale Basis von Hg" ist vz = \%(1,1,0). Denn

ist B = (v1,vq,v3) eine orthonormale Basis von R3. Die Drehung Rp,,z hat die folgende
Matrixdarstellung in der kanonische Basis C = (ey, €2, €3):

Mg (Ruy0) = ME (idgs) - Mg (R ,0) - Mg (idzs)
1 1 s 3 ™
0 721 ?5 CF)SE —smﬂz 0 (1) 01 (1)
=10 ~%5 5 sinf cosi 0 ?5 —175
1 0 0 0 0 1 % 5 0
0 1 1 D 0 0 0 1 V241 V2-1 1
S P TV O (N CRE Cl IO U U IO B S O
o V2 V2 V2 V2 vZooV2 - VNG —15
1 0 0 0 0 1 % »u 0 ! LR

Proposition 1.4.38. Jede lineare spezielle Isometrie in SOs(R) ist eine Drehung um eine
Gerade.
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Beweis. Sei A € SO3(R). Das charakteristisches Polynom x () hat Grad 3 so dass, es eine
Nullstelle in R hat. Das bedeutet dass A einen Eigenvektor v € R3 hat, und da A orthogonal
ist, sind die mogliche Eigenwerte +1: Av = v oder Av = —v. Die Ebene Hy = (v)* ist auch
A-invariant, so dass A|g, entweder eine lineare Drehung oder eine lineare Spiegelung ist. Wenn
Av = v, dann det(Ag,) = 1 so dass Ay, eine Drehung ist. Das zeigt dass A eine Drehung um
die Gerade (v) ist. Wenn Av = —v, dann ist det(Ay,) = —1 so dass Ay, eine Spiegelung ist.
Dann ist Ay, diagonalisierbar durch eine orthonormale Basis von Eigenvektoren u,w so dass
Au = u und Aw = w. Wir wissen auch dass Av = —v, weil det(Ay,) = —1. Wir sehen denn
dass A die Drehung mit Winkel 7 um die Gerade (u) ist. O

In vielen praktischen Féllen ist es wichtig, Rotationen zu parametrisieren: zum Beispiel in der
Luft- und Raumfahrt oder in Computerspielen. Ein klassischer Weg dazu sind die sogenannten
Euler-Winkel: Sie besagen, dass jede Drehung eine Zusammensetzung aus drei Drehungen um
die Koordinatenachse ist. Drehungen um diese Koordinatachsen haben die Form

1 0 0 cosf 0 —sing cosy —siny 0
R =0 cosa —sina ,R% = 0 1 0 , 2= |siny cosy 0
0 sina cosa sinf8 0 cosp 0 0 1

Proposition 1.4.39. Jede A € SO3(R) ist ein Produkt A = R, - R} - RZ fiir manche a, 3, 7.

Beweis. Wir bemerken zuerst eine Eigenschaft von ebene Drehungen: fiir jeden Vektor w €
R2,w # 0 und jede Gerade Ly C R? durch 0 kénnen wir eine ebene Drehung Ry finden so dass
Ryw € L. Das ist geometrisch klar und wir lassen ein Beweis mit Formeln als Hausaufgabe.

Sei nun v = (v, v,,v,)" € R? ein Vektor mit Norm ||v|| = 1. Wir kénnen eine Drehung RZ,
um die z-Achse finden so dass R*,v € {y = 0}: es reicht o/ zu finden, so dass die Ebene Drehung
mit Winkel o/ den Vektor (v,,v,)" in der Gerade {y = 0} bringt. Mit eine dhnliche Begriindung
kénnen wir 4’ finden so dass Rj Rf,v € {z = 0}, und dann R}, RZ,v € {x =y = 0}. Wir haben
| R Rovl| = [[v]| = 1, so dass R Ri,v = e3 oder R RE,v = —e3. Im zweiten Fall, kénnen wir
eine Drehung RY anwenden, so dass RY R RE,v = Ry, 5 R,v = es.

Sei nun A € SO3(R): Mit dem vorherigen Verfahren, kénnen wir o/, 5" finden so dass
die dritte Spalte von R%,RQ,A der Vektor ez ist. Wir haben im Beweis von der Proposition
gesehen, dass Rj, R, A eine Drehung um die z-Achse ist: Ry RE, A = RZ fiir ein . Dann
A=R R, R O

Das bedeutet dass die Abbildung
R xR xR — SO3(R), (o, B,7) = RE - R - RY

surjektiv ist: sie ist eine Parametetrisierung von SO3(R). Diese Parametrisierung hat jedoch

einige Nachteile, die in der Praxis zu Problemen fiihren: die so genannte “Gimbal-Lock”. Dies

geschah tatséchlich wiahrend der Apollo 11-Mission! Auf Wikipedia finden Sie mehr dariiber.
Mathematisch léasst sich ein Beispiel fiir Gimbal-Lock wie folgt darstellen: sei @ € R, dann

1 0 0 0O 0 1 cosa sina 0 0O 0 1
R:-R',-R* =10 cosawe —sina |- 0 1 0f,|—sina cosae 0)=1]10 10
’ 0 sina cosa ~1 0 0 0 0 1 ~10 0

und das ist unabhéngig von a. So kann sich « in einem eindimensionalen Raum R bewegen,
aber dieser eindimensionale Raum wird durch die Parametrisierung auf einen einzigen Punkt
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zusammengezogen. Dieses Problem wird nicht dadurch gelost, dass man eine andere Parametri-
sierung mit Winkeln wéhlt: es kann gezeigt werden, dass jede Parametrisierung von SO3(R) mit
Winkeln diese Art von Verhalten zeigt: es hingt von der Topologie von SO3(R) ab.

Um dieses Problem zu vermeiden, bréauchte man eine Moglichkeit, SO3(R) ohne Winkel zu
parametrisieren. Es gibt einen Weg, dies zu tun, der durch ein iiberraschendes mathematisches
Konzept gegeben ist: die Quaternionen.

Sie haben ihren Ursprung in der reinen Mathematik, werden aber heute bei der Program-
mierung von Videospielen und bei der Befoérderung von Raketen ins All verwendet. Wir werden
etwas {iber Quaternionen gegen Ende des Kurses sehen, je nach Zeit 2|

1.4.3 Volumen

In der Analysis sieht man, dass das Volumen einer hinreichend schénen Teilmenge D C R" ist

Vol(D) = / 1-dxidzsy .. .dz,
D

Ist D C R, so nennt man dies die Liange von D, ist D C R?, so nennt man dies die
Fléacheninhalt von D. Was bedeutet “hinreichend schén”? Das héingt von der Integrationstheorie
ab, die wir wahlen. Wenn wir das Riemannsche Integral wahlen, dann konnen wir D als eine
begrenzte Teilmenge D betrachten, deren Rand 0D das Mafl Null hat. Wenn wir das Lebesgue-
Integral wahlen, konnen wir D als eine beliebige messbare Teilmenge von R™ betrachten. Das
ist fiir uns nicht sehr wichtig, da wir uns auf sehr schone Fille beschrinken werden: einer davon
sind n-Parallelogramme

Definition 1.4.40 (n-Parallelogramm). Seien vy,...,v, € R™ Das durch diese Vektoren
definierte n-Parallelogramm ist

P(vy,v9,...,0,) = {tiv1 + - - - + tpu, | t; € [0, 1]}

Beispiel 1.4.41. Das Parallelogram von den kanonische Basisvektoren ey, ..., e, ist
P(ey,...,en) ={(t1,...,t,) | t; €[0,1]} = [0,1]"

Wir wissen dass Vol([0,1]") = 1.

Lemma 1.4.42. Seien vy,vs,...,v, € R". Das Volumen vom n-Parallelogram P(vy, ... v,) ist

Vol(P(vy,...,v,)) = |det(v1] ... |vn)

Hier ist (v1] ... |v,) die Matriz, die die v; als Spaltenvektoren hat.
Beweis. Sei A = (vq]...|v,). Wenn vy,..., v, linear abhéngig sind, dann ist det(v|...|v,) = 0.
Wir sehen auch dass P(vy,...,v,) in dem echten Untervektorraum V = (vy,...,v,) enthalten
ist, und da Vol(V') = 0, sehen wir dass Vol(P(v1,...,v,)) = 0.

Wenn vy, ..., v, linear unabhéngig sind, dann ist A invertierbar, und wir sehen dass P =
P(vy,...,v,) = A(]0,1]"). Dann zeigt der Transformationssatz fiir Integrale dass
VOI(P):/ 1d$1...dxn:/ |det Aldzy . ..dx, = |det Al dxy...dzx, = |det Al.

A([0,1]™) [0,1]" 0,1]"

]

wir sammeln coole Sachen, die wir am Ende des Kurses zeigen wollen, also ist es sehr empfehlenswert, bis
zum Ende zu bleiben

2
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Mit der Transformationsformel fiir Integrale kénnen wir auch Folgendes beweisen:

Lemma 1.4.43. Sei f(x) = Az + v eine affine Transformation f € Aff(R™). Diese Transfor-
mation erhdlt die Volumina nur dann, wenn |det A| = 1.

Beweis. Sei D C R™ ein hinreichend schoner Integrationsbereich, wie zuvor beschrieben. Unter
Verwendung des Transformationssatzes fiir Integrale sehen wir wie zuvor, dass

Vol(f(D)) = |det Al - Vol(D)

so dass, wenn |det A| = 1, denn Vol(f(D)) = Vol(D). Andererseits, nehmen wir D so dass
Vol(D) # 0 (z.B. D =[0,1]"): wenn Vol(f(D)) = Vol(D), denn |det A| = 1. O

Remark 1.4.44. Insbesondere erhalten Isometrien Volumina.
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Umfang und Flacheninhalt von Polygone

Wir beschrénken uns nun auf Polygone in zwei Dimensionen. Ein Polygon ist eine zweidimensio-
nale Figur, die durch einen geschlossenen Streckenzug erhalten wird. Wir geben eine formale
Definition:

Definition 1.4.45 (Polygon). Ein Polygon ist gegeben durch eine Folge von mindestens 3 geord-
neten und paarweise verschiedenen Punkten Py, ..., P, € R?, so dass keine drei aufeinanderfolgen-
den Punkte kollinear sind (Wir betrachten hier P,_1, P,,, P, und P,, P;, P; als aufeinanderfolgen-
de Punkte). Wir setzen auBlerdem voraus, dass sich die Segmente [Py, P3|, ..., [Py_1, P,], [P, P1]
hochstens in den Punkten P; treffen.

Die Punkte P; sind die Ecken der Polygone und die Strecken [Py, Ps), ..., [P,, Pny1] sind
die Seiten des Polygons. Der Winkel des Polygons an einem Scheitelpunkt P; ist der Winkel
zwischen den beiden Vektoren P,y — P;, Py — P;.

Definition 1.4.46 (Umfang und Fliacheninhalt eines Polygons). Sei A ein Polygon mit Ecken
Py, ..., P,. Der Unfang von P ist

P(A)=d(P,Py)+ -+ d(Py_1,P,) +d(P,, P)

Sei S die Vereinigung aller Seiten des Polygons. Dann kann man zeigen, dass R? C S aus zwei
zusammenhéngenden Komponenten besteht, einer beschrédnkten und einer unbeschriankten. Der
Flacheninhalt F'(A) von A ist der Flicheninhalt der begrenzten Region.

Bemerkung 1.4.47. Die Tatsache, dass S die Ebene in zwei Regionen trennt, eine begrenzte
und eine unbegrenzte, ist ein Spezialfall des Jordan-Kurvensatzes. Wir werden ihn in unserem
Kurs nicht beweisen.

Beispiel 1.4.48 (Dreieck). Ein Dreieck ist ein Polygon 7' mit drei Ecken P, = (z1,41), P, =
(x2,Y2), P3 = (x3,y3). Diese Ecken sind drei nicht-kollineare Punkte. Der Umfang von 7" ist

P(T) = d(Py, P,) + d(Py, P3) + d(Py, P3)
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Die typische Methode zur Berechnung den Flédcheninhalt von 7' ist die klassische Formel
F(T) = Jd(Py, P) - d(Py, (P, P,)

Dabei ist d(Py, P») die Lénge einer Seite des Dreiecks und d(Ps, L(Py, Py)) der Abstand von der

gegeniiberliegender Ecke der Gerade, die von dieser Seite aufgespannt wird. Die Flache von T
ist auch die Halfte der Flache der Parallelogramme P(P; — Ps, P, — P3) ist:

1 _ _
F(T) = = 'det <x1 T3 2 "””3)
2 Y1 —Ys Y2 — Y3

aber wir konnten auch die Parallelogramme P(P, — Py, Py — P») oder P(P, — Py, P — P;)
betrachten.

Nun wollen wir folgende Frage stellen: Wir betrachten alle Dreiecke mit einem festen Umfang
s. Kénnen wir die Dreiecke mit der grofiten Flache finden? Dies ist das erste Beispiel fiir das
isoperimetrische Problem, ein klassisches und wichtiges Problem in der Mathematik. Bei dieser
Art von Problemen ist die Losung tendenziell symmetrisch, wie es auch in diesem Fall der Fall
ist. Ein Dreieck heifit gleichseitig, wenn alle Seiten gleich lang sind.

Satz 1.4.49. Ein gleichseitiges Dreieck hat von allen Dreiecken mit gleichem Umfang die grofste
Fliche

Beweis. Sei s > 0 und sei T ein Dreieck mit die gréfite Fliache, von allen Dreiecken mit Umfang
s. Seien A, B,C die Ecken von T'. Es reicht zu zeigen dass die Lange von jede zwei Seiten
gleich sein miiss, wenn die Léange der verbleibenden Seite festgelegt ist. Durch eine mogliche
Umbenennung der Punkte geniigt es zu zeigen, dass d(A,C) = d(B,C), wenn d = d(A, B)
festgelegt ist.

Uber eine Translation kénnen wir annehmen, dass A = (—%l,(]), anschliefend iiber eine
Rotation konnen wir annehmen, dass B = (%l, 0) und schlieflich bis zu einer méglichen Spiegelung,
konnen wir annehmen, dass C' = (z,y) mit x € R,y > 0. Da es sich dabei alles um Isometrien
handelt, &ndern wir die Flacheninhalten und Umfénge nicht. Der Fldcheninhalt von T ist

F(T)==d-y

Da d fest ist, wollen wir y iiber die Menge E = {C = (x,y)|d(C,A) + d(C,B) = s — d}

maximieren. Die Menge FE ist eine Ellipse, und sie hat eine Gleichung der Form

1.2 yQ
EZ{(%yﬂﬁer—z:l}

fiir manche a,b € R,a > 0,b > 0. Insbesondere sehen wir dass y maximal ist, genau dann, wenn
x = 0. Das bedeutet insbesondere dass d(A,C) = d(B, C).

Jetzt sind wir fast fertig. Warum sind wir noch nicht fertig? Wir haben den Beweis mit der
Annahme begonnen, dass ein Dreieck mit maximaler Fliache existiert, und dann bewiesen, dass
dieses Dreieck gleichseitig sein muss. Jetzt miissen wir zeigen, dass ein Dreieck mit maximaler
Flédche existiert: Dies wird durch das néichste Lemma erledigt. O

Lemma 1.4.50. Unter allen Dreiecken mit festem Umfang gibt es eines mit der grifiten Fldche.
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Beweis. Dieser Beweis ist interessant, weil wir nicht zeigen werden, wie man das Dreieck mit
maximaler Fldche konstruiert, sondern nur, dass eines existiert. Aber wir miissen es nicht
konstruieren: Sobald wir wissen, dass es eines gibt, zeigt der vorherige Beweis, dass es gleichseitig
ist.

Erstens konnen wir uns durch eine Translation auf alle Dreiecke mit einer Ecke im 0
beschrinken. Wir konnen alle diese Dreiecke durch die Menge

S ={(0,B,0) € R* x R* x R?*|d(0, B) 4+ d(0,C) 4+ d(B,C) = s}

parametrisieren, wobei s der gemeinsamer Umfang ist von alle den Dreiecken ist. Diese Menge is
abgeschlossene, weil die Funktion (0, A, B) + d(0, B) + d(0,C) + d(B, C) stetig ist. Aulerdem
ist diese Menge auch beschrinkt, weil d(0, B),d(0,C) < s. Das bedeutet dass S kompakt ist.
Wir betrachten nun die Flacheninhalt Funktion:

F:S—R,  (0,B,C) %VOI(P(B, o))

wobei P(B,C') der Parallelogram von B und C' ist. Wir wissen dass F/(B,C) =0 falls 0, B,C
kollinear sind, und dass F(B, C) die Fldche des Dreiecks 0, B, C' ist, falls 0, B, C' nicht kollinear
sind. Das Volumen von P (B, C) wird durch den Betrag einer Determinante angegeben, und die
Determinante ist eine Polynomfunktion. Dies zeigt, dass F' stetig ist. Dann hat F' ein Maximum
auf der Menge S.

Abschliefend miissen wir nur beweisen, dass F' ein Maximum in einem Dreieck hat. Aber
wenn F' ein Maximum hat, bei dem 0, B, C' kollinear sind, dann ist das Maximum von F' Null,
sodass F' Null sein muss. Dies ist jedoch unmoglich, da beispielsweise das gleichseitige Dreieck
mit dem Umfang s eine Fliche ungleich Null hat. O

In sehr dhnlicher Weise kann man die folgende Verallgemeinerung beweisen:

Definition 1.4.51 (RegelméBiges Polygon). Ein regelméBiges Polygon ist ein Polygon, dessen
Seiten alle die gleiche Linge haben und dessen Winkel an jedem Eckpunkt gleich sind

Satz 1.4.52. Ein regelmdfliges Polygon hat die mazimale Fliche aller Polygone mit einer festen
Anzahl von Seiten und einem festen Umfang.
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Kapitel 2

Projektive Geometrie

2.1 Der projektive Raum

Definition 2.1.1 (Projektive Raum). Sei K ein Kérper und n > 0. Der projektive Raum P"(K)
ist die Menge

P"(K) = (K" \ {0})/ ~= {(x0, 21, ...,2,) | z; € K nicht alle 0}/ ~

wobei (zg, T1, ..., Zn) ~ (Yo, Y1, - - -, Yn) genau dann, wenn (g, T1, ..., Ty) = A\ (Yo, Y1, - - -, Yp) fir ein X €
K* Die Dimension von P"(K) ist dim P"(K) = n.

Wir haben eine Projektion

m: K"\ {0} — P"(K)

und wir schreiben [zg,z1,...,2,] = 7(xg,21,...,2,). Wir schreiben hier die Elementen von
K K™ und P*(K) als Zeilenvektoren, weil es einfacher ist, aber man soll sie als Spaltenvektoren
betrachten.

Beispiel 2.1.2. Wir haben [0, 1,2] = [0, 3, 6] in P?(R), weil (0,3,6) =3 (0,1,2).
Bemerkung 2.1.3. Vorsicht! [0,0,...,0] ist nicht definiert!

Definition 2.1.4 (Projektivisierung von Vektorrdume). Sei K ein Korper und sei V' ein K-
Vektorraum. Die Projektivisierung von V' ist die Menge

P(V) = (VA{0})/ ~

wobei v ~ w genau dann wenn w = A - v fiir ein A € K*. Wenn V' endlich-dimensional ist, dann
definieren wir dimP(V) = dim V' — 1. P}(K) heifit auch die projektive Gerade und P?(K) die
projektive Ebene.

Wir haben auch hier eine Projektion 7: V' \ {0} — P(V') und wir schreiben [v] = 7(v), fiir
v # 0. Wir bemerken dass [0] nicht definiert ist.

Beispiel 2.1.5. Wir sehen dass P"(K) = P(K"*1).

Bemerkung 2.1.6. Wir sehen dass P(0) = (). Insbesondere kénnen wir P~!(K) = () definieren.
Wir setzen auch dim () = —1.

48
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Bemerkung 2.1.7. Seien v,w € V \ {0}. Man kann leicht zeigen (Hausaufgabe!) dass die
folgende Aussage dquivalent sind:

1. [v] = [w] in P(V).
2. v,w sind linear abhéngig in V'
3. (v) = (w) als Untervektorrdume von V.

Insbesondere, sehen wir dass P(V') eine natiirliche Interpretation hat:
P(V) = { Untervektorrdume mit Dimension 1 in V}

Insbesondere

P"(K) = { Geraden durch 0 in K"}
Beispiel 2.1.8. Die Menge P(K) = {[1]} ist ein Punkt: es gibt nur eine Gerade in K.

Bemerkung 2.1.9. Vorsicht! Die Summe von zwei Punkte in P(V') ist nicht definiert! Man
konnte versuchen eine Summe als

o] + [w]: = [v+w]

zu definieren. Das ist aber nicht wohldefiniert, weil im Allgemeinen haben wir, dass [v 4+ w] #
[v" + w'], wenn [v] = [v'], [w] = [w']. Zum Beispiel, in P!(R) sehen wir, dass

ol =[] e o] = L] # [ = 5]

2.2 Projektive Unterrdume

Bemerkung 2.2.1. Sei V ein K-Vektorraum und sei W C V ein Untervektorraum. Wir haben
die zwei projektive Raume P(W),P(V') und auch eine Abbildung

PW) = B(V),  [w] = [w]

Auf der linken Seite meinen wir [w] als Punkt in P(W') und auf der rechten Seite [w] als Punkt
in P(V). Dies ist sinnvoll, da w sowohl in W als auch in V' ein Nicht-Null-Vektor ist. Diese
Abbildung ist wohldefiniert und injektiv: [w] = [w'] in P(W) genau dann, wenn A € K* so dass
w = \-w' existiert, und das ist dquivalent zu [w] = [w'] in P(V'). Wir kénnen denn P(W) als
Teilmenge von P(V') betrachten:

PW) = {[w] € P(V) |w € W}

Definition 2.2.2 (Projektive Unterraum). Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Ein
projektive Unterraum von P(V) ist eine Teilmenge der Form P(W) fiir ein Untervektorraum
W C V. Wenn dimP(W) = m, dann sagen wir dass P(W) ein m-dimensionale projektive
Unterraum von P(V') ist.

Insbesondere, wenn dimP(W) = 1 sagen wir, dass P(I¥) eine projektive Gerade in P(V) ist,
und wenn dim P(IW) = 2 sagen wir, dass P(WW) eine projektive Ebene in P(V) ist.
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Bemerkung 2.2.3. Sei 7: V'\ {0} — P(V) die Projektion und sei W ein Untervektorraum. Man
kann leicht zeigen (Hausaufgabe!),dass P(W) = 7(W\ {0}) und auBlerdem == (P(W)) = W\ {0}:
das bedeutet dass

W] eP(W) <= veW

fir alle v € V'\ {0}. Insbesondere sehen wir, dass wenn U C V ein anderer Untervektorraum
ist, dann

PU)CP(W) «<— UCW
so dass P(U) = P(W) genau dann, wenn U = W.

Beispiel 2.2.4. Die Ebene H = {z +y + z = 0} C K3 ist ein Untervektorraum, so dass
P(H) C P(K3) = P?(K) ein projektiver Untervektorraum ist. Wir zeigen dass

P(H) = {[z,y,2] € P*(K) |z +y+ 2z =0}

Zuerst sehen wir dass die Menge an der rechte Seite wohldefiniert ist: wenn [2',y/, 2] = [z, v, 2],
dann (2,1, 2") = (Az, Ay, Az) fiir ein A € KX, so dass

r+y+2=0 <<= MNr+y+2)=0 < 2'+¢y +2 =0

Die Gleichung von dieser zwei Mengen ist nun leicht zu zeigen: [z,y, z] € P(H) genau dann,
wenn (x,y,z) € H, und das bedeutet genau dass x +y + z = 0.

Das kann leicht verallgemeinert werden:

Beispiel 2.2.5. Sei A = (a;;) € K™ (™1 gine Matrix, wir betrachten den Untervektorraum
Ker A C K™. Wir sehen dass:

Zo Qooxo + **+ + QopTp = 0
P(Ker A) = {[z] e P"(K)| Az =0} =¢ | : | € P"(K)] :

Tn AmoTo + *** + QpTp = 0

Die Menge {[z] € P"(K)| Az = 0} ist wohldefiniert: wenn [z] = [2/], dann 2’ = Az fiir ein
A € K*, und Az’ = X\ - Ax. Das bedeutet dass Ax = 0 genau dann, wenn Az’ = 0. Wir sehen
denn, dass [z] € P(Ker A), genau dann, wenn x € Ker A, was bedeutet Az = 0.

Wir werden spéter die Menge {[z] € P"(K)| Az = 0} einfach als {Az = 0} C P*"(K)
bezeichnen, wenn es keine Moglichkeit der Verwechslung gibt. Wir sehen dass

dim{Arz =0} =dimKerA—-1=(n+1)—rtkA—-1=n—-1kA
Beispiel 2.2.6. Vorsicht! Wenn 4 € K™+ und b € K™, b # 0, die Menge
{lz] e P"(K) | Ax +b =0}

ist nicht definiert! Denn wenn 2’ = Az fiir ein A € K*, dann ist Az’ +b = X - Ax + b und es ist
nicht wahr, dass Az + b = 0, wenn und nur wenn AAx + b = 0.

Zum Beispiel, betrachten wir {[z,y, 2] € P*(R) |z +y+ 2z = 1}: wir sehen dass 1+0+0 =1
und [1,0,0] = [2,0,0], aber 2+ 0+ 0 # 1.
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Lemma 2.2.7. Der Schnitt von projektive Unterrdume ist ein projektiver Unterraum: Sei V
ein K- Vektorraum und seien W; C Vi € I Untervektorriume. Dann

(PW:) =P\ W)

el el

Beweis. Sei [v] € [;c; P(W;) fiir ein v € V' \ {0}. Das bedeutet v € P(W;) fiir alle i € I, und
das ist dquivalent zu v € W, fiir alle ¢ € I, d.h. v € N, W;. O

Definition 2.2.8 (Erzeugte projektive Unterraum). Sei V' ein K-Vektorraum und sei S C P(V)
eine Teilmenge. Der projektive Unterraum erzeugt von S ist

L(s)= (] B(W)

P(W)2S

Bemerkung 2.2.9. Der Schnitt auf der rechten Seite ist nicht leer, da P(V) D S. AuBerdem,
sehen wir dass, wenn P(W) C P(V) ein projektiver Unterraum ist, P(W) D L(S) < P(W) D
S: der projektive Unterraum L(.S) ist der kleinste projektive Unterraum,der S enthélt.

Lemma 2.2.10. Sei V' ein K-Vektorraum und seien W1, Wy C V' zwei Untervektorrdume. Denn
L(P(Wh), P(W2)) = P(W1 + W2)

Beweis. Sei U C V' der Untervektorraum so dass L(P(W;),P(W5)) = P(U). Wir sehen dass
P(U) D P(Wy) UP(W3) so dass U D Wy U Way: das bedeutet U O Wy + Ws und denn P(U) D
P(W; + Wy). Andererseits, P(W; + Wy) D P(W;) UP(W3), so dass P(Wy + Ws) D P(U). O

Proposition 2.2.11 (Dimensionsformel). Sei V' ein K-Vektorraum und seien 11,11y C P(V)
zwei endlich-dimensionale projektive Unterrdume. Es qilt, dass

dim L(Hl, Hg) + dim Hl N H2 = dim Hl + dim ]._.[2

Beweis. Seien Wy, Wy C V' zwei Untervektorraume so dass II; = P(WW;), Il = P(W;). Dann
L(I1y,1Ip) = P(W,+Ws), Iy NITy = P(W;NW3) und die Dimensionsformel fiir Untervektorrdume
zeigt dass dim P(W; + W) + dim P(Wy N Ws) = dim(Wy + W) + dim Wy N Wy — 2 = dim W +

bhbbbdbdddddd Ende Vorlesung 28.11.2024 b b bbb bbb b b & &

Bemerkung 2.2.12. Dies unterscheidet sich von der Situation in der affinen Geometrie: Die
analoge Formel fiir affine Unterrdume My, M, ist nur giiltig, wenn M; N My # (). Hier brauchen
wir uns um diesen Fall nicht zu kiimmern. Hierin liegt der grundlegende Unterschied zwischen
affiner Geometrie und projektiver Geometrie: Wir wollen das an einigen Beispielen sehen.

Beispiel 2.2.13. Scien L C P"(K) eine Gerade und H C P*(K) eine Hyperebene: das bedeutet,
dass dim H = n—1. Wir betrachten den erzeugten Unterraum L(L, H): dieser miiss H enthélten,
so dass dim L(L, H) > n — 1. Wir haben zwei Moglichkeiten: entweder dim L(L, H) = n, so dass
L(L,H) = P*(K), oder dim L(L,H) = n — 1, so dass L(L, H) = H. Der zweite Fall passiert
genau dann, wenn L C H. Die Dimensionsformel ergibt

dmLNH=dmL+dmH —-dmL(L,H)=1+n—-1—-dimL(L,H) =n—dim L(L, H)
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und das bedeutet
L AH— ein Punkt, falls L ¢ H
L, falls L C H

Insbesondere sind eine Gerade und eine Hyperebene in P"*(K) nie disjunkt.

Beispiel 2.2.14. Die Hyperebene in P?(K) sind genau die Geraden. Das vorheriges Beispiel
zeigt dass zwei unterschiedliche projektive Geraden in P?(K) treffen sich in einem Punkt. Es
gibt keine disjunkte Geraden wie die parallele Geraden im affinen Raum K2.

Wir kénnen das auch mit Gleichungen beweisen: wir betrachten zwei Geraden Ly, Ly C P?*(K)
mit
mit (a;, b;, ¢;) # 0. Dann

Jarx+bhy+caz =0 ap by ¢

LinNLy = {@x F byt oz = O} =P (ker (a2 by
Die Matrix im letzten Ausdruck hat Zeilen ungleich Null, so dass sie den Rang 1 oder 2 haben
kann. Wenn sie den Rang 1 hat, dann sind die beiden Zeilen das Vielfache einer anderen, und

das bedeutet, dass Ly = L,. Wenn er den Rang 2 hat, dann hat der Kern die Dimension 1, so
dass seine Projektivisierung ein Punkt ist.

2.3 Affine Karten und Fernelemente

Sei K ein Korper.

Beispiel 2.3.1 (Die Projektive Ebene und Fernpunkte). Wir betrachten die projektive Ebene
P%(K) = {[zo, ¥1, 22] | (x0, x1,22) # 0} und die Gerade Ly = {[zg, z1, 72| | 1o = 0} C P*(K). das
Komplement dieser Gerade ist

Uo = { [z, 71, 2] [ 20 # 0}

Sei [zg, x1,x2] € Up. Da x¢ # 0, wissen wir, dass

| %o 1 T2| 1 Ty T2
[33'0,1’1,1'2] — |77 T T | — y Ty T
To To Lo To To

Dies zeigt, dass es natiirliche Abbildungen zwischen Uy und K? gibt:

Up — K (20, 21, 22) = [LE,E} = (E,Q>
o o o Xg
Kz — UO (xay) = [any]

und es ldsst sich leicht zeigen dass diese Abbildungen inverse zueinander sind. Auf diese Weise
konnen wir Uy mit dem affinen Raum K2 identifizieren so dass P?(K) = Uy U Ly die Vereinigung
einem affinen Raum mit einer projektive Gerade ist. Wir identifizieren K? weiterhin mit Uy und
betrachten zwei verschiedene parallele affine Geraden in M, M, C K2

M;={(z,y) eK’|ax+by+c; =0} i=1,2
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mit (a,b) # 0 und ¢; # co. Wir wissen, dass sich diese Geraden nicht in K? treffen. Betrachten
wir nun die Geraden als Teilmenge von P?(K):

M; ={[1,z,y] € Up|ax 4+ by +¢; = 0} =
{[:co,xl,m] € P*(K) | zo # 0,a (ﬂ) +b (@> +o = O}
Zo Zo

= {[wo, 71, 23] € P*(K) | 29 # 0, ax; + by + c;mo = 0}

wobei o
M, = {[.Io,l’l, 1’2} S P2(K) | ary + bre + c;xg = 0}

projektive Geraden sind. Die projektive Gerade M, heiBt die projektive Abschluss von der
affine Gerade M;. Wir kénnen die affinen Geraden M; als Schnittmenge der projektiven Geraden
M; mit U, betrachten. Wir wissen auch, dass sich die beiden projektiven Geraden M7, M,
irgendwo treffen miissen, und der Schnittpunkt muss sich in Ly = {[zo, 21, 22| | zo = 0} finden:

M NMs=M,NMyN Ly = {[;Eo,xl,xz] € P*(K) |z = 0, az; + by = O} = {[0,b, —a}

Wir bemerken dass der Punkt [b, —a] € P'(K) entspricht den Untervektorraum M, = {(z,y) €
K?|ax + by = 0} von K2 Dieser ist genau der Untervektorraum assoziiert zu den parallele
Geraden M, M, C K2

Man kann leicht sehen, dass jeder Punkt auf L, auf diese Weise entsteht.

Ublicherweise wird dies wie folgt formuliert: Wir konnen die projektive Ebene P?(K) als
Vereinigung eines affinen Raums U, = K? und einer projektiven Linie L, betrachten, die
Ferngerade (unendlich fern Gerade) genannt wird. Zwei verschiedene affine parallele Linien in
Uy treffen sich nicht in Uy, sondern ihre projektiven Abschliisse treffen sich in einem Punkt
der Ferngerade. Diesen Punkt nennt man den Fernpunkt fiir die beiden parallelen affinen
Geraden. Die Ferngerade ist die Vereinigung aller Fernpunkte.

Wir kénnen dies auf beliebige Dimensionen verallgemeinern:

Definition 2.3.2 (Standard affine Karten). Sei n > 0. Die standard affine Karte U, auf
P*(K) = {[zo, . .., x,]} ist die Teilmenge

UOZ{[.I'O,...,l‘n|"EO7é0]}

Die projektive Hyperebene Hy = {[zo,...,2,] | zo = 0} ist die Fernhyperebene beziiglich die
affine Karte Up. Man hat P"(K) = Uy U H,.

Die Standard affine Karte Uy ist mit dem affinen Raum K" identifiziert, durch die Bijektionen

Uo%Kn, [xo,...,l'n}l—}(ﬂ,...,x—n)
Zo To
Kn_>U07 (yla"'7yn)H[lﬂyh‘"ayn]

Beispiel 2.3.3 (Die Projektive Gerade und der Fernpunkt). In der projektive Gerade P*(KK)
der Fernhyperebene Hj ist nur ein Punkt: Uy = {[1,z] |z € K} und Hy = {[0, 1]}. Der Punkt
0, 1] ist auch der Fernpunkt genannt, und man schreibt auch manchmal [0, 1] = co. Dann haben
wir eine Identifizierung P*(K) = Uy U Hy = KU {oo}.
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Mit dieser Identifikation von Uy und K" im Hinterkopf kénnen wir auch von affinen Un-
terrdumen in U, sprechen: das sind die Teilmengen der Form

A1
M=<[Ly,...,uyn) €U|A| : | +0=0

Yn

fiir eine Matrix A € K™ und ein b € K™. Wir kénnen nun M als Teilmenge von P"(K)
betrachten:

( n i_é
M=<[Ly,...,uyn) €EU|A| : | +b=0} = {1,ﬂ,...,ﬁ}er|A ]l +b6=0
To Zo .
\ Y o
( xl
= [xo,x1,. . 2] EPMK) |29 £0,A| ¢ | +20b=0
\ ‘/I/‘n
4 o
X
= { w0,y wa) € PUK) 0o £ 0, (0]A) || =05 = P(ker(b]A4)) N Uy
Tn,

\

Definition 2.3.4 (Projektive Abschluss). Sei M C Uy ein affiner Unterraum wie oben. Wir
nehmen an, dass M ## (). Die projektive Abschliiss von M in P*(KK) ist der projektive Unterraum

T
M =< [v0,71,..., 2, EP'EK)|A| ¢ | +20b=0 p = P(ker(b|A))
Tn

Wenn M = () definieren wir M = ().

Diese Beschreibung hiangt a priori nicht nur von M, sondern auch von der Matrix A und
dem Vektor b ab. Dass sie nur von M abhéngt, zeigen wir im folgenden Lemma:

Proposition 2.3.5. Seien M C Uy und M C P*(K) wie oben. Dann

1. MNUy=M und M Hy = {[0,21,...,2,) | A(z1,...,2,) = 0} = {[0,2] € P*(K) |z €
Ker A}.

2. M abhingt nur von M und nicht von der Matriz A und dem Vektor b.
8. dim M = dim M.

4. Wenn M # 0, dann M ¢ Hy. Andererseits, sei L C P"(K) ein projektiver Unterraum so
dass L ,Q_ Hy. Dann ist M = L N Uy ein affiner Unterraum in Uy und L = M.

Beweis. 1. Dies folgt aus der Definition.
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2. Da M = (M NUy)U(M N Hy), reicht es zu zeigen, dass M N U, und M N Hy nur abhingig
von M sind. Punkt (1) zeigt, dass M N Uy = M nur abhingig von M ist. Punkt (1)
zeigt auch, dass M N Ly = {[0,2] € P(K)|2 € Ker A} und Ker A is der assoziierte
Untervektorraum zu M. Insbesondere ist Ker A nur abhéngig von M.

3. Wenn M = (), ist das klar. Da M # (), sehen wir dass rk(b|A) = rk(A). Dann
dim M = dim P(Ker(b|A)) = n — 1k(b|A) = n — rk(A) = dim Ker A = dim M
4. Wenn M # 0, dann zeigt Punkt (1),dass M N Uy = M, so dass M ¢ Hy. Andererseits, sei
L C P*(K) ein projektiver Unterraum, so dass L ¢ Hy. Dieser Unterraum hat die Form

L = P(Ker C) fur eine Matrix C. Wenn b die erste Spalte von C' ist, dann kénnen wir
C = (b|A) schreiben, fir eine Matrix A. Dann ist

M =LNnUy=PXKer(b|A) NUy ={[1,y] = [L,v1,---,yn] | Ay + b =0}

ein, nicht leerer affiner Unterraum von Uy und M = P(Ker(b|A)) = L.
[l

Bemerkung 2.3.6. Punkt 1 zeigt, dass, wenn M C U, ein affiner Unterraum ist, die Schnitt-
menge M N Hy nur vom zugehdrigen Vektorraum zu M abhéngt, nicht von M selbst.
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Beispiel 2.3.7. Wir betrachten Uy = {[xg, 21, 72, 3] C P?} und die affine Gerade
L={1,z,y,2]elU|r+y+2=0, y—1=0}

Die projektive Abschluss ist

L:{[.To,l’l,J?g,ZL’g]|$1+ZL’2—|—JI3:O, Ig—l'():()}

Bisher haben wir immer mit dem affinen Diagramm U, gearbeitet, aber es gibt nichts
Besonderes an der Koordinate z(, wir hétten auch jede andere Koordinate x; nehmen kénnen

Definition 2.3.8 (Standard affine Karten). Die standard affine Karten in P"(K) sind
Ui =A{lxo, ..., xn] | z; # 0} firi=0,...,n
Die Fernhyperebene beziiglich U; ist H; = {[xo, ..., x| z; = 0}.
Die Standard affine Karte U; ist mit dem affinen Raum K" identifiziert, durch die Bijektionen

To To Zo
K™ — Ui7 (3/07--~73/J\i;---71/n) = [y07y17"'7y7571717yi7"'yn]

und dann kénnen wir wie bei Uy vorgehen.

Bemerkung 2.3.9. Wir sehen dass P"(K) = (J_, U;, weil wenn P = [z, ..., z,] € P"(K)
es gibt mindestens ein i so dass x; # 0. Wir konnen uns P"(K) also auch als Vereinigung
von affinen Rédumen vorstellen. Diese Sichtweise macht P"(K) zu einer Mannigfaltigkeit in der
Differentialgeometrie und zu einer algebraischen Varietét in der algebraischen Geometrie. Wir
kratzen hier nur an der Oberfléche.
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2.4 Projektive Abbildungen

Sei K ein Korper. Wir betrachten nun endlich-dimensionale projektive Raume.

Definition 2.4.1 (Projektivisierung einer linearen Abbildung). Sei ¢: V — W eine injektive
lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdume. Die Projektivisierung von ¢ ist die Abbildung

P(p): B(V) = P(W),  [v] = [(v)].

Remark 2.4.2. Diese Abbildung ist wohldefiniert: da ¢ injektiv ist, wissen wir dass Ker ¢ = {0},
so dass ¢(v) # 0, falls v # 0. AuBerdem, wenn [v] = [¢] in P(V'), dann v' = X - v fiir ein A € K*|
s0 dass (v") = A - @(v) und [p(v')] = [p(v)].

Lemma 2.4.3. Sei p: V — W eine injektive lineare Abbildung.
1. P(idy) = idpqv

2. Wenn ¢: U — W eine andere injektive lineare Abbildungen ist, dann

P(p o)) =P(p) o P(y)

3. P(y) ist invertierbar, genau dann, wenn ¢ invertierbar ist. In diesem Fall, P()™' =

P(e™1).
4. P(p) ist immer injektiv.

5. Wenn ¢': V. — W eine andere injektive lineare Abbildung ist, dann P(p) = P(¢') genau
dann, wenn ¢ = X - ¢ fir ein A € K*.

6. Wenn V' C'V ein Untervektorraum ist, dann P(p )(]P’( ") =P(e(V)). Wenn W' C W ein
Untervektorraum ist, dann P(o) Y (P(W')) = P(¢~H(W")).

Beweis. 1. Seien vy,ve € V' \ {0} so dass [¢(v1)] = [¢(v2)]. Dann exisiert A € K* so dass
o(v1) = X @(vg) = p(Adg). Da ¢ injektiv ist, sehen wir dass v; = A - v so dass [v1] = [vg].
Das zeigt dass P(p) injektiv ist.

2. P(idy)([v]) = [v] fiir alle v € P(V).

3. P(po)([u]) = lp(¥(u))] = (P(¢) o P())[u], fiir alle [u] € P(U).

4. Wenn ¢ invertierbar ist, dann P(p) o P(¢™!) = P(p o ¢™!) = P(idw) = idpw) und
eine dhnliche Begriindung zeigt dass P(¢~') o P(¢) = idp(y). Andererseits, wenn P(y)
invertierbar ist, ist sie surjektiv, so dass fiir alle w € W \ {0} existiert v € V' \ {0} so
dass [w] = [¢(u)]. Dann existiert A € K* so dass w = X\ - p(u) = ¢(\ - u). Das zeigt dass
W\ {0} C Im ¢, und dann ¢ muss surjektiv sein. Da ¢ injektiv ist, muss sie invertierbar

sein.

5. Wenn ¢’ = X-¢, dann [¢'(v)] = [A-p(v)] = [¢(v)] fiir alle [v] € P(V'). Andererseits, nehmen
wir an, dass [p(v)] = [¢'(v)] fiir alle [v P(V). Seien vy, v9 € V' linear unabhéngig. Dann
existieren Aq, Ay € K* | so dass ¢'(v;) = \ip(v;) fiir i = 1, 2. Wir wollen zeigen dass A; = As.

Wir sehen dass ¢'(vq + v2) = ¢'(v; ) ' (vg) = Alcp(vl) + Xap(v2). Da [¢/(v1 + v3)] =
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(o1 + 02)] = [p(0r) + (en)], existiert € KX s0 dass @/(ur + v3) = up(vn) + p(vn).
Da ¢ injektiv ist, sind ¢(vy), ¢(v2) linear unabhéngig sein, und dann zeigt die Gleichung
Ap(01) + Aap(va) = pp(v1) + pp(v), dass Ay = p = Ao

Sei nun vy, ...,v, eine Basis von V. Wir haben gezeigt dass ¢'(v;) = A - p(v;) fiir ein
A€ K*, sodass ¢ =\ .

6. P(p)(V') = {lp()][v" € V'\{0}} = {[w]

[w' € (V) \ {0}} = P(p(V')), und
P(o) " (P(W) = {[v] € P(V) [ p(v) € W'} = {[o] € P(V) ,[v € o7 (W)} = P(p™"

(W),
]

Definition 2.4.4 (Projektive Abbildung). Eine Abbildung f: P(V) — P(W) ist projektiv, wenn
f die Form f = P(¢) hat, fiir eine injektive lineare Abbildung ¢: V' — W. Eine invertierbare
projektive Abbildung f: P(V) — P(WW) heifit auch ein Isomorphismus. Zwei projektive Raume
P(V),P(W) sind isomorph wenn eine invertierbare projektive Abbildung f: P(V) — P(W)
existiert.

Eine invertierbare projektive Abbildung f: P(V) — P(V') heiit eine projektive Transformati-
on oder ein projektives Automorphismus von P(V'). Die Menge aller projektive Transformationen
von P(V') ist PGL(V).

Lemma 2.4.5. 1. Jede projektive Abbildung ist injektiv.
2. Die Komposition von projektive Abbildungen ist projektiv.
3. Die inverse einer invertierbare projektive Abbildung ist projektiv.
4. Die Menge PGL(V) ist eine Gruppe mit der Komposition.
5. Zwei projektive Raume P(V'), P(W) sind isomorph, genau dann, wenn dimP(V') = dim P(W).

Beweis. Punkte (1)-(2)-(3) folgen aus Lemma

Punkt (4) folgt aus (1)-(2)-(3).

Fiir Punkt (5), zeigt das vorheriges Lemma, dass P(V'), P(W) isomorph sind, genau dann,
wenn V, W isomorph sind, und das ist dquivalent zu dim V' = dim W. Das ist auch dquivalent
zudimP(V) =dimV — 1 =dim W — 1 = dim P(W). O

Lemma 2.4.6. Sei f: P(V) — P(W) eine projektive Abbildung.

1. Wenn M C P(V) ein projektiver Unterraum ist, dann ist f(M) C P(W) ein projektiver
Unterraum, mit dim M = dim f(M) und fiar: M — f(M) ist projektiv und invertierbar.
Insbesondere ist Im f = f(P(V)) ein projektiver Unterraum.

2. Wenn L C P(W) ein projektiver Unterraum ist, dann ist f~*(L) ein projektiver Unterraum
mit dim f~1(L) = dim L N Im f.

3. Wenn S CP(V) eine Teilmenge ist, dann f(L(S)) = L(f(9)).

Beweis. Punkte (1) und (2) folgen aus Lemma [2.4.3] Fiir Punkt (3), sei L = f(L(S)). Wir
sehen,dass f(L(S)) C P(W) ein projektiver Unterraum Untervektorraum ist, und f(L(S)) 2
f(S), so dass f(L(S)) 2 L. Andererseits, f~}(L) C P(V) ist ein projektiver Unterraum und
L) 2 S,s0dass fYL) D L(S), und L D f(L(S)). O



KAPITEL 2. PROJEKTIVE GEOMETRIE o8

Beispiel 2.4.7 (Projektive Transformationen von P"(K)). Eine projektive Transformation
f: P"(K) — P*(K) hat die Form f = P(A) fiir eine invertierbare lineare Abbildung A: K" —
K™*! die durch eine invertierbare Matrix A € GL,,(K) gegeben ist. Wir sehen dass P(A4) =
P(B) genau dann, wenn B = X - A, fiir ein A € K*.Wir kénnen denn die Menge von projektive
Transformationen von P"(K) mit der Menge

PGLy1(K) = GLy1(K)/ ~ A~ B <= A=\B fiir ein A € K*

identifizieren. Wir bezeichnen die Klasse von A € GL,;(K) als [A], und manchmal schreiben wir
auch [A] fiir die entsprechende projektive Transformation [A] = P(A): P*(K) — P*(K), [z] —
[Ax].

Beispiel 2.4.8. Die invertierbare Matrix A = (} 1) ergibt eine projektive Transformation

[A]: PY(K) — PY(K), Bﬂ ~ [((1) 1) ' (im B {%;m]

2.4.1 Projektive Transformationen und affine Transformationen

Wir betrachten den projektiven Raum P"(K), die affine Karte Uy und die Hyperebene Hy =
{zo = 0} C P*(K). Wir identifizieren Uy mit dem affinen Raum K" durch die Bijektionen

Up— K", [zg,...,2,] — (1,—,...,—), K" = Uy, (Y1,---3Yn) — [L,y1, -, Yn]

Proposition 2.4.9. Sei f: P"(K) — P"(K) eine projektive Transformation so dass f(Uy) C U.
Dann ist fiy,: Uy — Uy eine affine Transformation. Auferdem, fiir jede affine Transformation
F: Uy — Uy, es gibt eine einzige projektive Transformation f: P"(K) — P™"(K) mit f(Uy) C U,
so dass fly, = F.

Beweis. Wir wissen dass f = [A] fiir eine A € GL,1(K). Sei Vj = {zo = 0} C K" der
Untervektorraum so dass P(V) = Hy. Wir sehen dass f(Uy) C Uy genau dann, wenn f(Hy) C H,
und das bedeutet A(Vy) C Vo. Wenn ey, . . ., e, die kanonische Basis von V; ist, dann ist ey, ..., e,
eine Basis von Vy. Wir sehen dass A(Vp) C Vp genau dann, wenn Ae; € Vg fiir : = 1,...,n. Das
bedeutet dass A die Form
A0
A=y a

hat, wobei A € KX, A’ € GL,(K) und b € K". Da f = [A] = [\™! - 4], kénnen wir annehmen
dass A = 1. Sei nun [1,y] = [L,y1,...,yn] € Up mit y = (y1,...,y,) € K*. Wir sehen dass

(6D =162 6= )]

so dass die Abbildung f: Uy — U, affin ist.
bhbbdbdbdddddd Ende Vorlesung 05.12.2024 b b b bbb bbb b & &
Insbesondere, sehen wir dass f = [A] eindeutig bestimmt von ¥, A" ist, und ', A" sind
eindeutig bestimmt von der Abbildung fy,. Das bedeutet dass f eindeutig bestimmt von fy,
ist.
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Andererseits, sei F': Uy — Uy eine affine Transformation. Dann existieren eine invertierbare
Matrix A" € GL,(K) und ein Vektor b’ € K" so dass F([1,y]) = [1, Ay + V'] fiir alle y € K™
Wir definieren

1 0
A= (b/ A/) € GLn+1 (K>

und wir betrachten die Abbildung f = [A]: P"(K) — P"(K). Wir sehen dass F' = fjy, und wir
haben schon gezeigt dass f die einzige projektive Transformation mit diese Eigenschaft ist. [

Bemerkung 2.4.10. Die vorherige Proposition bedeutet, dass affine Transformationen von Uy
den projektiven Transformationen von K™ entsprechen, die die Fernhyperebene Hy = {z¢ = 0}
feststehen lassen. Wir kénnen sagen, dass affine Transformationen ein Spezialfall von projektiven
Transformationen sind.

Beispiel 2.4.11. Wir betrachten eine Translation ty: Uy — Uy, [1,y] — [1,y' + b], mit ¥’ € K™.
Die entsprechende projektive Transformation P"(K) — P"(K) ist durch die Matrix [A] = (, ;)
gegeben, so dass, wenn x = (x1,...,x,), haben wir

[A]: PM(K") — P™(K), [€0, 2] — [0, 2o + 2]

Um die entsprechende projektive Transformation zu finden, kénnen wir auch wie folgt arbeiten:
sei [zg, ] € Up, dann

1 1
[0, 2] =[1, — - 2] = [1, — -2+ V] = [x0, 7 + 20)]
Lo Lo
und die Abbildung [z, 2| — [zo, z + zob'] ist definiert auch wenn [zg, x] ¢ Uy. Auf diese Weise
konnen wir die projektive Transformation finden, die einer beliebigen affinen Transformation
f: Uy — Uy entspricht.

2.4.2 Punkte in linearer allgemeiner Lage

Definition 2.4.12 (Lineare allgemeine Lage). Sei P(V') ein projektiver Raum mit dimP(V') = n
und seien Py, ..., P. € P(V). Falls, r < n + 1 sind die Punkte sind in linearer allgemeiner Lage,

genau dann, wenn
dim L(Py,...,P)=r—1

Falls 7 > n+1, sind die Punkte in linearer allgemeiner Lage, wenn jede Teilmenge F;,,..., B .,
von n + 1 Punkte in linearer allgemeiner Lage ist.

Bemerkung 2.4.13. Secien P, = [v;] fiir v; € V\ {0}, fix i = 1,...,r. Dann L(Py,...,P.) =
P({vy,...,v,)), so dass dim L(Py, ..., P,) = dim(vy,...,v,) — 1. Wenn r < n+1, sehen wir dann
dass P, ..., P, in linearer allgemeiner Lage sind, genau dann, wenn vy, ..., v, linear unabhéngig
sind. Wenn r > n + 1 bedeutet das, dass jede Teilmenge v;,,...,v;,,, eine Basis von V ist.

Definition 2.4.14 (Projektive Basis). Sei P(V') ein projektiver Raum mit dimP(V') = n. Eine
projektive Basis von P(V') ist eine Menge von n + 2 Punkte P, ..., P,,o € P(V) in linearer
allgemeiner Lage.
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Beispiel 2.4.15 (Punkte in P!(K)). Zwei Punkte P, P, € P!(K) sind in linearer allgemeiner
Lage, falls die Punkte unterschiedlich sind. Drei Punkte P;, P, P3 € P!(K) sind in linearer
allgemeiner Lage, falls sie paarweise unterschiedlich sind. Zum Beispiel sind die drei Punkte

ol 1] [ <=

Beispiel 2.4.16 (Punkte in P?(K)). Zwei Punkte P, P, € P?(K) sind in linearer allgemeiner
Lage, falls die Punkte unterschiedlich sind. Drei Punkte P, P, P3 sind in linearer allgemeiner
Lage, falls die Punkte paarweise verschiedene sind, und dim L(P;, P, P3) = 2, das bedeutet dass
die drei Punkte nicht kollinear sind. Vier Punkte Py, P, P, Py sind in linearer allgemeiner Lage,
falls die Punkte paarweise verschiedene sind, und keine drei dieser Punkte kollinear sind. Zum
Beispiel sind die Punkte

eine projektive Basis von P!(K).

17 [o] [o] [t
o, 1], o], |1]| € P*(K)
ol |o| |1 |t

eine projektive Basis von P!(K).

Beispiel 2.4.17 (Punkte in P*(K)). Die n + 2 Punkte

1 0 0 1
0 1 0 1

E() — . 5 E1 — . y En+1 - . 5 En+2 — . E Pn(K)
0 0 1 1

sind eine projektive Basis von P"(K). Wir nennen diese Punkte auch die kanonische projektive
Basis von P*(K).

Lemma 2.4.18. Sei P(V) ein projektiver Raum mit dimension dimP(V) = n und seien
Py, ..., P. € P(V) Punkte in allgemeiner linearer Lage.

1. Jede Teilmenge P, ..., P;, ist auch in linearer allgemeiner Lage.

2. Wenn f: P(V) — P(W) eine invertierbare projektive Abbildung ist, dann sind f(Py), ..., f(F,)
auch in linearer allgemeiner Lage.

3. P(V) besitzt eine projektive Basis.

Beweis. 1. Das folgt aus der vorherigen Bemerkung [2.4.13] zusammen mit der Tatsache dass
jede Teilmenge von einer Menge linear unabhanglg Vektoren, selbst linear unabhéngig ist.

2. Wirwissen dass L(f(Py),..., f(P.))) = f(L(Py,...,P.))sodassdim L(f(Py),..., f(P.))) =
dim L(Py, ..., P).

3. Sei n = dim V. Dann gibt’s eine invertierbare projektive Abbildung f: P*(K) — P(V).
Sei Fy, ..., Fyo € P"(K) die kanonische projektive Basis. Dann zeigt Punkt (2), dass
f(Eo), ..., f(Ey+1) eine projektive Basis von P(V) ist.

O
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Satz 2.4.19 (Fundamentaler Satz der Projektive Abbildungen). Seien P(V'),P(W) zwei pro-
jektive Riaume mit dimP(V) = dimP(W) = n, sei Py, ..., P,yo € P(V) eine projektive Basis
von P(V'), und seien Q1,...,Qnio € P(W) beliebige Punkte. Es gibt eine projektive Abbildung
fP(V)— P(W) so dass

f(P)=0Q; firi=1,...,n+2

genau dann, wenn die Q; eine projektive Basis von P(W) ist. In diesem Fall ist f eindeutig und
invertierbar.

Beweis. Wenn [ existiert, wissen wir dass die @); eine projektive Basis von P(W) abbilden.
Andererseits, nehmen wir an, dass die @); eine projektive Basis von P(W) sind. Wir wollen

zeigen, dass f existiert und dass f eindeutig ist: seien P; = [v;] und Q; = [w;] firi =1,... , n+2.
Alle n + 1 Vektoren unter den vy, ..., v, sind eine Basis von V', weil die Punkte in linearer
allgemeiner Lage sind. Insbesondere existieren Ay, ..., A\,+1 € K so dass

Upt2 = MU1 + -+ A1 Unp

und \; # 0, weil die Vektoren vy,...,0;,..., 0,2 eine Basis sind. Eine dhnliche Begriindung
zeigt dass wy, ..., w,y1 eine Basis von W sind, und dass

Wpt2 = (W1 + =+ M1 Wnt

fiir manche p; € K*. Seien nun v} = \jv;, w, = pw) fir i = 1,...,n+ 1: sie sind Basen von V
und W. Seien auch v,y = Vpi2, W), 5 = Wyio. Dann P, = [v}], Q; = [w]] fur allei =1,...,n+2,
und
n+1 n+1
/ . / / _ /
Unt2 = E Vi, W2 = § w;
i=1 =1
Sei nun ¢: V — W die einzige lineare Abbildung so dass ¢(v}) = w} fir i = 1,...,n + 1. Diese
Abbildung ist invertierbar, weil die wi,...,w;,, eine Basis von W sind. AuBerdem
n+1 n+1 n+1
/ _ n o_ r r
P(Vpya) = E e(v;) = E wz = E wz = Wpig
i1 i=1 i=1

Sei nun f = P(¢). Wir sehen, dass f(P;) = [p(v])] = [w}] = Q; fir allei = 1,...,n+2.Auerdem,
f ist auch invertierbar.

Sei nun g: P(V) — P(WW) eine andere projektive Abbildung, so dass ¢g(P;) = @Q; fur i =
1,...,n+ 2. Dann g = [¢] fiir eine lineare Abbildung ¢: V' — W und [¢(v))] = [w}] fir alle

i=1,...,n+ 2, so dass ¥(v;) = a; - w; fiir manche a; € K* 71 =1,...,n+ 1. Insbesondere
n+1 n+1
/ / / /
Ap2Wy o = (V) 10) = 1 E v | = § a;W;
i=1 i=1
n+1 n+2
/ / /
An+2Wp 19 = Any2 E w; | = E An2W;
i=1 i=1
Da die w1, ..., w,, eine Basis von W sind, bedeutet das, dass a; = a4 fiirallei =1,... ,n+1.

Das zeigt dass ¥ = a,12¢ und dann g = P(¢)) = P(p) = f. 0
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Bemerkung 2.4.20. Das bedeutet, dass eine projektive Transformation P*"(K) — P™(K)
eindeutig durch das Bild von n 4+ 2 Punkten in linearer allgemeiner Lage bestimmt ist. Erinnern
wir uns, dass eine affine Transformation f: K" — K" durch das Bild von n + 1 Punkten in
linearer allgemeiner Lage bestimmt wurde: projektive Transformationen sind flexibler als affine
Transformationen.

Beispiel 2.4.21. Wir betrachten die folgende Punkte in P?(Q):

1 0 0 1 1 1 1
P= 1|, R=|1|, = |1|, L= |3 Qi= (0], Q= |[1], Q3= 2], Qu=
0 1 0 1 1 2 0

Man kann zeigen dass Py, ..., P, und Qq,..., Q4 zwei projektive Basen von P"(K) sind. Wir
wollen nun die einzige projektive Transformation f: P?(K) — P?(K) finden, so dass f(P;) = Q;
firi =1,...,4, und wir wollen f in der form f = [A]: [z] — [Ax] schreiben, mit A € GL3(Q).
Wir konnen das gleiche Verfahren wie beim Beweis des Satzes anwenden. Zuerst schreiben wir
einen Vektor, der den letzten Punkt darstellt, als Linearkombination von Vektoren, die die
anderen Punkte darstellen:

1 1 0 4 1 1 1
3|l=(11+11]+11], 51=1(0])+ (1] +2-]2
1 1 3 1 0
Sei nun A € GL3(K) die einzige Matrix, so dass
1 1 0 1 0 1
Al =(o], a-[1]=1{1], a-[1]=2-]2
0 1 1 2 0 0

Dann f = [A]. Die Matrix A kann man explizit schreiben:

-1 2 -1
A=|—-4 4 -3
1 0 2

2.4.3 Mobiustransformationen und das Doppelverhéiltnis

Projektive Transformationen von P!(K) sind auch Mébiustransformationen genannt. Sie
sind von PG Ls(K) parametrisiert und sie haben die Form

{a Z} . P(K) — P(K), [«To} . {axo +bx1} | (Z Z) L)

C Al cxo + dl’l

Wir betrachten nun die affine Karte U; = {[zg, 71]| 71 # 0} C P(K) und den entsprechenden
Fernpunkt P'(K) \ U; = {[1,0]}. Wir identifizieren U; mit der affinen Gerade K durch die
Bijektionen [wg, z1] = [22,1], 2 = [2, 1], so dass P'(K) = U; U{[1, 0]} = KU {oo}.

Bemerkung 2.4.22. Vorsicht! Hier nutzen wir die affine Karte U; und den entsprechenden
Fernpunkt [1, 0], statt die affine Karte Uy und den entsprechenden Fernpunkt [0, 1].

W Ot
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Wir sehen dass

az+b

Cz*‘i] , falls cz +d # 0

AR IR

(1]] =00, fallscz+d=0

fir alle z € K

Deswegen ist eine Mobiustransformation auch in der Form

az+b
cz+d

f:PYK) » P(K), 2o

geschrieben und sie ist auch eine gebrochen lineare Funktion genannt. Fiir den Fernpunkt
oo = [1, 0] sehen wir dass

, falls ¢ # 0

=o0, fallsc=0

s
—
g
I
1
o
QL
| I
/N
1
S =
—_
N~
Il
1
(¢
| I
I
o = — ol

und wir konnen dieses auch wie folgt beschreiben:

f(oo) = Z((;D))ifl = %7 falls ¢ 7& 0
% = 00, faHS C = 0

Wir wissen dass eine projektive Basis von P!(K) ist durch drei paarweise verschiedene Punkte
Py, Py, P; € PY(K) gegeben.

Definition 2.4.23 (Kanonische projektive Basis von P!*(K)). Die drei Punkte

<l o) [}

sind die kanonische projektive Basis von P!(K).
Der fundamentale Satz von projektive Abbildung fiir P*(K) sagt:

Korollar 2.4.24. Secien Py, Py, P3 € P1(K) drei paarweise verschiedene Punkte. Es gibt eine
einzige Mabiustransformation f: PY(K) — PY(K) so dass f(Py) = oo, f(P2) =0, f(P3) = 1.

Beispiel 2.4.25. Die einzige Mobiustransformation f so dass f(oo) = oo, f(0) =0, f(1) = 1 ist
die Identitat f = idp:.

Definition 2.4.26 (Doppelverhiltnis von vier Punkte in P'(K)). Seien Py, P, P, P, € P}(K)
paarweise Verschiedene Punkte, sei f: P(K) — P!(K) die einzige Mobiustransformation so
dass f(P)) = oo, f(Py) = 0,f(P;) = 1 und sei x € K so dass f(Py) = [z,1] € U;. Dass
Doppelverhéltnis von Py, P, P3, Py ist

(PIJPQ;P37P4) =x.
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Beispiel 2.4.27. Nehmen wir an, dass Py, P, P; € Uy, so dass P, = [a;, 1] = q; fir i = 1,2, 3.
Wir betrachten die Mobiustransformation

f(z) =

(z — ag)(az — a1)
(z —a1)(az — ag)

oder, in Matrixform,

I [ag —a —as(as —al)] | m . [(ag — a)w — as(as — ay)ay

az — a2 _al(a3 - Clz) T (a3 - az)xo - al(a3 - az)xl
Wir sehen dass
f(P1>:f(a1):oou f(Pz):f(Cb):Q f(Pa):f(a:S):l
Sei nun P, € PY(K) \ { P, P, P3}. Wir sehen dass

(aa—az)(az—ai1) B B
F(Py) = { (paman)esmaz)’ falls Py = [a4,1] = a4 € Uy
((13—111) faHS P4 g [17 0] = 00

(az—az)’

Insbesondere, wenn Py = [ay, 1] = a4, sehen wir dass

(Cl4 - a2)(03 - a1)
(a4 — a1)(az — az)

([a’lv 1]7 [a2; 1]; [a37 1]7 [CL4, 1]) = (ab az; as, CL4) =

Wenn Py = [1,0] = oo, sehen wir, dass

([a1,1], [az, 1]; [az, 1], [1,0]) = (a1, as; as, 00) = 241

ag — az
das Teilverhéltnis von a1, as, as € K ist.

Proposition 2.4.28. Seien Py, ..., Py € PY(K) paarweise verschiedene und seien Q1,...,Q4 €
PY(K) paarweise verschiedene. Es gibt eine Mébiustransformation g: P1(K) — PY(K) so dass
Q:=g(P) firi=1,...,4 genau dann, wenn

(P1, Po; Ps, Py) = (Q1, Qo5 Q3, Q4)

Beweis. Sei f: PY(K) — P!(K) die einzige M&biustransformation so dass f(Py) = oo, f(P,) =
0,f(P;) = 1 und sei x € K so dass f(Py) = [z,1]. Sei auch h: P/(K) — PY(K ) ie einzige
Mobiustransformation so dass h(Q1) = 00, h(Q2) = 0,h(Q3) = 1 und sei y € K so dass
h(Q4) = [y, 1]. Das bedeutet

(Pr, Py B3, Py) =, (Q1,Q2;Q3,Qa) =y
Nehmen wir an dass ¢g: P1(K) — P'(K) eine Mobiustransformation ist, so dass g(P;) = Q,fiir
i=1,...,4. Dann ¢ = hogo f~! ist eine Mobiustransformation und ¢(c0) = oo, ¢(0) =

0,¢(1) = 1, so dass ¢ = idp1(x). Insbesondere
[z, 1] = (hOgOf*I)([ﬂfa 1]) = h(g(Py)) = h(Q4) = [y, 1]

so dass ©r = y. Andererseits nehmen wir an dass die zwei Doppelverhéltnisse gleich sind, so dass
r =y, und sei g = h~' o f. Man sieht dass g(P;) = Q; fiir i = 1,2,3 und g(P,) = h™!([z,1]) =
h’_1<[y7 l]) - Q4- []
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Proposition 2.4.29 (Charakterisierung von Mobiustransformationen). Fine bijektive Abbildung
f: PYK) — PY(K) ist eine Mdbiustransformation genau dann, wenn f Doppelverhiltnisse erhilt:

(P1,P2;P3,P4) = (f(Pl)af(P2>;f(P3)7f(P4))
fiir alle Py, Py, Py, Py € PY(K) paarweise verschiedene.

Beweis. Wenn f eine Mobiustransformation ist, haben wir schon gezeigt dass f Doppel-
verhiltnisse erhélt. Andererseits, nehmen wir an dass f Doppelverhéltnisse erhilt. Sei g: P*(K) —
P!(K) eine Mébiustransformation so dass g(f(c0)) = oo, g(f(0)) = 0,g(f(1)) = 1. Dann h = go f
erhélt Doppelverhéltnisse und h(co) = oo, h(0) = 0, h(1) = 1. Wir wollen zeigen dass h = idp1 k:
sei x € K\ {0, 1}, wir miissen zeigen dass h([z, 1]) = [z, 1]. Sei y so dass h([z,1]) = [y,1]. Da h
Doppelverhéltnisse erhélt, sehen wir, dass

z = (00,0; 1z, 1]) = (h(c0), h(0); A(1), h([2,1])) = (00,0; 1, [y, 1]) = y

1

und wir sind fertig. Das bedeutet, dass f = ¢~ so dass f eine M&biustransformation ist. [

Das Doppelverhiltnis und Permutationen

Seien Py, Py, P3, P, € P!(K) paarweise verschiedene Punkte. Das Doppelverhéltnis (P, Py; Ps, Py)
ist abhéngig von der Reihenfolge der vier Punkte P;, P, P3, Py. Wenn wir jedoch die Reihenfolge
der Punkte d&ndern, kénnen wir bestimmen, wie sich das Doppelverhéltnis d&ndert. Wir betrachten
die symmetrische Gruppe &, von Permutationen o: {1,2,3,4} — {1,2,3,4}. Fiir jede 0 € &,
betrachten wir das Doppelverhéltnis

(Po(1y, Po(2); Po(3)s Pr(a))
Wir betrachten auch die normale Untergruppe V; = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < &,.
Proposition 2.4.30. Wenn o € Vy dann ist das Doppelverhiltnis unverdindert:
(Pr, Po; P3, Py) = (Py, Pr; Py, P3) = (Ps, Py; P, Py) = (Py, Ps; Py, Py)

Beweis. Wir nehmen an, dass alle Punkte unterschiedlich von oo sind: P; = [a;, 1] = a; fiir
1=1,...,4, so dass

(a4 - Cl2)(a3 - a1)

(a4 - al)(a3 - CL2)

Dann ist es einfach zu tiberpriifen, was wir wollen: zum Beispiel

(P17P2;P37P4):

(a3 — ay)(ay — az)
(a3 — az)(as — ay)

(Py, Py; Py, P3) = = (P, Py; P35, Py)

und die andere Féllen sind &hnlich. Wenn einer der Punkte gleich oo ist, kann man einen
dghnlichen Beweis fiihren. O

Die Quotientengruppe &,/V} ist

S./Va = {[id], [(12)], [(13)], [(23)], [(123)], [(132)]}

so dass jede Permutation o € &, die Form 7, (12)7, (13)7, (23)7, (123)7 oder (132)7 hat, mit
7 € V,. Da V, das Doppelverhéltnis unverandert lasst, miissen wir nur iiberpriifen was passiert
mit der Permutationen (12), (13), (23), (123), (132)
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Proposition 2.4.31. Seien Pi, P, P3, Py € PY(K) paarweise verschiedene mit Doppelverhiltnis
(Py, Po; P3, Py) = z. Dann

1
(P17P2;P37P4):Z (P27P1;P37P4>:;
1
(P17P3;P27P4):1_Z (P37P1;P27P4):1_Z
z z—1
(P37P2;P17P4):Z_1 (P27P3;P1,P4): >

Beweis. Wir konnten wie in der vorherigen Proposition vorgehen. Wir kénnen auch anders

argumentieren: durch eine Mébiustransformation kénnen wir annehmen dass P, = oo, Py, =

0,P; =1,s0dass Py =z = |[z,1]. Um (P, Pi; Ps, Py) = (0,00; 1, 2) zu berechnen, miissen wir die

einzige Mobiustransformation f: P'(K) — P}(K) finden mit f(0) = oo, f(c0) =0, f(1) =1 und
1

dann (0,00;1,2) = f(2). Es ist einfach zu sehen dass f(z) = - genau die M&biustransformation

die wir suchen ist. Die andere Falle sind ahnlich. O

Bemerkung 2.4.32. Die Idee des vorherigen Beweises zeigt, dass die Untergruppe der Mobius-
Transformationen, die die Elemente oo, 1,0 permutiert, die Gruppe der folgende Transformatio-
nen ist:

1
id: z+— 2z J(co0)2 = Z
1
f(01)12'—>1—2 f(ooOl)izl—)l_Z
z z—1
ool): 2 00l0): 2
f( 1)+ < S 1 f( 10) - # >

Diese Untergruppe heifit die anharmonische Gruppe und sie ist isomorph zu Gs.

Doppelverhiltnis fiir kollineare Punkte in einem projektiven Raum

Man kann auch das Doppelverhéltnis fiir vier kollineare Punkte in einem beliebigen projektiven
Raum definieren.

Definition 2.4.33 (Doppelverhéltnis von vier kollineare Punkte). Sei P(V') ein projektiver Raum
und seien Py, Py, P3, P, € P(V) vier paarweise verschiedene Punkte, die auf einer gemeinsamer
projektive Gerade L C P(V) liegen. Sei g: L — P*(K) eine invertierbare projektive Abbildung.
Das Doppelverhéltnis von Py, Py, Ps, Py ist

(P1,P2;P3,P4) = (f(Pl),f(Pz);f(P3)>f(P4))

Bemerkung 2.4.34. Das Doppelverhiiltnis ist wohldefiniert, weil, wenn ¢': L — P!(K) eine
andere invertierbare projektive Abbildung ist, dann ist f = ¢’ o g7!: PY(K) — PY(K) eine
Mobiustransformation, so dass

(9(P1), 9(P2); g(Ps), g(P1)) = (f(g(P1)), f(g(P2)); f(g(Ps)), f(9(Pa)) = (¢'(P1), g (P2); 9'(Ps), 4’ (Py))

Korollar 2.4.35. Seien P(V),P(W) projektive Raume und sei f: P(V) — P(W) eine projektive
Abbildung. Seien auch Py, Py, Py, Py € P(V') wvier kollineare Punkte. Dann

(P17P2;P37P4):(f(Pl)af(Pz);f(P3)af(P4))
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Beweis. Die Punkte Py, ..., P, liegen auf einer gemeinsame Gerade L und die Punkte f(P;), ..., f(Py)
liegen auf der gemeinsame Gerade L' = f(L). Sei g: L' — P*(K) eine invertierbare projektive
Abbildung: dann ist g o fi;: L — P'(K) eine invertierbare projektive Abbildung, so dass

(Pr, Po; Py, Py) = (g(f(P1), g(f(P2)); g(f(P3)), g(f(Py))) = (f(P1), f(Po); f(Ps), f(Py))
L]

Wir haben den Satz von Thales fiir das Teilverh&ltnis in der affinen Geometrie gesehen. Es
gibt ein analoges Ergebnis fiir das Kreuzverhéltnis: Wir geben es zunéchst fiir den Fall der
Ebene an

Satz 2.4.36 (Satz von Thales fiir das Doppelverhéltnis). Seien Hy, Hy, Hs, Hy C P*(K) paar-
weise verschiedene projektive Geraden durch einen gemeinsamen Punkt O € P*(K) und seien
L, L' CP(K) zwei Gerade die nicht durch O gehen. Seien P, = H; N L, Pl = H;N L'. Dann

(P17P2;P37P4) = (P1/7P2/7Pé7pli)

Anders gesagt: das Doppelverhdltnis ist nur abhdingig von Hy, ..., Hy und nicht von L.

Beweis. Fiir jede Q € P*(K) \ {O} die zwei Geraden L(O,Q) und L' treffen sich in einem
einzigen Punkt. Das definiert eine Abbildung

7TO7L/:P2(K)\{O}—>L/, QHL(O,Q)QL/

Diese Abbildung ist die Projektion von O nach L' und man sieht als Hausaufgabe dass die
Einschriankung To.L |1, L — L’ eine projektive Abbildung ist. Auflerdem, sehen wir, dass
mo,rr(P;) = P/ weil L(O, P;) = H, fiir alle ¢ = 1,...,4. Da das Doppelverhéltnis invariant fiir
projektive Abbildungen ist, sehen wir dass (P, Py; Ps, Py) = (P, Ps; P;, P)). H

Bemerkung 2.4.37. Der Satz von Thales in einem projektiven Raum P"(K) ist wie folgt: sei
A C P"(K) ein projektiver Unterraum mit dimension n — 2 und seien Hy, Hy, H3, H, paarweise
verschiedene Hyperebene so dass A C H;. Seien auch L, L’ C P"(K) zwei projektive Geraden so
dass LNA=L'NA=0, und seien P,=H;,NL, P/ = H;NL firi=1,...,4. Dann

(P1,P2;P3,P4) = (P1/7P2/;P?:7P41>
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Der Beweis ist dhnlich: man betrachtet die Projektion von A nach L'
TA,L - Pn(K)\A%L/, Ql—)L(A,Q)ﬁL/

und man sieht dass w1/, L — L’ eine projektive Abbildung ist, und dass ma /(P;) = P/ fiir
i=1,....4.

bbbbdbddddddd Ende Vorlesung 13.12.2024 b bbb bbb bbb s s

2.5 Ebene projektive Geometrie

Nun wollen wir einige klassische Ergebnisse der ebenen projektiven Geometrie zeigen. Zuerst
eine Definition

Definition 2.5.1 (Perspektive). Punkte Py,... P, € P*"(K) und Punkte P/,..., P, € P*(K)
sind perspektivisch beziiglich eines Punktes O € P"(K), wenn

0P, P)
=1

Bemerkung 2.5.2. Seien Py, P, P53, P, auf eine Gerade L und P[, Py, P;, P, auf eine Gerade
L’. Wenn die Punkte perspektivisch beziiglich einem Punkt O ¢ L U L’ sind, dann zeigt der

Satz von Thales, dass
<P17P2;P37P4) = (P1/7P2/’Pé7péi)

Lemma 2.5.3. Seien Py, Py, P3, Py, P; € P"(K) auf eine Gerade so dass
(Py, Py; P3, Py) = (Py, Py; Ps, Py)
Dann Py = Pj.

Beweis. Durch eine invertierbare projektive Transformation f: L — P!(K), kénnen wir an-
nehmen dass die Punkte in P!(K) sind, und durch eine Mobiustransformation, kénnen wir
annehmen dass P, = oo, P, =0, P; = 1. Dann P, = z, P, = 2/ fiir 2,2’ € K, und

JCI(P17P2;P37P4):(P17P2§P37Pzi):$/
]

Satz 2.5.4 (Satz von Pappos - Projektive Version). Seien A, B, C' drei Punkte auf einer Gerade,
und P, Q, R drei Punkte auf einer anderen verschiedene Gerade. Die drei Punkte

X = L(A,Q)NL(B,P), Y = L(A,R) N L(C, P), Z = L(B,R)N L(C, Q)
sind kollinear.

Beweis. e Mit Koordinaten: Sei O = L(A, B,C)N L(P,Q, R) der Schnittpunkt der zwei Ge-
raden. Durch eine projektive Transformation, kénnen wir annehmen dass O = [0,0, 1], A =
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[1,0,0],P = [0,1,0]. Dann B = [b,0,1],C = [¢0,1],Q = [0,¢,1],R = [0,r,1] fiir
b,c,r,q € K\ {0}.Wir kénnen nun berechnen

X=LAQ NLB,P)={y—qz=0yNn{xr —bz=0} = [b,q,1]
Y =LA R NLIC,P)={y—rz=0}N{z —cz=0} = [c,1,1]
Z=L(B,R)NL(C,Q) = {rz + by — brz = 0} N {qz + cy — cqz = 0} = [0, Yo, 20]

Wir miissen xg, 4o, 20 nicht explizit berechnen. Um zu iiberpriifen dass die drei Punkte
kollinear sind, berechnen wir die Determinante:

b ¢ =z
det [g » wo | =1(qg—7)xo—(b—c)yo+ (br —qc)z
11 20

= (qro + cyo — cqzo) — (roo + byg — brzg) =0+0=0

e Ohne Koordinaten: Seien Y' = L(P,C)N L(X,Z),Y" = L(A,R) N L(X, Z). Wenn wir
zeigen dass Y/ =Y” dann Y/ =YY" € L(P,C)NL(A,R),sodass Y =Y und Y € L(X, 7).
Wir definieren die Punkte W = L(A,P)N L(X,Z) und D = L(P,Z) N L(A, B,C),S =
L(A, Z)N L(P,Q, R). Die Punkte A, B,C, D und S, R, @, P sind perspektivisch beziiglich
Z, so dass

(A,B;C,D)=(S,R;Q, P)
Die Punkte A, B,C, D und W, X,Y’, Z sind perspektivisch beziiglich P. Auflerdem, sind
die Punkte S, R, @, P und Z,Y"”, X, W perspektivisch beziiglich A, so dass

(W, X:Y',Z) = (A, B;C,D) = (S,R;Q, P) = (Z,Y": X, W)
Die Symmetrien des Doppelverhéltnis zeigen dass (Z,Y"; X, W) = (W, X;Y", Z), so dass,
W, X5Y",2) = (W, X;Y", Z)

Das bedeutet, dass Y/ =Y” (Warum?).
[

Satz 2.5.5 (Satz von Desargues - Projektive Version). Seien A, B,C € P*(K) und A, B',C" €
P%(K) zwei Mengen von nicht-kollineare Punkte, die perspektivisch beziiglich eines Punktes O
sind. Wir nehmen an dass alle die Punkte A, B,C, A', B',C" paarweise verschiedene sind. Die
drei Punkte

X =L(B,C)N L(B’, C’), Y=L(AC)N L(A’, C’), Z =L(A,B)N L(A’, B')
sind kollinear.

Beweis. e Mit Koordinaten: Durch eine projektive Transformation, kénnen wir annehmen
dass O = [1,1,1],A" = [1,0,0],B" = [0,1,0],C" = [0,0,1]. Dann A = [a,1,1],B =
[1,0,1],C =[1,1, | fiir a,b,c € K\ {0, 1}. Wir kénnen nun berechnen

X = L(B,C)NLB,C") = {(1—b)z+ (c—1)y+(b—1)z=0}n{z=0}=[0,b— 1,1
Y=LAC)NLA,C)Y={(c-1Dz+(1—ac)y+(a—1)z2=0}N{y=0} =[a—1,0,1 — (]
Z=LAB)NLA"B)={(b-1z+(a—1)y+ (1—ab)z=0}N{z=0} =[a—1,1—b,0]
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Um zu iiberpriifen dass die drei Punkte kollinear sind, berechnen wir die Determinante:

0 a—-1 a-1
det [b—1 0 1-b]=(@—-1)1-01-¢c)+(a—1)b-1)(1—-¢)=0
l—c 1—-¢ O

e Ohne Koordinaten: Seien X' = L(B',C")NL(Y,Z) und X" = L(B,C) N L(Y, Z). Wie im
Beweis des Satzes von Pappos,wollen wir zeigen dass X' = X”. Seien M, N, P die Schnitt-
punkte von L(B, B’) mit L(A,C), L(A",C"), L(Y, Z). Wir sehen zuerst dass Z,Y, Q, X"
und A, Y, M, C perspektivisch beziiglich B sind, so dass

(Z,Y;P,X") = (A,Y; M,C).

Danach sehen wir dass A,Y, M,C und A", Y, N, C’ perspektivisch beziiglich O sind, so

dass
(A,Y;M,C) = (A, Y;N,C")

Am Ende sehen wir, dass A", Y, N,C’ und Z,Y, P, X' perspektivisch beziiglich B’ sind, so
dass
(AL Y:N,C") = (Z,Y; P, X')

Die Gleichung (Z,Y; P, X") = (Z,Y; P, X') zeigt dass X' = X"
[

Satz 2.5.6. Seien A, B,C,D € P*(K) paarweise verschiedene Punkte auf einer Gerade und
E,F,G, H € P*(K) paarweise verschiedene Punkte auf einer anderen Gerade. Seien auch

X=LAF)NLB,E), Y=L(B,G)NL(C,F), Z=LC H)NL(G,D)
Die Punkte X,Y, Z sind kollinear, genau dann, wenn
(A,B;C.D) = (E,I';G,H)

Beweis. Seien P = L(A,G) N L(C,E) und Q = L(C,G) N L(X,Y). Der Satz von Pappos
zeigt dass P € L(X,Y). Seien nun 2’ = L(G,D) N L(X,Y),Z" = L(C,H) N L(X,Y). Die
Punkte A, B,C, D und P,Y,Q, 7' sind perspektivisch beziiglich G und die Punkte E, F, G, H
und P,Y,Q, Z" sind perspektivisch beziiglich C, so dass

(A,B;C,D)=(P,Y;Q,Z"), (E,F;G,H)=(PY;Q,7")
Das bedeutet, dass
(A,B;C,D)= (E,F;G,H) < (P,Y;Q,Z2")=(P,Y;Q,Z") <— Z'=2"
und wir sehen dass Z’ = Z” genau dann, wenn Z € L(X,Y). ]
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Satz 2.5.7 (Vollstindiges Viereck). Seien A, B,C, D € P?(K) eine projektive Basis und seien

E = L(A, BNL(C, D), F = L(B,C)NL(D, A), X = L(A,C)NL(E,F), Y = L(B, D)NL(E, F)

Denn
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Beweis. Es gibt mindestens zwei Moglichkeiten: eine mit Koordinaten und eine “mehr geome-
trisch”.

e Mit Koordinaten: Projektive Transformationen schicken Geraden zu Geraden und lassen
das Doppelverhéltnis unverandert. Durch eine projektive Transformation, kénnen wir
annehmen dass

A=1[1,0,0], B=10,1,0], C =10,0,1], D =[1,1,1]

und dann L(A,B) = {z =0}, L(C,D) = {zx —y = 0}, L(B,C) = {x = 0}, L(A,D) =
{y—2=0},sodass £ =[1,1,0], F =[0,1,1] und L(F, F) ={z —y+ z = 0}. Wir sehen
auch, dass L(A,C) = {y =0}, L(B, D) = {x—z = 0} und dann X = [1,0,—1],Y = [1,2,1].
Die Punkte E, F, X,Y liegen auf der Gerade L(F, F') und die Abbildung f: L(E, F) —
PYK), [z,y,2] — [z,z] ist eine invertierbare projektive Abbildung, weil sie die Ein-
schrinkung auf L(E, F) der linearen Projektion P*(K) \ {[0,1,0]} — PY(K), [z,y, 2] —
[z, z]. Die Definition von Doppelverhéltnis zeigt dass

(B, F; X,Y) = (f(E), f(F); f(X), f(Y)) = ([1,0], [0, 1]; [1, 1], [1,1]) = (00,0; =1, 1)
Die Symmetrien des Doppelverhéltnis zeigen dass
(00,0; —1,1) = (00,0;1, 1)t = (1)t = —1.
e Ohne Koordinaten: Sei P = L(A,C) N L(B, D). Die Punkte E, F, X,Y und B, D, P,Y
sind perspektivisch beziiglich des Punktes A, so dass
(E,F;X,Y)=(B,D;PY)

Die Punkte B, D, P, Y und die Punkte F, E, X, Y sind perspektivisch beziiglich des Punktes

C',so dass
(B,D; P,Y)= (F,E;X,Y)

Die Symmetrien des Doppelverhéltnis zeigen nun, dass
<E7F7X>Y) = (FaE;X,Y)_l == (E,F;X,Y)_l
Da (E,F; X,Y) # 1, es muss sein, dass (F, F; X,Y) = —1.
n

Der Beweis des Fundamentalsatzes der projektiven Geometrie wird spéter nachgereicht

bhbbdbddddddd Ende Vorlesung 19.12.2024 b bbb bbb bbb s &

2.6 Die reelle Geometrie der komplexen (Gerade

2.6.1 Die reelle Geometrie der affinen komplexen Gerade

Wir betrachten die komplexe Zahlen C. Wenn man den Real- und Imaginérteil einer komplexen
Zahl z = x + iy, x,y € R verwendet, kann man sich C als die komplexe Ebene R? vorstellen:
die 2-Achse entspricht denn die reelle Zahlen R C C. Auflerdem, die euklidische Norm auf R?

entspricht den Betrag
2| = |z + iyl = Va? +y?
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Eine komplexe affine Transformation f: C — C hat die Form f(2) = az+b, mita € C*,b € C.
Wir schreiben
a=a +id", b=+, z=x+1iy
mit a’,a”, V', 0", z,y € R, und dann sehen wir, dass

f(2) = fx+1iy) = (d +id")(x +iy) + (b + ") = ((dx — a"y) + i(a"z + d'y)) + (b +ib")

Wir schreiben dies mit dem Real- und Imaginérteil als die Abbildung

o(f): R? — R?, (‘;) — (Z,l, _a‘f") (5) + (5:,) (2.6.1)

so dass ®(f) eine reelle affine Abbildung ist. Insbesondere

a —a”
det (a” /)=<a’>2+<a”>2=lal2>0 (2.6.2)

a
so dass ®(f) eine affine Transformation ist. Das definiert eine Abbildung
®: Aff(C) — Aff(R?), f = o(f)

Bemerkung 2.6.1. Die affine Transformation ®(f) ist einfach f, aber als Transformation auf
R? und nicht auf C gesehen. Wir kénnen auch mehr Formalismus nutzen: sei

¢: C — R?, z=x+ 1y — (z,y)

die Identifikation zwischen C und R?. Dann ®(f) = ¢ o f o ¢~'. Insbesondere ist ® ein
Gruppenhomomorphismus:

D(fog)=¢o(fog)og ™t =(pofog o(pogod™) =d(f)od(yg),
und & ist auch injektiv:
O(f) =idpe <= ¢ofop ' =idp <= f=¢ 'oidg oo =idc.

Bemerkung 2.6.2. Das Gruppenhomomorphismus @ ist aber nicht surjektiv. Das bedeutet,
dass nicht alle affine Transformationen in Aff(R?) die Form ®(f) fiir eine f € Aff(C) haben.

7.B. die affine Transformation
T s 0 1 T
Yy 1 0)\y

-1 0
det(o 1)——1<0

und das ist nicht mit (2.6.2)) kompatibel.

hat nicht diese Form, weil
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Wir kénnen aber das Bild von ® bestimmen: wir betrachten drei Arten von komplexe affine
Transformationen

ty: C—>C, z+— z+0, beC,
s :C—>C, z+—= Xz, A € Ry,
rg: C—C, zre?.z, 0 €10, 2m].

und wir wollen sie als reelle affine Transformationen betrachten:

Lemma 2.6.3. Mit der vorherigen Notation, ist ®(t,) eine reelle Translation, ®(s)) eine reelle
zentrische Streckung, und ®(ry) eine reelle Drehung mit Winkel 6 ist.

Beweis. Alles folgt aus (2.6.1): wenn b =0’ + ib”, dann ist

o () 29

eine Translation. Wir sehen auch dass

oo () (3)

= cos 6 + isinf, sehen wir, dass

T cosf —sinf x
(ro): (y> — (sin@ cos ) (y)

so dass ®(ry) eine reelle Drehung mit Winkel 6 ist. O

Endlich, wenn e

Proposition 2.6.4. Das Bild von ®: Aff(C) — Aff(R?) genau die Untergruppe von Aff(R?)
ist, die von den Translationen, den zentrische Streckungen und den Drehungen erzeugt wird.

Beweis. Wir zeigen zuerst dass die Untergruppe erzeugt von den Translationen, den zentrische
Streckungen und den Drehungen eine Untergruppe von der Gruppe ®(Aff(C)) ist. Die Formel
im Beweis des vorheriges Lemmas zeigen dass jede reelle affine Translation und jede lineare
Drehung in ®(Aff(C)) sind. Da jede Drehung eine Komposition einer linearen Drehung und einer
Translation ist, sind alle Drehungen auch in ®(Aff(C)). Die Formel im Beweis des vorheriges
Lemmas zeigen auch, dass jede lineare zentrische Streckung A - idgz mit A > 0 in ®(Aff(C))
ist. Da — Idg2 eine reelle Drehung mit Winkel 7 ist, sind jede lineare zentrische Streckung
—A-idgz, A > 0 auch in ®(Aff(C)). Dann ist jede lineare zentrische Streckung in ®(Aff(C)) und
da alle Translationen in ®(Aff(C)) sind, ist jede lineare zentrische Streckung in ®(Aff(C)).
Zum Schluss zeigen wir dass jede Transformation in ®(Aff(C)) die Komposition einer relle
Translation, einer reelle zentrische Streckung und eine reelle Drehung ist. Alle komplexe affine
Transformationen haben die Form f(z) = az + b, a € C*,b € C. Wenn wir a in der Form
a = |a|-€” schreiben, dann sehen wir dass f = t,0s)4j07g, S0 dass ®(f) = D(t,)0P(s)q)0P(rg). O

Auf diese Weise konnen wir einige Figenschaften komplexer affiner Transformationen aus
der Sicht der reellen affinen Geometrie ermitteln.
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Beispiel 2.6.5. Wir erinnern uns, dass eine lineare Transformation A: R? — R? winkeltreu ist,
wenn A den Winkel zwischen zwei Vektoren erhaltet (siche auch die Ubungsaufgabe 6.1). Eine
affine Transformation F': R? — R? F(v) = Av + w, mit A € GLy(R), w € R? heifit winkeltreu,
wenn A winkeltreu ist. Es ist leicht zu zeigen dass die Komposition von winkeltreue Abbildungen,
wieder winkeltreu ist. Ubungsaufgabe 6.1 zeigt dass eine A € GLy(R) winkeltreu ist, genau
dann, wenn A = X\ - B, mit A € R*, B € Oy(R). Insbesondere sind reelle Translationen, reelle
Drehungen und reelle zentrische Streckungen winkeltreu. Dann ist jede Abbildung in ®(Aff(R?))
auch winkeltreu.

Nicht alle winkeltreue Abbildungen sind aber in ®(Aff(C)): zum Beispiel die Abbildung in
Bemerkung ist winkeltreu, weil sie eine Isometrie ist, aber sie ist nicht in ®(Aff(R?)).

Nun wollen wir uns das Zusammenspiel zwischen komplexen affinen Transformationen und
einigen reellen geometrischen Standardkonzepten ansehen: eine reelle Gerade in C ist eine
Menge

(={z=zx+iy|ax+by =c} fir a,b,c € R, (a,b) #0

Zum Beispiel, die Menge von reelle Zahlen R C C ist eine reelle Gerade. Ein reeller Kreis in
der komplexen Ebene mit Mittelpunkt zy und Radius r € R ist die Menge

Seor ={2€C||z— 2| =1}
Der Einheitskreis ist der Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1,
St={z€eC||z|=1}.

Lemma 2.6.6. 1. Sei { C C eine reelle Gerade und sei f € Aff(C). Dann ist f({) auch eine
reelle Gerade. Auflerdem, existiert eine g € Aff(C), so dass g(¢) = R.

Y )

e

2. Sei S C C ein reeller Kreis und sei f € Aff(C). Dann ist f(S) ein reeller Kreis. Auflerdem,
ezistiert eine komplexe affine Transformation g € Aff(C), so dass g(S) = S*.

Y Y
S

O, v
NP,
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Beweis. 1. Wir kénnen die komplexe affine Transformation f als die relle affine Transforma-
tion ®(f) betrachten. Insbesondere, wissen wir dass reelle affine Transformationen reelle
Geraden nach reelle Geraden schicken. Auflerdem wissen wir, dass jede relle Translation
und reelle Drehung durch eine komplexe affine Transformation realisiert werden kann.
Durch eine reelle Translation, konnen wir annehmen, dass die Gerade ¢ durch 0 geht. Dann
kénnen wir durch eine reelle Drehung die reelle Gerade £ in die reelle Achse R bringen.

2. Wir betrachten nochmal f als die reelle affine Transformation ®(f): diese ist die Komposi-
tion einer Tranlation, einer lineare reelle Drehung und einer zentrische Streckung. Man
zeigt leicht dass Translationen und Drehungen reelle Kreisen nach reelle Kreisen schicken,
da diese Isometrien von R? sind. Wir miissen nun zeigen dass eine zentrische Streckung der
Form f(z) = A-z, A € Ry Kreisen nach Kreisen schickt. Sei S = S,,, = {z ||z — 20| =1},
dann

wE f(S,,) == fHw) €Sy, &= Nw—2|=r < |[w—A""z|=\""r
= wE Sx-1521r

Das zeigt, dass f(S.,r) = Sx-1s-1, €in reeller Kreis ist.
Wir wissen dass jede reelle Translation und jede reelle zentrische Streckung durch eine

komplexe affine Transformation realisiert werden kann: durch eine Translation kénnen wir

den Mittelpunkt 2z von S, , nach 0 bringen. Wir nehmen nun an, dass S = Sy . Dann wenn

wir die zentrische Streckung f(z) = 1z anwenden, sehen wir, dass f(Sy,) = Sp1 = S™.

' 0
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2.6.2 Die reelle Geometrie der projektiven komplexen Gerade

Wir betrachten nun die komplexe projektive Gerade als die Vereinigung von C und dem
Fernpunkt:
PY(C) = U1 U{[1,00} = {[2,1] |z € C} U{[1, 0]} = CU {oo}

Wir betrachten auch die Gruppe PG Ly(C) von alle Mébiustransformationen von P*(C). Jede
Moébiustransformation kann als gebrochene lineare Funktion dargestellt werden:

az+b

.ol 1
f:P(C) - P (C), zn—>cz+d,

a,b,c,d € C,ad —bec # 0

Insbesondere kénnen wir Aff(C) als Teilmenge von PG Ly(C) betrachten:

A(E) = POLA(C), () =as+0) (£ = 507 )

Lemma 2.6.7. Als Untergruppen von PGLy(C) gilt dass

Aff(C) = {f € PGLy(K)| f(o0) = oo}

Beweis. (C): Sei f(x) = £ € Aff(C), dann f(o0) — H _ H .

T 0z+d
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(2): Sei f(z) = £+ 50 dass

Das bedeutet ¢ = 0, so dass f(z) = %t =22 4+ 2 € Aff(C). O

Wir haben frither gezeigt, dass jede komplexe affine Transformation f € Aff(C) reelle
Geraden nach reelle Gerade schickt und reelle Kreise nach reelle Kreise. Wenn wir nicht nur
affine Transformationen, aber auch Mobiustransformationen verwenden, konnen wir reelle
Geraden in reelle Kreise verwandeln:

Beispiel 2.6.8 (Cayley-Transformation). Wir betrachten die sogenannte Cayley-Transformation:

zZ—1

1e) =

und wir wollen zeigen, dass f(R U {oc}) = S.

) )

A
NI

Wenn = € R, sehen wir, dass f(z) = i—jrz € C, weil z + 1 # 0. Auerdem

|z —i| =Va?2+1=|z+1

so dass ‘
r—i,  |r—i]

|:)3+z'| RS
Das zeigt, dass f(z) € S*. Wir sehen auch, dass f(co) =1 =1€ S

1

Dies hat Auswirkungen auf das Doppelverhéltnis:

Korollar 2.6.9. 1. Sei ¢ C C eine reelle Gerade und seien zy, zq, 23, 24 € LU {o0}. Zeigen
Sie, dass (21, z9; 23, 24) reell ist.

2. Sei S C C ein reeller Kreis und seien z1, zo, 23, 24 € S. Zeigen Sie, dass (21, zo; 23, 24) reell
15t.

Beweis. 1. Wir konnen eine komplexe affine Transformation f € Aff(C) finden so dass
f() = R. Wenn wir f als Mobiustransformation betrachten, sehen wir, dass f(oco) =
00, so dass f(£U{oo}) = R U {oo}. Da Mobiustransformationen das Doppelverhéltnis
unveridndert lassen, kénnen wir annehmen, dass z1, 29, 23, 24 € RU {o0}. Die Formeln fiirs
Doppelverhéltnis zeigen nun dass (z1, 22; 23, 24) € R.
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2. Wir kénnen eine komplexe affine Transformation f € Aff(C) finden so dass f(S) = S
Wenn wir f als Mobiustransformation betrachten, wissen wir dass das Doppelverhéltnis
unverindert ist. Dann koénnen wir annehmen, dass z;, 2, 23,24 € S'. Sein nun g €
PGLy(C) die inverse der Cayley-Transformation: wir wissen dass g(S') = RU {oo}. Dann
(21, 295 23, 24) = (9(21), 9(22); 9(23), g(2z4)) und wir haben schon gezeigt dass dieses reell ist.

O
Wir koénnen dieses Ergebnis verallgemeinern:

Definition 2.6.10 (Verallgemeinerter Kreis). Ein verallgemeinerter Kreis in P*(C) = C U {oo}
ist entweder ein reeller Kreis S C C oder eine Teilmenge ¢ U {oo}, mit ¢ C C eine reelle affine

Gerade.

Lemma 2.6.11. Seien S, S’ C PY(C) zwei verallgemeinerte Kreise. Dann existiert eine f €

PGLy(C) so dass f(S) = 5"

Beweis. Es reicht zu zeigen dass eine Mobiustransformation f existiert, so dass f(S) = RU{occ}.
Wenn S ein reeller Kreis ist, dann existiert eine affine Transformation die S nach S* schickt.
Denn schickt die inverse der Cayley-Transformation S nach R U {oco}. Wenn S = ¢ U {co}, mit
¢ eine relle Gerade, dann existiert eine affine Transformation f so dass f(¢) = R. Da f affin ist,
haben wir f(oco) = oo, so dass f({ U {oo}) = RU {oo}. O

Satz 2.6.12. Eine Mdbiustransformation f: P'(C) — PY(C) schickt verallgemeinerte Kreise
nach verallgemeinerte Kreise.

Beweis. Wir fiithren den Beweis in Schritten.

e (Affine Transformationen): Wenn f € Aff(C) wissen wir dass f Kreisen nach Kreisen
schickt. AuBerdem, sei ¢ C C eine reelle Gerade. Wir haben schon gezeigt dass f(¢) eine relle
Gerade ist, und dass f(0o) = 0o, so dass f({ U {oo}) = f(¢) U {oco} ein verallgemeinerter
Kreis ist.

e (Einschrinkung auf R U {occ}): Sei nun S C P!(C) ein verallgemeinerter Kreis und sei
f € PGLy(C). Wir wollen zeigen, dass f(S) ein verallgemeinerter Kreis ist. Es gibt eine
g € PGLy(C) so dass g(RU {o0}) = 9, so dass f(S) = (go f)(RU{oo}). Wir kénnen
annehmen, dass S = RU {oo}.

e (0 € f(RU{oo})): Insbesondere, wenn f(o0) = oo, wissen wir dass f affin ist, und dass
F(RU{oo}) = ¢ U {00} fiir eine reelle Gerade ¢. Wenn f(0c0) # oo, dann kénnen wir f
durch fot_j) ersetzen, da wir wissen, dass affine Transformationen verallgemeinerte
Kreise an verallgemeinerte Kreise senden. Wir kénnen dann annehmen, dass f(oco) = 0.
Wir wissen auch, dass es zg € C gibt, so dass f(z9) = oco. Da die Translation ¢,, R U {oco}
invariant ldsst, konnen wir f durch ¢,, o f ersetzen und annehmen, dass f(0) = oco. Dies
impliziert, dass f die folgende Form hat:

b b
fe) == =2

1
= -, b,c e C*
c-z 2z

Durch eine Komposition mit der affine Transformation z — 7z, kénnen wir annehmen,
dass

$) =+



KAPITEL 2. PROJEKTIVE GEOMETRIE 78

und fiir diese Transformation sehen wir dass f(RU{oo}) = RU {oo} ein verallgemeinerter
Kreis ist.

o (00 ¢ f(RU{oo})): in diesem Fall, sind f(o0), f(0) € C. Es gibt eine affine Transformation
g € Aff(C) so dass g(f(o0)) =0,g(f(0)) = 1. Bis zur Ersetzung von f durch f o g kénnen
wir annehmen, dass f(oo) = 0, f(0) = 1. Dann hat f die Form

d d

1
— :——f ’dECX~
/) cztd ¢ z4cd F
Durch eine Komposition mit der affine Transformation z — £z, kénnen wir annehmen,
dass
fe) = —
2z +d

Die Annahme oo ¢ f(R U {oo}) zeigt, dass x + d # 0 fiir alle x € R. Das bedeutet, dass d
nicht reell ist: d = u + iv mit u,v € R, v # 0. Da die affine Transformation ¢,: z — z 4+ u
die reelle Achse erhaltet, konnen wir f mit f ot_, ersetzen, so dass

1
2z +iv

f(z) =
Am Schluss kénnen wir leicht tiberpriifen dass f(R U {oo}) der Kreis mit Mittelpunkt -
und Radius |5 | ist: f(oo) = 0 und

1 1 = —x + v ‘_|—x—|—iv’ ’1
- o+ )2

1
= |— fiir all c R.
T+ 2w T + 22’1}’ ‘Zivl ke

]

Korollar 2.6.13. Seien 21, 29, 23, 24 € PY(C) voneinander verschieden. Das Doppelverhiiltnis
(21, 20; 23, 24) ist reel genau dann, wenn die Punkte auf einem gemeinsamen verallgemeinerten
Kreis liegen.

Beweis. Wenn die Punkte auf einem gemeinsamen verallgemeinerten Kreis liegen, haben wir
schon gezeigt dass das Doppelverhéltnis reel ist. Andererseits, sei f € PGLy(C) die einzige
Mébiustransformation so dass f(z1) = 0o, f(22) = 0, f(z3) = 1. Das Doppelverhéltnis ist denn
(21, 22; 23, 24) = f(24), und wenn f(z4) € R, dann zy, 29,23, 24 € (R U {o0}). Der vorheriger
Satz zeigt dass f~'(R U {oco0}) ein verallgemeinerte Kreis ist. O

Als Konsequenz aus dem Beweis des Satzes ergibt sich auch, dass:

Proposition 2.6.14. Jede Mdbius- Transformation ist die Komposition aus einer Translation,
einer Drehung, einer zentrischen Streckung und der Inversion:
1 1 1

t: PH(C) —» P(C), 2 =

z
Beweis. Wir wiederholen den Beweis, weil dies ein wichtiges Ergebnis ist. Sei f eine Mobiustransformation:
wenn f(oo) = oo, dann ist f affin, so dass f die Komposition von Translationen, Drehungen
und zentrische Streckungen ist. Wenn, f(0o) # oo, seien 2y = f(oo) und wy = f~(00). Dann
hat die M&biustransformation
h=t_.,0f oty
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hat die Eigenschaften h(0) = t_,,(f(wp)) = t_,,(00) = 00, und h(oco) = t_.,(f(c0)) = t_.,(20) =
0. Dann hat A die Form

b b
h = — = — .
()= 2 =2y
fir b,c € C*. Die affine Abbildung ¢(z) = g - z ist eine Komposition von Translationen,

Drehungen und zentrische Streckungen, und am Ende sehen wir, dass
f:tzoohot—wo :tzoogoLot—w—O

eine Komposition von Translationen, Drehungen, zentrische Streckungen und der Inversion ¢
ist. [

bbhbbdbdbdbddddd Ende Vorlesung10.1.2025h b b bbb bbb b & &

2.6.3 Orthogonale verallgemeinerte Kreise

Wir wollen ein bisschen mehr iiber Winkel sprechen. Seien zuerst £, m C C zwei reelle Geraden:
wir sagen, dass die zwei Gerade orthogonal sind, falls sie als Geraden in R? orthogonal sind.

Bemerkung 2.6.15. Seien ¢/, m C C zwei orthogonale reelle Geraden, und sei f € Aff(C). Dann
sind f(¢), f(m) orthogonal, da f winkeltreu ist, wenn wir sie als eine reelle affine Abbildung
interpretieren.

Definition 2.6.16 (Tangente). Sei S = 5,,, C C ein reeller Kreis mit Mittelpunkt 2z, und sei
P € S. Die Tangente an S durch P ist die einzige reelle Gerade ¢ durch P, die orthogonal zur
reelle Gerade zwischen zp und P ist.

Sei nun m C C eine andere reelle Gerade durch P. Wir sagen dass S und m orthogonal in P
sind, falls m und die Tangente ¢ orthogonal sind.

Lemma 2.6.17. 1. Fine reelle Gerade und ein reeller Kreis in C treffen sich in hdchstens
zwet Punkten, und sie treffen sich nur dann in genau einem Punkt, wenn die Gerade die
Tangente an den Kreis in diesem Punkt ist.

2. Fine reelle Gerade und ein reeller Kreis sind orthogonal,genau dann, wenn die Gerade
durch den Mittelpunkt des Kreises verlduft.

Beweis. Durch eine Translation und eine zentrische Streckung (beide komplexe affine Trans-
formationen, die die Orthogonalitét nicht andern), konnen wir annehmen dass der Kreis der
Einheitskreis S! ist. Wir kénnen nun zy € £ nehmen, so dass die relle Gerade £(0, 29) und /¢
orthogonal sind: ¢ = {2 + tv |t € R}, mit zy und v orthogonal, wenn wir sie als Vektoren in R?
betrachten. Wir kénnen auch annehmen, dass |v| = 1.

1. Wir sehen, dass |29 + tv] = 1 genau dann, wenn |z|> + ¢*|v|> = 1, und das bedeutet
t? = 1 — |2|?. Diese Gleichung hat keine reelle Losung, falls |29| > 1, zwei verschiedene
reelle Losungen falls 29| < 1 und eine Losung ¢ = 0, falls |z9| = 1. Das passiert, genau
dann, wenn die Gerade ¢ die Tangente an S* durch z; ist.

2. Die einzige Gerade, die durch einen Punkt P € S! verlduft und orthogonal zur Tangente
ist, ist die Gerade durch P und den Mittelpunkt des Kreises.
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]

Definition 2.6.18 (Orthogonale Kreise). Seien Sy, Sy € C zwei reelle Kreisen und sei P € S1N55.
Die zwei Kreisen sind orthogonal in P, falls die zwei Tangenten durch P orthogonal sind.

Lemma 2.6.19. 1. Zwei verschiedene Kreise treffen sich in héchstens zwei verschiedenen
Punkten.

2. Wenn sich zwei Kreise in einem Schnittpunkt treffen und orthogonal sind, dann treffen sie
sich auch in einem anderen Punkt und sind dort orthogonal.

Beweis. Wir kénnen wie frither annehmen, dass ein Kreis der Einheitskreis S; = S! ist. Durch
eine Drehung, kénnen wir dann annehmen dass der Kreis Sy ein Mittelpunkt zy € R> hat. Sei
auch r der Radius von Sj.

1. Wenn 29 = 0, dann r # 1 und S' NSy = (). Wenn zy # 0, sei z = o +4y. Dann z € S1N.S,
genau dann, wenn |z| = 1 und |z — x| = r. Wir kénnen beide Seiten von diese Gleichungen
quadrieren, und wir bekommen die dquivalente Gleichungen

:173—1—1—7‘2 9 m%—i—l—rQ 2
r="— pP=1-
2[E0 2ZEO

Diese Gleichungen haben keine reelle Losung, falls (zg — 1)? > r?, zwei verschiedene reelle
Losungen, falls (xg — 1)? > r2, und eine reelle Losung, falls (zo — 1)? = r?%.

2. Wenn S* und S5 in einem gemeinsamen Punkt z orthogonal sind, kann man leicht feststellen,
dass sie sich auch im Punkt Z treffen und dass sie dort orthogonal sind: die Konjugation
2 + Z ist nicht komplex affin, aber sie ist dennoch eine Isometrie, wenn man C als R?
interpretiert. Wir miissen nur zeigen, dass z # Z. Wenn dies nicht der Fall ist, dann ist
z =x € R, aber dann ist es einfach zu sehen, dass die beiden Kreise die gleiche Tangente
an dem Punkt haben miissen: die vertikale Linie {x + iy |y € R}. Dann kénnen die Kreise
nicht orthogonal zu z sein.

]

Definition 2.6.20 (Orthogonale verallgemeinerte Kreise). Seien ¢,m C C zwei reelle Geraden.
Wir sagen, dass ¢ U {oc}, m U {oo} orthogonal in oo sind, falls ¢, m orthogonal sind.

Wir wollen nun zeigen

Satz 2.6.21. Eine Mdbius- Transformation verwandelt orthogonale verallgemeinerte Kreise in
orthogonale verallgemeinerte Kreise

Idee. Diese Aussage lisst sich fiir komplexe affine Transformationen relativ leicht beweisen, da
diese orthogonale reelle Geraden auf orthogonale reelle Geraden iibertragen. Da jede Mobius-
Transformation die Komposition aus affinen komplexen Transformationen und der Inversion ist,
geniigt es, die Aussage fiir die Inversion zu beweisen. Im Falle der Inversion kénnen wir dies
tun, indem wir explizit die Bilder der verschiedenen verallgemeinerten Kreise berechnen. Das ist
der Inhalt des folgenden Lemmas:

Lemma 2.6.22. Wir betrachten die Bilder der verallgemeinerten Kreise durch die Inversion

v PHC) = PY(C),u(z) = 1:
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1. Seit = {tv|t € R} eine reelle Gerade so dass 0 € £, mitv € C*, und sei ¢’ = {s-1(v)|s €
R}. Dann
L(fU {oo}) = U {0}

Y

(U {o0})

2. Sei U eine reelle Gerade so dass 0 ¢ {, und sei zy € £, so dass £ und die reelle Gerade
m durch O und zy orthogonal sind. Dann ist 1(¢ U {oc}) ein Kreis mit 0 und 1(zy) als
Endpunkten eines Durchmessers:

((lUoo) = 81,

20),3|e(z0)]

v Y Yy
m

Q” S| ey
//// Q T - x

L L(Zé)\{(m U {oo})

3. Sei S = Sy wo| €tn reeller Kreis so dass 0 € S, und sei m die reelle Gerade durch 0 und
dem Mittelpunkt wy, so dass m NS ={0,2-wy}. Sei auch ¢ C C die einzige reelle Gerade
durch 1(2wg) und orthogonal zu t(m). Dann

1(S) =LU{x}

S Wo

~.om
2w0 h
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4. Sei S =8, ein reeller Kreis, so dass 0 ¢ S. Sei m eine reelle Gerade durch 0 und zy (m
ist eindeutig, falls zo # 0) und seien {u,v} = mnNS. Dann ist (S) ein Kreis mit v(u), t(v)
als Endpunkte eines Durchmessers:

US) = 51wy ru(w)), bofw)—w)|

Y )

W(u) - t(mU{oc})

(e
.. m ///

1

Beweis. Zuerst stellen wir fest, dass ¢=' = ¢, so dass der Beweis, dass «(S) = S’ fiir zwei
Teilmengen S, 5" C P!(C), dquivalent ist zu zeigen, dass ¢(S) C 9, 1(S") C S

1. Wir schen, dass ¢(0) = o0, t(00) = 0, und, wenn ¢ € R*, dann «(tv) = 1 - ¢(v). Das zeigt,
dass t({ U {oo}) C ' U{oo}, und der gleiche Beweis, zeigt dass (¢’ U {oo}) C £ U {00}, so
dass wir fertig sind.

2. Wir schreiben ¢ = {z + tv |t € R}, mit 2y, v orthogonal, als Vektoren in R%. Wir kénnen
auch annehmen, dass |v| = 1. Dann fiir £ € R haben wir zy + tv # 0 fiir alle t € R, und

1 1 1 220 — 29 — tv
|t(20 + tv) — St(20)] = | — s l=ls
2 20+t 2z 220(20 + tv)
Zo — tv 1 2o — tv 1

- 220(20 + tv) - 2vo| 'z + tv - 2|vo|

Die letzte Gleichung bedeutet, dass |z — tv| = |29 + tv|, und das gilt weil z; und v
orthogonal als Vektoren in R? sind, so dass |zg — tv] = 1/]20]2 + |v]? = |20 + tv|. Das
bedeutet, dass

L(0) © S514(20) Lu(z0)

und, da ¢(co) = 0, haben wir, dass t(/U{oo}) C S14(z0). Lu(z0))- Um die Gleichung zu zeigen,
kénnen wir verwenden, dass ¢(¢ U {oo}) ein verallgemeinerter Kreis ist, und dass sich zwei
verschiedene verallgemeinerte Kreise nicht in mehr als zwei Punkten treffen kénnen. Wenn
wir dies nicht verwenden wollen, koénnen wir auch direkt die Inklusion [’(S%L(zo),%‘b(z’o”) -
U {oo} beweisen. Wir sehen, dass ¢(0) = oco. Sei nun, w € S11(20), 1 u(z0)» W 7 02 Wir wollen

zeigen, dass ((w) € £.Das bedeutet, dass ¢(w) — zo orthogonal zu zq ist. Wir sehen, dass

1 1

w=—+ U= |ZO|+ZOU, mit |u| = 1.
220 2‘20’ 220‘20|

Wir rechnen auch, dass

) — zg= & —zp =z il RM Ao 2
"Tw T 4w Y 14w |20]
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Wenn wir zeigen, dass
1—
14
dann sind wir fertig, da die Skalarmultiplikation mit 7, die Drehung mit Winkel 7 ist, so
dass zp und izopy orthogonal sind. Wir sehen, dass |u/| = 1, so dass «/ = («/)~!. Dann

= 1y, yeR

I—w 1—-()"' -1 1-u
1—|—u’_1+(u’)*1_u’+1_ 1+

das bedeutet, das

=

3. Dies ist dasselbe wie Punkt (ii), wenn wir wo = 3¢(20) setzen.

4. Nehmen wir zuerst an, dass zp = 0. Dann m N S = {u, —u} fiir ein v mit |u| = r. Dann
v(u) =L u(—u) = =% und t(u) + t(—u) = 0, und [o(u) — o(—u)| = 1. Wenn z € S, dann
|u(2)] = 1 so dass 1(S) C Sp,—1. Die gleiche Argumentation zeigt, dass ¢(Sp,-1) € S, und
wir sind fertig.

Nehmen wir nun an, dass zy # 0. Wir haben dass S = {z + 7w |w € S'}, und

20 |20]20 — 20 20 |20l20 + 120
U=z2y—r—m=—"—" W=z +r—="—7""1"
|20] |20] |20] |20
so dass
v(u) = B I N L(v) = B I I
|20|20 — 720 20 |20 =71’ | 2020 + 720 20 |zl + 1
und
EN EN 2l r _ r
U ) =S h e M= ISR el =

Wir berechnen nun fiir w € S*', dass

| | 0 B £ = |z0(|zo\2 —7%) — |20/*(20 +rw)| .y —2or% — | 20| *rw |
2+rw  zp  |zo)? — 12 (z0 + Tw)z0(|20|> — 72) (z0 + rw)z0(|20|2 — 12)
= |zo| -7 | |ZO|T+|ZO|w | = " ‘|ZO|T—|—|ZO|’LU
(20 +1w)20(|2012 = 72)"  |]20]2 —72%] ' (20 +71W)
Wir miissen zeigen, dass |72 + |zo|w| = |20 + rwl. Schreiben wir 25 = w" und [z| = "
wir miissen nun zeigen, dass
lrw’ + r'w| = |r'w + rw|

Wenn wir w, w’ als Vektoren mit Norm 1 in R? interpretieren, sehen wir, dass
/ o2 2 N2 / N oo 2
lrw” + r'w|® = r® + (') + 2rr’(w, w') = |r'w + rw

Das zeigt, dass ¢(S) C S o)), L) Die gleiche Argumentation, zeigt dass
(51 ()1 (0)) 2 o)~ (w) ) € S, und wir sind fertig.
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]

Da wir das Verhalten der Inversion auf verallgemeinerten Kreisen explizit kennen, kénnen wir
explizit iiberpriifen, dass sie orthogonale verallgemeinerte Kreise in orthogonale verallgemeinerte

Kreise iiberfiihrt, aber wir tun es nicht explizit
O

bhbbdbddddddd Ende Vorlesung 14.1.20250 b d bbb bbb b s s



Kapitel 3

Hyperbolische Geometrie

3.1 Axiomatische Geometrie: Inzidenzgeometrie

Kehren wir zu unserem ersten Beispiel fiir ,,geometrische” Objekte zuriick: Punkte und Linien
in der Ebene. Unsere Sichtweise basierte auf kartesischen Koordinaten: Mit ihnen konnten wir
die affine Geometrie hauptséchlich iiber die lineare Algebra behandeln. Diese Sichtweise ist
jedoch in der Geschichte der Mathematik relativ neu, da kartesische Koordinaten erst im 17.
Jahrhundert eingefithrt wurden. Natiirlich haben die Mathematiker die Geometrie der Ebene
schon viel frither untersucht. SchlieSlich ist die zweidimensionale Geometrie selbst fiir ein kleines
Kind, das auf ein Stiick Papier zeichnet, irgendwie “natiirlich”. Aber auch wenn jeder eine
intuitive Vorstellung davon hat, was Geometrie ist, braucht die Mathematik solide und strenge
Grundlagen, um zu funktionieren. Mathematiker haben in der Vergangenheit versucht, die
Essenz dieser Intuition in Axiome zu fassen, aus denen sie iiber die Logik weitere Eigenschaften
ableiten konnten. Das berithmteste Beispiel fiir diesen Ansatz ist die Abhandlung ,,Elemente “
des griechischen Mathematikers Euklid. Dies hatte enormen Einfluss auf die Geschichte der
Mathematik.

Hier werden wir kurz die axiomatische Sichtweise nur fiir die einfachste Art der Geometrie, die
sogenannte , Inzidenzgeometrie“, diskutieren. Der Zweck der (ebenen) Inzidenzgeometrie besteht
darin, die Geometrie von Geraden und Punkten in einer Ebene durch Axiome zu formalisieren.
Schon vorher muss man sich auf eine Definition dessen einigen, was Linien und Punkte sind. Fiir
Euklid waren dies gewissermaflen ,natiirliche Begriffe* ohne eine wirklich prézise Definition.

In der moderneren Mathematik konnen wir die Sprache der Mengenlehre verwenden: der
erster Axiom ist

e Mengenpostulat: Es gibt eine Menge P, die wir Ebene nennen und bestimmte Teil-
mengen L C P die wir Geraden nennen. Die Elementen von P nenne wir Punkte.

Wir sagen dass ein Punkt P auf einer Gerade L liegt, oder dass L durch P geht, wenn
P € L. Punkte Py, ..., P, sind kollinear wenn sie auf einer gemeinsame Gerade L liegen.

Die andere zwei Axiome der Inzidenzgeometrie beschreiben die Eigenschaften die Punkten
und Geraden erfiillen miissen:

e Existenzpostulat: Es gibt mindestens drei nicht kollineare Punkte in der Ebene.

¢ Eindeutige-Gerade-Postulat: Durch zwei verschiedene Punkte P, () geht genau eine
Gerade, die wir mit L(P, Q) bezeichnen.

85
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Definition 3.1.1 (Inzidenzgeometrie). Ein Modell der Inzidenzgeometrie ist eine Ebene P
mit Geraden L C P die das Mengenpostulat, das Existenzpostulat und das Eindeutige-Gerade-
Postulat erfiillen.

Beispiel 3.1.2 (Affine Ebene A%(K)). Sei K ein Kérper. Die affine Ebene A?(K) mit den affinen
Geraden ist ein Modell der Inzidenzgeometrie.

Beispiel 3.1.3 (Projektive Ebene P?(K)). Sei K ein Kérper. Die projektive Ebene P?(K) mit
den projektiven Geraden ist ein Modell der Inzidenzgeometrie.

Beispiel 3.1.4 (Die Fano-Ebene). Die Fano Ebene besteht auf sieben Punkte und sieben
Geraden wie im Bild: die Geraden sind die Strecke und der Kreis.

P P,
P

Genauer gesagt, ist die Fano Ebene eine Menge Prano = { P, . . ., P;} mit Geraden
{P17P27P6}7 {P27P37P4}a {p17p37p5}7 {PlaP4aP7}a {P27P57P7}7 {P3aP67P7}7 {P47P57P6}'

Man sieht leicht dass die Fano Ebene ein Modell der Inzidenzgeometrie ist. Figentlich kennen wir
diesen Modell schon: es ist die projektive Ebene P?(Fy) auf den Kérper F? mit zwei Elementen.

0,0, 1]

[1,0,1] 0,1,1]

1,0, 0] 0,1, 0]
[1,1,0]

Zum Beispiel, sind die Punkte [1,0, 1], (0,1, 1],[1, 1, 0] auf der Gerade {z +y+ z = 0}. Wir sehen
aus den Bildern dass Pga,, und P? (Fy) “gleich” sind. Um das besser zu sagen, fithren wir die
folgende Definition ein:

Definition 3.1.5 (Isomorphismus von Modellen). Zwei Modellen P, P’ der Inzidenzgeometrie
sind isomorph wenn eine bijektive Abbildung f: P — P’ existiert so dass, wenn L C P, L' C P’
Geraden sind, dann sind f(L) € P’ und f~!(L’) C P auch Geraden. Die Abbildung f heifit

Isomorphismus von Modellen.
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Beispiel 3.1.6. Man sieht, dass die Abbildung f: Ppano — P*(FF3) so dass

f(Pl):[1’0>0]7 f(PQ):[()»lvO]v f(P3):[0,0,1],
f<P4):[07171]7 f(P5)2[17071]7 f(P6>:[17170]7
f(P7) =1[1,1,1]

ein Isomorphismus von Modellen der Inzidenzgeometrie ist.

87

Beispiel 3.1.7. Wir betrachten die Menge P = R U {x}, mit » ¢ R. Die Geraden in P
sind entweder die Teilmenge R oder die Teilmengen {x,t}, mit t € R. Das ist ein Modell der
Inzidenzgeometrie: durch zwei verschiedene Punkte p, ¢ € P geht eine einzige Gerade, entweder

R, falls p,q € R oder {p, ¢} falls p = x oder ¢ = x. Das zeigt auch, dass die drei Punkte 0,1, %

nicht kollinear sind.

Jedes Ergebnis, das sich nur aus den drei Axiomen der Inzidenzgeometrie ableiten lésst, gilt

fiir jedes Modell der Inzidenzgeometrie: z.B.

Beispiel 3.1.8. Sei P ein Modell der Inzidenzgeometrie:

1. Seien A, B, C' € P drei nicht-kollineare Punkte. Dann sind A, B, C' paarweise verschiedene.

Beweis. Wenn A = B, dann enthélt die Gerade L(A,C) alle drei Punkte, so dass die
Punkte kollinear sind. Die andere Félle sind &hnlich. O

. Seien A, B € P zwei verschiedene Punkte. Dann existiert ein Punkt C so dass A, B, C'
nicht kollinear sind.

Beweis. Ein Punkt C' € P ist nicht-kollinear mit A, B genau dann, wenn C' ¢ L(A, B).
Wenn solche Punkt nicht existiert, dann liegen alle Punkte auf L(A, B) aber das ist
unmoglich, da drei nicht kollinear Punkte existieren. [

. Sei A € P ein Punkt. Dann existiert eine Gerade die A nicht enthalt.

Beweis. Wir wissen dass drei nicht kollineare Punkte existieren, und wir haben gezeigt
dass drei nicht-kollineare Punkte paarweise verschiedene sind. Insbesondere existiert ein
Punkt B # A. Dann haben wir gezeigt dass ein Punkt C' existiert, so dass A, B, C' nicht
kollinear sind. Dann A ¢ L(B, C). O

. Sei L C P eine Gerade. Dann existiert ein Punkt A der nicht auf L liegt.

Beweis. Wenn ein solcher Punkt A nicht existiert, dann sind alle Punkte auf L. Das ist

unmoglich, da drei nicht-kollineare Punkte existieren.

]

Die Ergebnisse der Inzidenzgeometrie sind in der Regel einfach zu beweisen und nicht sehr
tiefgriindig, aber das ist nicht {iberraschend, da die Axiome der Inzidenzgeometrie sehr allgemein
sind. Um interessantere Geometrien zu erhalten, fiigt man weitere Axiome hinzu. Zwei wichtige

Axiome sind durch die Beispiele A?(K) und P?(K) inspiriert:
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Definition 3.1.9 (Axiomatische affine und projektive Ebene). Eine axiomatische affine Ebene
ist ein Modell der Inzidenzgeometrie mit dem folgenden zusétzliches Postulat:

e Affines Parallelpostulat: Seien L eine Gerade und P ein Punkt der nicht auf L liegt.
Dann existiert eine einzige Gerade L’ durch P, die disjunkt von L ist.

Eine axiomatische projektive Ebene ist ein Modell der Inzidenzgeometrie mit dem folgenden
zusétzliches Postulat:

e Projektives Parallelpostulat: Seien L eine Gerade und P ein Punkt der nicht auf L
liegt. Dann existiert keine einzige Gerade L' durch P, die disjunkt von L ist.

Beispiel 3.1.10. Sei K ein Kérper: dann ist die affine Ebene A%(K) auch eine axiomatische
affine Ebene und ist die projektive Ebene P?(K) auch eine axiomatische projektive Ebene. Nicht
alle affine und projektive Ebene haben diese Form, wie das folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 3.1.11. Sei P = RU {x} wie frither. Zwei verschiedene Geraden in P haben entweder
die Form {x,t}, {x, s}, mit s,t € R, s # t, oder die Form {%,¢},R, mit ¢ € R. In beide Fille,
treffen sie sich in genau einem Punkt. Das zeigt, dass P eine axiomatische projektive Ebene ist.
Ist P isomorph zu einer projektive Ebene mit der Form P?(K), fiir ein Kérper K? Die Antwort ist
Nein. Zwei projektive Geraden in P?(K) haben eine Bijektion zu P'(KK). Insbesondere, haben sie
die gleiche Méchtigkeit. Die Geraden {x,0} und R in P haben aber verschiedene Méchtigkeiten.

Andere und interessantere Beispiele von axiomatische affine und projektive Ebene, die nicht in
der Form A?(K) oder P?(K) vorliegen, sind affine und projektive Ebenen iiber den Quaternionen
oder exotischere Beispiele wie die Moufang-Ebene. Es gibt auch verschiedene Beispiele fiir
endliche axiomatische affine und projektive Ebenen, die nicht aus endlichen Kérpern stammen.
Aus Zeitgriinden werden wir diese Beispiele in diesem Kurs nicht weiter behandeln. Wir wollen
jedoch ohne Beweis den folgenden wichtigen Satz aufstellen.

Satz 3.1.12. Eine aziomatische projektive Ebene P ist isomorph zu eine projektive Ebene P*(K)
iber einem Koérper K genau dann, wenn der Satz von Pappos in P gilt.

Wir wollen nun untersuchen, was passiert, wenn wir das Parallelpostulat in eine andere
Richtung &ndern.

bbbbbdbdddddd Ende Vorlesung16.1.2025h bbb bbb bbb &b &

3.2 Die Hyperbolische Ebene

Definition 3.2.1 (Axiomatische hyperbolische Ebene). Eine axiomatische hyperbolische Ebene
ist ein Modell der Inzidenzgeometrie mit dem folgenden zusétzliches Postulat:

e Hyperbolisches Parallelpostulat: Seien L eine Gerade und P ein Punkt der nicht
auf L liegt. Dann existieren mindestens zwei verschiedene Geraden L', L” durch P, die
disjunkt von L ist.

Beispiel 3.2.2 (Poincaré-Halbebene-Modell der hyperbolische Ebene). Die Poincaré-Halbebene-
Modell der hyperbolische Ebene ist die Menge

H={zeC|Imz>0}={r+wy|zeR,yec R}
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wir setzen auch OH := R U {oco} C P!(C) (betrachten Sie, dass OH N H = @). Die hyperbolische
Geraden sind entweder vertikale affine reelle Halbgeraden

W, ={zeH|Im(z) =z} ={z+iy|ly>0} zeR,
oder Halbkreisen mit Mittelpunkte auf der reelle Achse
hSpyr = {2z €H||z —zo| =7} ={z+iy|(z —xz0)* + > =1} 30 € R, 7 € Ry,

Anders gesagt, Die hyperbolischen Geraden sind die Schnittmenge von H mit den verallgemei-
nerten Kreisen in P'(C), die orthogonal zu H sind.
Wir iiberpriifen die drei Eigenschaften einer axiomatischer hyperbolischer Ebene:

e Findeutige-Gerade-Postulat: Seien z1,z, € H zwei verschiedene Punkte. Wir miissen
iiberpriifen dass diese zwei Punkte auf eine einzige gemeinsame hyperbolische Gerade
liegen. Wir schreiben z; = x1 + iy1, 29 = 2 + iys und wir betrachten zwei Féllen:

Falls 1 = x5, dann liegen die zwei Punkte auf eine einzige vertikale Halbgerade. Nehmen
wir an, dass die Punkte auf einem Halbkreis mit Zentrum xy € R liegen. Dann

(21 — @0)” + yi = (z2 — m0)* + 43

so dass y? = y3 und dann y; # yo. Das ist unmoglich, da z; # z,.

Falls 21 # x5 dann liegen die zwei Punkte auf keiner gemeinsame Halbgerade. Wir wollen
zeigen dass die zwei Punkte auf einem einzigen gemeinsame Halbkreis liegen: um den
Mittelpunkt des Halbkreises zu finden, wollen wir xq € R bestimmen so dass

|Zl - .To‘ = ’22 — .’L'()‘.
Wir kénnen beide Seiten quadrieren und wir bekommen:

(21 — @0)* + yi = (z2 — 30)* + 13

= 2%+ xf — 2n0 + Y§ = a5 + 35 — 22070 + Y5

= 29 — x1)00 = 25 — % + Y5 — U}

1 /22— 22 2,2
éixoz—(z 1+yz Y1 ‘
2\zy—21 x9— 1

Das zeigt, dass x( eindeutig ist. Dann ist der Radius r = |z; — x| auch eindeutig.

o Kristenz-Postulat: Nehmen wir zwei Punkte auf einer gemeinsame vertikale Halbgerade,
z2.B. 21 =1, 29 = 21, und einem Punkt z3 der nicht auf diese Halbgerade liegt, z.B. z3 = 1+1.
Die einzige hyperbolische Gerade die z1, z9 enthélt, enthélt z3 nicht. Dann sind zq, 25, 23
nicht kollinear.

e Hyperbolisches Parallelpostulat: Nehmen wir eine vertikale Halbgerade ht, = {a+ib|b > 0}
und einem Punkt z = x + iy der nicht auf hf, liegt, so dass x # a. Die Halbgerade hl,
geht durch z und ist disjunkt von hf,. Wir kénnen auch viele Halbkreise hS;, , finden
die z enthalten und disjunkt von A/, sind. Ein Halbkreis, der durch z geht ist von dem
Mittelpunkt zy bestimmt. Wir miissen dann xy € R finden so dass

(a—0)* + 0> # (. — 70)* + 97, fir alle b > 0
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Das ist dquivalent wie frither zu

1 /22 — 2 2 _p2
xo%§<x .Y ), fiir alle b > 0.

T —a Tr—a

und wir konnen unendliche viele xy mit dieser Eigenschaft finden.

Sei nun hS,, ein Halbkreis und z = 2 +iy ¢ hS.,. Wir kénnen unendliche viele Halbkreise
hS4 |we—=| finden, die durch z gehen und disjunkt von AS,, sind: wir betrachten zwei Fille:

e (|z —¢| < r): wenn der Mittelpunkt zy sehr néh zu c ist, dann sind wir fertig: sei
To € Rmit |zg—c| < ¢, fiir ein € > 0, so dass 2¢ < 7 —|z—c|. Sei auch w € hSy z—»|
so dass |w — xo| = |z — xo|. Dann

|lw—c| = Jw—zo+zo—C| < |[W—x0|+|T0—C| = |2—20|F+|T0—C|] < |2—C|+2|T0—C < |2—C|4+2 < 7.

e (|z —¢| > r): wenn der Mittelpunkt zy sehr néh zu c ist, dann sind wir fertig: sei
zo € R mit |zg — ¢| < e, fiir ein € > 0, so dass 2¢ < |z — ¢| — r. Dann

w = = [w =m0 + 20 — €| > ||w = 20| = [0 —cf| = ||z = wo| = |0 — €|

Wir sehen nun, dass |z — x| > ||z — ¢| — |zg — ¢|| und |z —¢| > 2 + 1 > |zg — ¢, sO
dass

|lw—c| > ||z—xo| —|zo—C¢|| = |z —20| = |x0—C| > |z —¢| =2|xg—C| > |2 —C| =26 > 1.

Beispiel 3.2.3 (Poincaré-Scheibe-Modell der hyperbolische Ebene). Die Poincaré-Scheibe-
Modell der hyperbolische Ebene ist die Einheitsscheibe

D={zeC||z| <1}

Wir setzen auch 0D = S!. Die hyperbolische Geraden in diesem Modell sind die Schnittmengen
von D mit den verallgemeinerten Kreisen in P*(C), die orthogonal zu 9D sind: sie sind entweder
die Sehnen von S* durch 0 oder die Kreissegmenten die auf einem Kreis der orthogonal zu 0D
ist, liegen.

Wir konnten direkt beweisen, dass dieses Modell die Axiome einer axiomatischen hyper-
bolischen Ebene erfiillt, aber wir werden einen anderen Weg einschlagen. Betrachten wir die
Cayley-Transformation und ihre Inverse

1+w
1—w

M,M~*: P*(C) — PY(C), M(z) = ' M Y w) =i

Wir wissen schon dass M (0H) = oD.

Lemma 3.2.4. Die Einschrinkung My: H — D ist eine Bijektion die Geraden im Poincare-
Halbebene-Modell zu Geraden im Poincare-Scheibe-Modell schickt, wihrend M[Dl Geraden im
Poincare-Scheibe-Modell zu Geraden im Poincare-Halbebene-Modell schickt.
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< 1.

Beweis. Sei z =z 41y € H, so dass y € R.y. Denn
z—i,Q m—i—i(y—1)|2_x2+(y—1)2_x2+y2—|—1—2y

|z+i :UH4@+¢> 22+ (y+1)2  224+y2+1+2y
Das zeigt, dass M (H) C D. Wir zeigen nun, dass M (D) C H: sei w € D, dann

14+w 1+w 1-—
M1 = =4 .
W) =i = 1

v (I+w(l-—w) w-—w+(1-|wP)
w |1 —w|? 11— w|?

Der Imaginirteil von M~ (w) ist — - (1 — [w|?) > 0, so dass M ~*(w) € H. Das zeigt, dass

[1=fwl?|

Mpg: H —D

eine Bijektion ist.

Die Cayley-Transformation und ihre Inverse sind also Bijektionen zwischen H und D und
zwischen OH und 0D. Da es sich um Mo6bius-Transformationen handelt, schicken sie orthogo-
nale verallgemeinerte Kreise zu orthogonalen verallgemeinerten Kreisen. Also schicken sie die
hyperbolischen Geraden in H in hyperbolische Geraden in D und umgekehrt. [

Da die hyperbolischen Geraden in H die Axiome einer axiomatischen hyperbolischen Ebene
erfiillen, muss dies auch fiir die Geraden in D gelten. Das zeigt, dass D ein axiomatische
hyperbolische Ebene ist, und dass die Cayley-Transformation M : H — ID ein Isomorphismus
von Modellen der Inzidenzgeometrie ist.
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Beispiel 3.2.5 (Beltrami-Klein-Modell der hyperbolische Ebene). Der Beltrami-Klein-Modell
der hyperbolische Ebene ist die Einheitsscheibe

B={zecC||z| <1}

Wir setzen auch OB = S'. Die hyperbolische Geraden in diesem Modell sind die Sehnen von OB.

Wir wollen priifen, ob es sich tatséchlich um eine axiomatische hyperbolische Ebene handelt.
Die Postulate in diesem Modell sind recht einfach direkt zu iiberpriifen. Wir werden jedoch das
Poincare’sche Scheibenmodell durchgehen. Wir betrachten also die Abbildung

}_>2w
1+ |w?

Lemma 3.2.6. Die Abbildung F induziert eine Bijektion Fip: D — B. Die Abbildung Fp schickt
Geraden im Poincare’schen Scheibenmodell zu Geraden im Bertrami-Klein-Modell, wihrend F|]5)1
Geraden im Bertrami-Klein-Modell zu Geraden im Poincare’schen Scheibenmodell schickt.

F.C—C, w

Beweis. Sei w € D, so dass |w| < 1. Wir wollen zeigen, dass

2l
F =
F(0)] = T

und das ist dquivalent zu 2|w| < |w|? 4+ 1, was dquivalent zu (Jw| — 1)? > 0 ist. Das zeigt, dass
F(D) € B und um zu sehen dass Fjp: D — B bijektiv ist, konnen wir direkt sehen, dass die
inverse Abbildung die folgende ist:

u

T+ I[P

Fpl'iB—D,  uw
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Wir zeigen nun, dass F' hyperbolische Geraden im Poincare-Modell D in Geraden im Beltrami-
Klein-Modell B iiberfiithrt. Man beachte zunéchst, dass F' sich bei reellen Drehungen gut verhélt:
Wir kénnen reelle Drehungen in C als Multiplikationen mit einer komplexen Zahl e? modellieren
und sehen, dass

e w 0 w

=e? —— =’ F(w)

F 0 — : .
(€)= Tl TP 1+ w]?

Daher entsprechen Drehungen in D den gleichen Drehungen in B iiber F'. Da hyperbolische
Geraden in beiden Modellen durch Drehungen erhalten bleiben, geniigt es zu zeigen, dass F
eine gedrehte hyperbolische Gerade in D zu einer hyperbolischen Gerade in B schickt.

Wenn wir eine hyperbolische Gerade in D nehmen, kénnen wir sie so drehen, dass sie
orthogonal zur reellen Achse ist. Eine Moglichkeit ist dann, dass es sich um einen vertikalen
Durchmesser handelt: D NiR = {iy |y € (—1,1)}, so dass

2y
1+ y?

FDNiR) ={F(iy)ly € (-1,1)} ={i ly e (=1,1)} =BnNR
und das ist eine hyperbolische Gerade in B.

Die andere Moglichkeit, ist dass wir ein Kreissegment von einem Kreis mit Mittelpunkt auf
der reelle Achse haben. Sei xy € R der Mittelpunkt. Der einzige Kreis mit Mittelpunkt x, der
orthogonal zu S* ist, muss S* in den Punkten w = x + iy € S* so schneiden, dass w — zy und w
orthogonal sind: das bedeutet

_ 2 _ 2 4,2 _ T :mi
z(x — ) +y "ty TTo 0 1
2% + 9P =1 2+ =1 y ==+/1—-=

Dies ist dann der Kreis S = Sxo’ Ja mit Mittelpunkt z¢ und Radius /23 — 1 (insbesondere
xg < 1). Sel w =z + iy € S: das bedeutet

(x—20)?+ 9y =a] -1 <= 2 +y* +1=2z02

so dass ,
2w 20 +i42y  2x .2y 1 Y

_ - ——

F = = =
(w) L+ w? 1+224y% 2z ZQ:ch To  TTp

Man kann dann leicht zeigen, dass F'(DN.S) die Sehne zwischen x—lo +i,/1— - und x—lo —i /1 — =%
0 0

ist.
Dies zeigt, dass Fp hyperbolische Geraden in I zu hyperbolischen Geraden in B schickt.
Etwas Ahnliches gilt fiir F‘ﬁl. O

Dieses Lemma zeigt, dass Fjp ein Isomorphismus zwischen zwei Modellen einer axiomatischen
hyperbolischen Ebene ist.

Beispiel 3.2.7 (Minkowski-Hyperboloid-Modell der hyperbolische Ebene). Das Minkowski-
Hyperboloid-Modell der hyperbolische Ebene ist die Menge in R?

M= {(2,y,2) € R*|2® +y* = 2> — 1,2 > 0}
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Die hyperbolische Geraden sind die nicht-leere Schnittmengen von M mit den Ebene in R? die
durch 0 gehen:
MNH = {(2,y,2) ER*|2* +y* =2 — Lax + by + c2 = 0,2 > 0}

fiir (a,b,c) € R3\ {0}, so dass M N H # (). Um zu priifen, ob es sich um ein Modell der
hyperbolischen Ebene handelt, werden wir eine Isomorphie dieses Modells mit dem Scheiben-
modell von Poincare herstellen. Wir konstruieren es so: wir konnen die Poincare-Scheibe als
D = {(z,y,0) | 2% + y* < 1} betrachten. Dann nehmen wir den Punkt Py = (0,0, —1), und fiir
jedes P = (x,y,0) € D betrachten wir die affine Gerade zwischen Py und P:

L(Py, P) = {(tz, ty,t — 1) |t € R}
Der Schnittpunkt dieser Linie mit M ist ein einzelner Punkt

2 2y 1+x2+y2)

L(FPy,P)NM =
(Fo, P) (1—x2—y2’1—x2—y2’1—x2—y2

und das definiert eine Abbildung

2 2 1 2 2
G: D — M, (x,y,0)|—>< * i e —|—y)

1—a2— g2 1—a2 — g2 1 — 22 — 2
Diese Abbildung ist invertierbar: Um die Inverse zu berechnen, nehmen wir einen Punkt ) € M,

betrachten die Linie zwischen () und F und nehmen den Schnittpunkt mit . Man kann
berechnen, dass dies die folgende Abbildung definiert:

_ Ty
G'M—D — 0
% ) (a:?y?Z) '—> (1+Z7 1+Z7 )

Lemma 3.2.8. G sendet hyperbolische Linien in D zu hyperbolischen Linien in M und G~!
sendet hyperbolische Linien in M zu hyperbolischen Linien in D.

Beweis. Wie im vorigen Fall ist das, was wir zeigen miissen, invariant fiir Translationen, dieses
Mal um die z-Achse. Wenn wir also eine hyperbolische Gerade S in D nehmen, konnen wir
durch eine Translation annehmen, dass sie orthogonal zur x-Achse ist. Eine Moglichkeit ist, dass
dies der Durchmesser orthogonal zur z-Achse ist:

S ={00,5,0)]y € (=1,1)}

so dass ) ) )
Y +y
G(S) {(0,1_y2,1_y2)\y€( ,)} N{z =0}

Die andere Moglichkeit ist, dass S ein Segment eines Kreises mit Mittelpunkt (xg,0,0) und
Radius /23 — 1 ist, fiir zy > 1: wenn (z,y,0) € S, dann 2* + y* = 22z — 1, so dass

G(m7y70):< z y -~ )

1—axy 1 —axy 1 — 220
und dann kann mann leicht zeigen, dass
G(S)=Mn{z=uxy-2}

Dies zeigt, dass G hyperbolische Geraden in D) zu hyperbolischen Geraden in M schickt. Etwas
Ahnliches gilt fiir G™1. O
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Dieses Lemma zeigt, dass Fjp ein Isomorphismus zwischen zwei Modellen einer axiomatischen
hyperbolischen Ebene ist.
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3.3 Hyperbolische Abstand

Wir wollen nun einen hyperbolischen Abstand oder Distanz in den zwei Poincaré modellen H
und D definieren. Wir wollen zuerst alle Mobiustransformationen die diese Modellen erhalten
analysieren:

Proposition 3.3.1. Sei f: P}(C) — P!(C) a Mdbiustransformation.
1. Falls f(H) =H, dann
_az+b

f(Z)—m,

Fiir alle diese Transformationen gilt, dass f(OH) = OH und, wenn S C H eine hyperbolische
Gerade ist, dann ist f(S) auch eine hyperbolische Gerade.

mit a,b,c,d € R,ad — bc > 0

2. Falls, f(D) =D, dann

zZ 4+ a
f(z)_uaz+1’

Fiir alle diese Transformationen gilt, dass f(0D) = 0D und, wenn S C H eine hyperbolische
Gerade ist, dann ist f(S) auch eine hyperbolische Gerade.

mitu € S',a €D

Beweis. 1. Der entscheidende Punkt ist, dass eine solche Mobius-Transformation OH auf OH
abbilden muss. Man konnte dies durch Stetigkeit beweisen, aber wir nehmen einfach an,
dass dies wahr ist. Das bedeutet, dass f(R U {oo0}) = RU {00}, so dass

az+0b
J2) = cz+d
Sei nun z = x + iy € H. Dann
flotiy) = a(x +iy) +b _ (ax+b) +iay  ((ax +b) +iay)((cx + d) — icy)
clz+iy)+d (cx+d)+icy |(cx + d) +icy|?
(ax +b)(cx +d) —acy*  ay(cx + d) — cy(azx + b)
= - +1 ;
(co+d) + icyP (et d) + icyP
_(az+b)(cx+d)—acy®* . (ad—be)y
T (cx+d) +icyP? ez + d) + icy?
und wir sehen dass f(x + iy) € H genau dann, wenn ad — be > 0.

mit a,b,c,d € R ad —be # 0

Nehmen wir zum Schluss an, dass S eine hyperbolische Linie in H ist. Dann ist S’ = SNH,
wobei S C P!(C) ein verallgemeinerter Kreis ist, der orthogonal zu OH ist. Wir wissen,

dass f orthogonale verallgemeinerte Kreise zu orthogonalen verallgemeinerten Kreisen
schickt, so dass f(S) und f(0H) = 0H H noch orthogonal sind. Dann

f(8)=f(S)NH) = f(S)NH

eine hyperbolische Gerade.
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2. Sei M(z) = 2 die Cayley-Transformation, so dass M (H) = D und sei f eine Mgbiustransformation

so dass f(D) =D. Dann g = M~ o f o M hat die Eigenschaft dass g(H) = H, so dass
az+b
9(2) = cz+d

mit a,b,c,d € R,ad — bc > 0. Dann kann man f = M o g o M~! berechnen und zeigen
dass f die Form die wir wollen hat. Die Aussage iiber hyperbolische Geraden kann man

wie im Punkt (i) beweisen.
0

Lemma 3.3.2. 1. Seien P, Q) € H zwei Punkte. Dann existiert eine Mobiustransformation f
so dass f(H) =H und f(P) = Q.

2. Seien P, Q) € D zwei Punkte. Dann existiert eine Mébiustransformation f so dass f(D) =D
und f(P) = Q.

Beweis. 1. Nehmen wir zuerst an, dass () =i und dass P = a + ib mit a € R,b € Ry(. Die
affine komplexe Transformation f(z) = b~!(z — a) erhaltet H und f(P) = b=1(ib) = i.
Wenn () # 7, dann existieren Mobiustransformationen f, g, die H erhalten und so dass
f(P)=1i,9(Q) =1i. Dann go f~! ist eine Mobiustransformation mit der Eigenschaft die
wir wollen.

2. Sei M die Cayley-Transformation, so dass M (H) = D und M (0H) = 0D. Seien P’ =
M=(P),Q' = M~Y(Q). Punkt (i) zeigt dass eine M&biustransformation f die H erhaltet
und so dass f(P) = Q existiert. Dann ist g = M o f o M~ ist eine Mbiustransformation

mit der Eigenschaft die wir wollen.
O

Definition 3.3.3 (Idealpunkte). Sei S eine hyperbolische Gerade in H oder D. Diese Gerade
ist teil eines verallgemeinertes Kreises S C P!(C) und S trifft 9H oder 9D in zwei verschiedene
Punkte. Diese Punkte sind die Idealpunkte von der hyperbolischen Gerade S.

Bemerkung 3.3.4. Sei S C H eine hyperbolische Gerade und sei f eine Mébiustransformation
so dass f(H) = H. Sei S der verallgemeinerter Kreis der S enthilt und seien {P*, Q*} = SN OH
die Idealpunkte von S. Wir wissen dass f(S) eine hyperbolische Gerade ist, und deren Idealpunkte
sind f(S)NOH = f(SNOH) = {f(P*), f(Q*)}. Das zeigt, dass f Idealpunkte von S nach
Idealpunkte von f(S) schickt.

Ein dhnlicher Beweis gilt fiir Mébiustransformationen die D erhalten und fiir hyperbolische
Geraden in . Endlich ein dhnlicher Beweis, zeigt auch dass, wenn S C H eine hyperbolische
Gerade mit Idealpunkte P*, Q* ist, und wenn M : H — D die Cayleytransformation ist, dann
sind M (P*), M(Q*) die Idealpunkte von M (S) C D.

Lemma 3.3.5. Seien P, () zwei verschiedene Punkte in H oder D und sei S die hyperbolische
Gerade zwischen P,(Q). Seien P*,Q* die Idealpunkte von S. Dann

(P,Q;P,Q") >0 wund (P,Q;Q",P*) >0

Beweis. Alle Punkte P,Q, P*,Q* sind in einem verallgemeinerten Kreis in P!(C), so dass
(P,Q;Q*, P*) € R\ {0, 1} reell ist. AuBerdem, sehen wir, dass (P, Q; P*,Q*) = (P, Q; Q*, P*)~!
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so dass ein ist positiv genau dann, wenn der anderer positiv ist. Nehmen wir zuerst an, dass P, () €
D. Es gibt eine Mébiustransformation f so dass f(ID) = D und f(P) = 0. Dann (P, Q; P*,Q*) =
(f(P), f(Q); f(PY), f(QF)) und die f(P*), f(Q*) sind die Idealpunkte der hyperbolischen Gerade
zwischen f(P) und f(Q). Wir kénnen dann annehmen, dass f(P) = 0. Es gibt nun eine Drehung
re so dass 19(Q) = |Q| € Rg. Da diese Drehung eine Mobiustransformation die D erhaltet
ist, konnen wir annehmen, dass Q = |Q| € R.o. Die entsprechende Idealpunkte sind nun
P*=-1,Q*=1und

_1-1Q
I+ Q

Das zeigt die Aussage, wenn P, Q) € D. Falls P, Q) € H, betrachten wir die Cayleytransforma-
tion M: dann sind M (P*), M(Q*) die Idealpunkte der hyperbolische Gerade in D zwischen
M(P), M(Q), so dass

<Oa Q; P*7Q*) = (07 |Q|7 _17 1) >0

(P,Q; P, Q%) = (M(P), M(Q); M(P"), M(Q%)) >0
da wir die Aussage in D schon bewiesen haben. O]

Definition 3.3.6 (Hyperbolischer Abstand). Seien P, ) € H zwei verschiedene Punkte und sei
S die hyperbolische Gerade zwischen die zwei Punkte. Seien auch P*, Q* die Idealpunkte von S.
Wir definieren

du(P, Q) = [log(P, Q; P*,Q")]

Wenn P = (@), setzen wir

Eine dhnliche Definition gilt fiir den hyperbolischen Abstand in D: seien P,QQ € D zwei
verschiedene Punkte und sei S die hyperbolische Gerade zwischen die zwei Punkte. Seien auch
P* Q)* die Idealpunkte von S. Wir definieren

dp(P, Q) = |log(P, Q; P*, Q)]

Wenn P = (@), setzen wir

dp(P,P) =0

Bemerkung 3.3.7. Der Abstand ist wohldefiniert, weil (P, Q; Q*, P*) > 0. AuBerdem spielt
die Reihenfolge, in der wir die idealen Punkte nehmen, keine Rolle, da

[log(P, Q; P*,Q")| = |log(P,Q; Q", P*) | = | = log(P, Q; Q", P*)| = [log(P, Q; Q", P")|
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