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Aufgabe 4: Eine nicht vollstindige Metrik auf R
Finden Sie eine Metrik d auf R so, dass (R, d) nicht vollstandig ist.

Hinweis: Konstruieren Sie eine Metrik, bzgl. derer x,, = n eine Cauchy-Folge ist. Dabei hilft Thnen
beispielsweise eine injektive Abbildung von R nach (—1, 1) und Beispiel 1.7 (e) aus der Vorlesung.

Aufgabe 5: Konvergenz in metrischen Riaumen

Sei (X, d) ein metrischer Raum und R"™ versehen mit der euklidischen Metrik.

(a) Zeigen Sie: Eine Folge (z,) in X konvergiert genau dann gegen a € X (gemifl Definition
1.22 aus der Vorlesung), wenn

Ve>0 INeN Vn> N: d(z,,a) <e.

(b) Zeigen Sie: Eine Folge (x,) in R™ konvergiert genau dann gegen a € R™, wenn jede Kompo-
nentenfolge (z,;) in R gegen a; konvergiert, also

lim z,; =a; firallej=1,... n.
V—00

Aufgabe 6: Inneres und Rand

Zeigen Sie ausgehend von Definition 1.19 aus der Vorlesung:
(a) Y ist die Menge der inneren Punkte von Y.

(b) Ein Punkt x € X ist genau dann Randpunkt von ¥ C X, wenn jede Umgebung von z
sowohl einen Punkt aus Y als auch einen Punkt aus X\Y enthélt.

(¢) Bestimmen Sie das Innere und den Rand von

M :=[0,1]\ {2 |n e N}.

Aufgabe 7: Stetige Funktionen auf metrischen Raumen

Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Raume und R" versehen mit der euklidischen Metrik.

(a) Eine Abbildung f : X — Y heifit Lipschitz-stetig, falls es ein L € R gibt, so dass
dy (f(a), f(b)) < Ldx(a,b)  fiir alle a,b € X .
Zeigen Sie, dass jede Lipschitz-stetige Funktion stetig ist.

(b) Zeigen Sie: Eine Abbildung f : X — R", = — f(z) = (fi(z),..., fu(x)), ist genau dann
stetig, wenn alle f; : X — R, i =1,...,n, stetig sind.

Hinweis: Verwenden Sie die Resultate aus Aufgabe 5 und die Tatsache, dass es nach Proposition 2.6
geniigt, die Folgenstetigkeit der jeweiligen Funktionen nachzuweisen.



Aufgabe 8: Der Abstand zu einer Menge
Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir jede Teilmenge 7' C X definieren wir die Abbildung

dr : X = R, dp(z) :=inf{d(z,y)|y € T}.

(a) Zeigen Sie, dass T = {x|dr(z) = 0}.

(b) Zeigen Sie, dass dr stetig ist.

Abgabe: Bis Montag 30.4. im Briefkasten Thres Tutors im 3. Stock des C-Baus.



