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1 Vektorraume

1.1 Beispiel. Die Menge der n-Tupel reeller Zahlen

R" := {(z1,22,...,2,) |z; € R}

Definiert man die Summe zweier Elemente aus R™ durch

(x17x27"'7xn)+(y17y27"'7y71) = <x1+y1ax2+927--~7$n+yn)7

so erhélt man wieder ein Element aus R™. Ebenso erklirt man fiir « € R und (z1,...,z,) € R"
die Multiplikation

a(zy,...,zpn) = (ax1,ax9,...,az,) € R"

komponentenweise.

Die Rechenregeln fiir reelle Zahlen implizieren sofort die entsprechenden Regeln fiir die Rechen-
operationen im R”. Fiir die Addition gilt:

(1) (r+y)+z=xz+(y+z2) Vr,y,zeR" (Assoziativgesetz)

(2) r+y=y+ux Vr,y € R (Kommutativgesetz)
(3) r+0==x Vz € R"und 0 := (0,...,0) (Existenz der Null)

(4) x+(—z)=0 Ve € R"und — z := (—x1,...,—2p) (Existenz des Inversen)

Fiir die Muliplikation mit reellen Zahlen gilt:

(5) a(fz) = (af)z VreR" a,feR
(6) lz=x Ve € R"

Weiterhin sind Addition und Multiplikation “vertréglich”:

(1) alz+y)=ar+ay Vre,yeR", aecR  (Distributivgesetz 1)
®8) (a+plr=ar+pr VYreR" a,fecR (Distributivgesetz 2)

1.2 Beispiel. Die Menge der komplexwertigen stetigen Funktionen auf [0, 1]

C([0,1]) :={f : [0,1] — C| fist stetig}

Definiert man die Summe zweier Funktionen f, g € C([0,1]) durch

(f +9)(x) = fx) + g(x) vz €0,1]

so erhélt man wieder ein Element aus C([0,1]). Ebenso erkldrt man fiir « € C und f € C(|0, 1])
die Multiplikation

(af)(z) :=af(x) Vz € [0,1]

punktweise. Auch fiir C([0,1]) gelten die acht Rechenregeln, die wir fiir R™ gefunden haben. Es
bezeichne 0 die Funktion 0(x) = 0 fir alle x € [0, 1] und fiir f € C([0, 1]) sei —f := (—1)f. Dann
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(

(1) (f+g)+h=f+(g+h)
(2) f+g=9+f

(3) f+o=f

(4) f+(=f)=0
(5)
(6)
(7)

(

Assoziativgesetz)
Kommutativgesetz)
Existenz der Null)
Existenz des Inversen)

o~~~ A~~~

a(Bf) = (ap)f
If=7f
alf+g9)=af +ag (Distributivgesetz 1)
8) (a+pB)f=af +5f (Distributivgesetz 2)

Zumindest beziiglich dieser acht Regeln verhalten sich also Funktionen wie n-Tupel von Zahlen.
Wir hédtten genausogut differenzierbare oder einfach ganz beliebige Funktionen betrachten kénnen
und wéren zum gleichen Ergebnis gekommen.

1.3 Bemerkung. In der Mathematik gibt es viele sehr verschiedene Mengen deren Elemente
man in natiirlicher Weise addieren bzw. mit Zahlen multiplizieren kann, und zwar so, dass diese
acht Regeln erfiillt sind.

Deshalb betrachtet man solche Mengen abstrakt, also unabhingig von der konkreten Form der
Elemente und ihren konkreten zusétzlichen Eigenschaften (wie “Lénge eines Vektors im R™” oder
“Stetigkeit einer Funktion”).

1.4 Notation. Im folgenden bezeichne K einen Korper, wobei wir immer K = R oder K = C im
Kopf haben sollten.

1.5 Definition. Vektorraum
Ein Tripel (V,+,-) bestehend aus einer Menge V', einer Abbildung (genannt Addition)

+:VxV =V, (uv)—u+tv
und einer Abbildung (genannt skalare Multiplikation)
2 Kx V=V, (a,u) = aou

heifit Vektorraum iiber K, wenn die folgenden acht Axiome gelten:

(A1) (u+v)+w=u+(v+w) Yu,v,w eV (Assoziativgesetz)
(A2) u4+v=v+u Yu,v € V (Kommutativgesetz)
(A3)  Es gibt ein Element 0 € V mit

u+0=u Yu eV (Existenz der Null)
(A4)  Zujedem u € V gibt es ein Element

—u €V mit u+ (—u) =0 (Existenz des Inversen)
(A5) a(fu) = (af)u Va,8eK, ueV
(A6) lu =wu VueV
(A7) a(u+v)=ou+av Va e K, u,v eV (Distributivgesetz 1)
(A8)  (a+p)u=oau+ pu Va,f € K, ueV  (Distributivgesetz 2)

Insbesondere ist also (V,+) eine abelsche Gruppe.

1.6 Bemerkung. Wir betrachten die lineare Algebra fiir diesen axiomatisch definierten Vektor-
raumbegriff und nicht nur fiir den R" oder den C".

Vorteil: Alles was wir ausgehend von den Axiomen zeigen kénnen gilt fiir eine Vielzahl verschie-
denster konkreter Vektorrdume.

Nachteil (ein sehr kleiner): Einige Aussagen, die z.B. fiir den R” offensichtlich sind, miissen fiir
abstrakte Vektorrdume erst bewiesen werden. Die folgenden Bemerkungen sind Beispiele dafiir.



1.7 Bemerkung. Eindeutigkeit der Null

In einem Vektorraum gibt es stets nur einen Nullvektor.

Beweis. Seien 0 und 0 Nullvektoren, so ist

, (43)

1.8 Bemerkung. Eindeutigkeit des Inversen

In einem Vektorraum gibt es zu jedem u nur ein inverses Element —u.

Beweis. Sei u+a =0 und u+ b =0, dann gilt

(A3) (Ann.) (A1) (A2)

a ="a+0" ="a+@w+b) =" (a+u)+b = (Ann.) (A2) (A3)

(u+a)+b = "0+b ="b+0" =

1.9 Bemerkung. Auch viele weitere aus dem R™ bekannte Rechenregeln folgen aus den Vektor-
raumaxiomen, z.B.

0-u=0, (-u=-u, «a-0=0 YueV,aeK.
Beweis. Ubungen. O

1.10 Bemerkung. Keines der Axiome ist iiberfliissig. Die Forderung 1 - u = u stellt z.B. die
Vertraglichkeit von Addition in V' und Addition in K sicher:

uvtu=1l-u+l-u=(1+1)-u=2 u.

Definiert man in R? die skalare Multiplikation durch

il . AT
@ xI9 o 0 ’
so sind alle Axiome aufler 1 -z = x erfiillt.

1.11 Notation. (a) Im folgenden schreiben wir statt u + (—v) einfach u — v.

(b) Einige Doppeldeutigkeiten bei Bezeichnungen sind ohne unhandliche Notation nicht zu ver-
meiden, z.B. werden das Nullelement 0 € K des Korpers und der Nullvektor 0 € V mit
dem selben Symbol 0 bezeichnet. Auch schreiben wir V fiir den Vektorraum und meinen
eigentlich das Tripel (V,+, ).

Falls eine Teilmenge U C V eines K-Vektorraums V selbst wieder ein K-Vektorraum ist, so spricht
man von einem Untervektorraum (oder kurz Unterraum oder Teilraum).

1.12 Definition. Untervektorraum

Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine nichtleere Teilmenge U C V heifit Untervektorraum von
V', wenn fiir alle u,v € U und alle o € K gilt :

u+velU und auelU.

1.13 Bemerkung. Ein Untervektorraum U C V enthélt immer den Nullvektor und mit je-
dem u € U auch den Vektor —u. Insbesondere ist also ein Untervektorraum selbst wieder ein
Vektorraum!
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Beweis. Das folgt sofort aus 0 -« = 0 und (—1) - u = —u, was wiederum gemifi Bemerkung 1.9
aus den Axiomen folgt. O

1.14 Beispiele. (a) {0} und V sind Unterrdume von V.
(b) Sind U; und Us Unterrdume von V, so ist auch U; N Uz ein Unterraum von V.
(¢) Im R3 sind die Unterriume auler {0} und R3 alle Geraden und Ebenen durch den Ursprung.

1.15 Warnung. Was die algebraischen Manipulationen betrifft, kann man in abstrakten Vek-
torrdumen rechnen wie im R™ und die Intuition aus dem “Anschauungsraum” R3 wird im folgen-
den auch immer wieder das Verstidndnis erleichtern. Aber man darf nicht vergessen, dass Konzepte
wie “Lénge” eines Vektors bzw. der “Winkel” zwischen zwei Vektoren in einem abstrakten Vek-
torraum zunéchst nicht vorkommen.

1.16 Definition. Linearkombination und lineare Hiille

Sei V ein K-Vektorraum und seien vy,...,v, € V. Jeder Vektor der Form
n

a1 + ...+ apvy = Zajvj mit aq,...,a, €K
Jj=1

heifit Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.

Die Menge aller Linearkombinationen aus vy, . . ., v, heifit ihre lineare Hiille oder ihr Aufspann,
bezeichnet mit
Span{vy,...,vn}.

1.17 Bemerkung. Span{vy,...,v,} ist ein Teilraum von V.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

1.18 Definition. Erzeugendensystem

Die Vektoren v1,...,v, € V heilen Erzeugendensystem fiir einen Teilraum U C V, falls
U = Span{vy,...,v,}
1.19 Beispiele. e Fiir jeden Vektor v # 0 des R? ist
Span{v} = {tv |t € R}

die Ursprungsgerade mit Richtungsvektor v.

e Sind u, v € R? nicht parallel, so ist
Span{u,v} = {su+tv|s,t € R}

die von u und v aufgespannte Ursprungsebene.
e Sei pp(z) = 2¥, k € N, so ist
Span{po, p1, ..., Pn}

der Vektorraum der Polynome vom Grad < n.

1.20 Definition. Sei M C V eine nichtleere Teilmenge, dann bezeichnet SpanM die Menge aller
Linearkombinationen aus je endlich vielen Vektoren aus M.

1.21 Beispiel. Der Vektorraum Pg aller Polynome mit Koeffizienten in K ist

Span{po, p1,p2,--.}



1.22 Definition. Lineare Unabhingigkeit

Es heiflen n Vektoren vq,...,v, eines K-Vektorraumes V linear abhingig, wenn es Skalare
ai, .. .,a, € K gibt, die nicht alle Null sind, so dass

a1v1 + ...+ apv, =0.

Andernfalls heiflen vy, ..., v, linear unabhingig.
Merke: vy, ...,v, € V sind linear unabhéingig, genau dann wenn
avi+...+av, =0 = ar=as=...=a,=0

1.23 Bemerkung. Ein einzelner Vektor v heifit also linear unabhéngig, falls v # 0 ist.

1.24 Satz. Fiir n > 2 sind die Vektoren vy, ..., v, genau dann linear abhéngig, wenn wenigstens
einer von ihnen eine Linearkombination der iibrigen ist.

Beweis. ,,=*“: (d.h.linear abhéngig = Linearkombination).

Seien w1, ...,v, linear abhéngig, dann gibt es ay,...,q, € K mit ajv; + ... + a,v, = 0 und
ap, # 0 fiir ein m € {1,...,n}. Dann kann man aber nach v,, auflésen,
Qg
Uy, = —— ) v,
=X ()
k#m

also ist v,, eine Linearkombination der anderen Vektoren.

,<="“: Ist einer der Vektoren Linearkombination der anderen, etwa v1 = aova +. ..+ ay, vy, so folgt
(=1)v1 + agve + ... ayv, = 0. Also sind vy, . .., v, linear abhéngig, da a; = —1 #0. O

1.25 Definition. Eine beliebige nichtleere Teilmenge M von V heifit linear unabhéngig, wenn
je endlich viele Vektoren aus M linear unabhéngig sind.

1.26 Beispiele. (a) Im K" sind die kanonischen Basisvektoren

1 0 0
0 1 0
e1 = (1,0,...,0) = 01, e=1]201, , ep = :
: : 0
0 0 1
linear unabh#ngig. Denn aus aje; + ...+ ape, =0 folgt ¢y = ... = a,, = 0.

(b) Die Monome pi(z) = z¥ k = 0,...,n sind linear unabhiingig fiir jedes n € N . Denn

apo+...+apnpn=0 = ag+arz+...+a,z"=0 VreR

= agp=a;1=...=a,=0.

(c) Die Menge M = {po,p1,...} ist eine linear unabhéngige Menge im Vektorraum Pk der
Polynome. Denn jede endliche Teilmenge 7" C M ist in {po,p1,...,pn} enthalten fiir n
hinreichend grof}. Und Teilmengen linear unabhéniger Mengen sind linear unabhéngig (dies
folgt direkt aus Satz 1.24).
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1.27 Definition. Basis eines Vektorraums

Ein n-Tupel (v1,...,v,) von Vektoren des K-Vektorraums V heifit eine Basis von V, wenn
V1, ..., U, linear unabhéngig sind und

Span{vy,...,v} =V
gilt.

1.28 Satz. Es ist (v1,...,v,) genau dann eine Basis von V', wenn es zu jedem v € V genau ein
(a1,y...,an) € K" gibt, fir das
V=V + ...+ QpUy

gilt.
Beweis. ,=*“: Sei (v1,...,v1) Basis von V dann gibt es wegen Span{vi,...,v,} = V zumindest
ein (ay,...,a,) € K" mit v = ajv1 + ... + apvy, .

Falls auch (51,...,0,) € K" v = [jv1 + ...+ Byu, erfiillt, folgt aus
O=v—v=(a1—p1)vi+...+ (@n — Pn)n
wegen der linearen Unabhéngigkeit
(a1 =p1) =...=(on—Bp) =0

also

(al,...,an) = (617"->Bn)
und somit die Eindeutigkeit.

,<“: Die Annahme enthélt insbesondere, dass Span{vi,...,v,} = V. Die Eindeutigkeit der
Darstellung in v = ajv1+. . .+a,v, fiir v = 0 impliziert die lineare Unabhéngigkeit von vy, ..., v,.
O

1.29 Beispiel. Die kanonische Basis des K" ist

1 0 0
0 1 0
€1 = 0 , €2 = 0 g e €n = 0
0 0 1

1.30 Bemerkung. In Verallgemeinerung von Definition 1.27 definiert man auch:
Fine Teilmenge M C V eines K-Vektorraums V heifit Basis von V, falls M linear unabhéngig
ist und Span M =V gilt.

1.31 Beispiel. Die Monome M = {po,p1, ...} bilden eine Basis des Vektorraums Pk der Poly-
nome.

1.32 Bemerkung. Man kann zeigen, dass jeder Vektorraum aufier V' = {0} eine Basis besitzt.

Der Begriff der Dimension eines Vektorraumes beruht auf der folgenden Beobachtung:

1.33 Satz. Besitzt ein Vektorraum V' eine Basis aus n Vektoren, so besteht auch jede andere
Basis aus n Vektoren.



1.34 Definition. Dimension eines Vektorraums

Besitzt ein Vektorraum V eine Basis aus n Vektoren, so ist seine Dimension gleich n und wir
schreiben
dimV =n.

Fiir V = {0} setzt man dimV = 0 und falls V keine endliche Basis besitzt, so setzt man dimV = oo
und bezeichnet V' als unendlichdimensional.

Die Aussage des Satzes 1.33 ergibt sich direkt aus folgendem Lemma.

1.35 Lemma. Sei by,...,b, ein Erzeugendensystem fiir V und aqy,...,a,;, € V seien linear
unabhéngig. Dann gilt m < n.

Beweis. Statt
ai,...,ay, €V linear unabhingig = m <n,

zeigen wir die dquivalente Aussage
m>n = ai,...,aym €V linear abhingig,
also, dass je m Vektoren aj, ..., an, linear abhéngig sind, falls m > n gilt.

Induktion nach n:

n = 1 (Induktionsanfang)

Der Vektor by erzeuge V. Fiir Vektoren ai,...,a,,, m > 1, gilt dann a; = «a;b;, j = 1,...,m.
Falls eins der a; der Nullvektor ist, so sind a1, . .., a,, linear abhéngig. Ansonsten ist beispielsweise
agal + (—a1)ag = asarby — apagb; = 0 eine nichttriviale Linearkombination zu Null und wieder
folgt die lineare Abhéingigkeit.

n — 1 = n: (Induktionsschritt)
Die Behauptung sei fiir n — 1 richtig und in V' = Span{by,...,b,} seien Vektoren ai,...,an
gegeben (m > n). Dann gibt es Zahlen «aj;, € K mit

n
aj:Zajkbk (jzl,...,m).
k=1

Seien nicht alle o, gleich Null, etwa a1 # 0. Ansonsten wiren alle a; = 0 und somit ay,...,an
linear abhéingig.

Die m — 1 Vektoren

n

a1 Q110G — Q1O

cii=a; — —— alzg J 2 by
J J

o11 Py o11

liegen in Span{bs,...,b,}, da der Koeffizent von b; Null ist. Wegen m — 1 > n — 1 sind nach

Induktionsvoraussetzung die cs,. .., ¢, linear abhingig. Also gibt es Zahlen \o, ..., A\, die nicht
alle Null sind und fiir die gilt
i1 .
OZZ)\J' Cj ZZ)\]'(CL]' — ial) :Z)\jaj mit A\ = —— )\j Qj1
— — o11 — 11 4=
7j=2 7j=2 7=1 J=2
Also sind ay,...,a;, linear abhéingig. O

1.36 Satz. Basiserginzungssatz

Sei bq,...,b, ein Erzeugendensystem von V. Falls a1,...,a,, € V linear unabhingig sind und
keine Basis von V bilden, so lassen sich die a,...,a;, durch Hinzunahme geeigneter b; zu einer
Basis von V' ergénzen.
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1.37 Satz. Basisauswahlsatz

Besitzt der Vektorraum V' # {0} ein endliches Erzeugendensystem by, ..., b,, so 1aBt sich aus
diesem eine Basis fiir V' auswéhlen.

Beweis. von Satz 1.36
Sei A={a1,...,am}, M ={a1,...,am,b1,...,b,}. Wir betrachten die Menge

T={SCM|AcCS und SpanS =V},

also die Menge aller Teilmengen von M, die alle aq,...,a,, enthalten und ganz V erzeugen. Die
Menge T ist endlich und nicht leer, denn M € T.

Sei j =min{|S|| S € T}, dann gibt es ein Sy € T mit |Sy| = j.

Wir zeigen nun, dass Sy linear unabhéngig ist. Daraus folgt dann, dass Sy eine Basis ist, da
So € T ja SpanSy = V impliziert.

a) Wire ein by, € Sy Linearkombination der restlichen Vektoren in Sy, so wére Sy nicht minimal,
d.h. es wire So\{bx} € T und [So\{bx}| < |S0|.

b) Wire ein a; € Sy Linearkombination der iibrigen Vektoren in Sy, so miifite dabei eines der by,

sagen wir by, einen von Null verschiedenen Vorfaktor haben, da die a1, ..., a, linear unabhéngig
sind. Dieses b wire dann eine Linearkombination der anderen Vektoren in Sy und wir wéren
wieder bei a). O

Beweis. (von Satz 1.37)
Genau wie der Beweis von Satz 1.36, nur mit A = (). O

1.38 Bemerkung. In einem n-dimensionalen Vektorraum bilden je n linear unabhéngig Vektoren
eine Basis.

Beweis. Angenommen (by,...,b,) sind linear unabhéngig, aber keine Basis von V', dann kénnte
man sie nach Satz 1.36 zu einer Basis aus mindestens n + 1 Elementen ergédnzen. Das stiinde im
Widerspruch zu Satz 1.33. O

1.39 Bemerkung. Sei W C V ein Teilraum, dann gilt dimW < dimV. Falls dim W < oo, so
gilt sogar
dimW =dimV < W=V.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

1.40 Bemerkung. Der Schnitt von Unterrdumen

Seien Uy und Us Unterrdume von V', dann U,

ist auch U; N Us ein Unterraum von V.

Die Dimension von U; N Uy héngt aber e
nicht nur von dimU; und dimU, ab, son- /

dern auch von der relativen Lage.

dim(UyNU) =0 dim(Uy NU) =1



1.41 Definition. Sind Uy, U Unterrdume von V', so heifit
U+ Uz:={u+v|juelUy,vels} CV

die Summe von U; und Us.

Offensichtlich (mittlerweile ?) ist U; + Uy = Span(U; U Usy) und somit ist U; + Us wieder ein

Unterraum.

1.42 Satz. Dimensionsformel fiir Unterrdume

Sind Uy und Us endlichdimensionale Unterrdume von V', so gilt
dim (U1 N UQ) + dim (U1 + Uz) = dimU; 4+ dimUs

Beweis. Anschaulich klar! Formal: Basisergénzungssatz.

Sei (v1, ..., v,) eine Basis von U NUsy. Wir ergénzen sie einmal zu einer Basis (vy, ..., v, w1, . ..
von U; und ein zweites Mal zu einer Basis von (v1,..., v, 21,...,2) von Us. Dann ist
(U1« e ey Upy Wy ooy Wy 21y - vy 2t)

, Ws)

eine Basis von Uy 4+ Uy (Ubungsaufgabe). Damit ist dimU; NUs = r, dimU; = r+s, dimUs = r+t

und dim(U; + Us) = r + s+ t. Also gilt die zu beweisende Formel.

O






2 Lineare Abbildungen und Matrizen

2.1 Definition. Lineare Abbildung

Seien V und W Vektorrdume iiber K. Eine Abbildung L : V' — W heif}t linear oder Vektorraum-
Homomorphismus, wenn

L(uy +ug) = L(u1) + L(ug) und L(awu;) =aL(up) firalle uj,ug €V, a € K.
Die Menge der Homomorphismen von V nach W wird mit Hom(V, W) oder L(V, W) bezeichnet.

2.2 Bemerkung. Es ist iiblich bei linearen Abbildungen Lu statt L(u) zu schreiben. Bei un-
endlichdimensionalen Rdumen nennt man die linearen Abbildungen auch oft Operatoren. Falls
W = K ist, so spricht man von Linearformen, 1-Formen oder linearen Funktionalen auf V.

2.3 Bemerkung. (a) Definiert man fiir f,g € £L(V,W) und « € K

(f +9)(w) = f(v) +g(v) wd (af)(v) =af(v),
so wird £ (V, W) selbst wieder zu einem Vektoraum iiber K.

(b) Fiir zwei lineare Abbildungen zwischen K-Vektorrdumen U L v 5 W ist die Hinterein-
anderausfithrung S o T : U — W eine lineare Abbildung. (Ubungsaufgabe).

2.4 Beispiele. (a) Die einfachsten linearen Abbildungen sind der Nulloperator
0:V->W,u— Ow

und die Identitit auf V'
1: V=V u—u.

(b) Der Ableitungsoperator: Sei I C R ein Intervall, V = C(I), W = C(I) dann ist
D:V W, u— Du=1

linear.
(c) Das Integral: Sei I C R ein kompaktes Intervall und V' = C(I) dann ist

L:V—>K,u»—>/u(m)dx
I

eine Linearform auf V.

2.5 Definition. Bild und Kern einer Abbildung
Fiir f: V — W seien

Bildf = {f(w)|ueV} CcW
Kernf = {ueV|f(u)=0} CV

2.6 Satz. Seien V, W Vektorrdume und L € £(V, W), dann sind

BildL c W und KernL C V'  Untervektorraume.

11



2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Beweis. Wegen L0y = Oy ist Oy € BildL und Oy € KernL. Also ist weder BildL noch KernL
die leere Menge.

Sind w; = Lv; und we = Lwy in BildL, so ist auch w; + we = Lv; + Lvy = L(v; + vz) und
aw; = aLv; = L(aw;) in BildL.

Sind vq,v9 € KernL, so sind auch vy + v1 € KernL und av; € KernL, da

L(vi +v2) =Lvi+Lva=040=0 und L(av;)=al(v;)=a-0=0.
O

2.7 Beispiel. Sei a € R3. Die Abbildung L : R — R, 2+ a -z := Y ’_, a;z; hat BildL = R

falls @ # 0 und BildL = {0} sonst. Der Kern von L, also {z € R?|a -z = 0} besteht aus allen
Vektoren die senkrecht auf a stehen. Falls a # 0 ist, so ist das eine Ebene durch den Ursprung,
andernfalls ganz R3.

2.8 Bemerkung. L € £(V,W) ist genau dann injektiv, wenn KernL = {0} gilt.

Beweis. Sei KernL = {0}. Dann gilt
Lvy =Lvy = Lvy —Lva=0 = L(v; —v2) =0 = v; —vg € KernL = v —vy =0,

also v1 = ve und somit ist L injektiv. Ist andererseits KernL # {0}, so bildet L neben dem
Nullvektor noch weitere Vektoren auf die Null ab und ist somit nicht injektiv. O

2.9 Definition. L € L£L(V, W) heifit

Monomorphismus, falls L injektiv ist,
Epimorphismus, falls L surjektiv ist,
Isomorphismus, falls L bijektiv ist,
Endomorphismus, falls V =W gilt, und
Automorphismus, falls L bijektiv ist und V = W gilt.

2.10 Satz. Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

Sei dimV =n < oo und L : V — W linear. Dann ist

dim(Kern L) 4+ dim(Bild L) = n
—_————

=:RangL

Beweis. Fiir L =0 ist KernL = V und BildL = {0}, also stimmt die Formel.

Sei L # 0 und dim(KernL) = m. Wegen L # 0 ist m < n. Im Fall m > 0 wéhlen wir eine Basis
(b1,...,by) fir KernL und ergénzen diese zu einer Basis (by,...,bm,...,b,) fir V. Falls m =0
ist, so wéhlen wir irgendeine Basis (b1, ...,b,) fir V.
Wir zeigen, dass (Lby,41, ..., Lb,) eine Basis fiir BildL ist. Da diese aus n —m Vektoren besteht,
ist dann die Dimensionsformel bewiesen.
a) BildL = Span{Lb,,+1,...,Lb,}:
D% Lbms1,. .., Lby € BildL = Span{Lby1 ..., Lb,} C BildL
L,C%“: Sei u € BildL, also u = L fiir v = Z?Zl a;b; € V, dann ist u = Lv = Z?:1 a;jLb; =
> i—mi1 @jLb; € Span{Lby11 ..., Lby}.
b) Lbpy+1, ..., Lb, sind linear unabhéngig:
Sei >, 1y a;jLb;=0.Dannist u:=>" ., a;b; € KernL, da Lu = 0. Falls m = 0 folgt
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u=0alsoa; =...=a, =0.
Im Fall m > 0 gibt es Zahlen (1, ..., 8, mit

n

Z Oéjbj = Uu = Zﬁjbj
j=1

j=m+1

Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung folgt aber a1 = ... = o, = 0.
O

2.11 Satz. Sei (v1,...,vy,) eine Basis von V. Zu vorgegebenen Vektoren by, ...,b, € W gibt es
genau eine lineare Abbildung L : V — W mit

L’L)lzbl,...,Lvn:bn.

Insbesondere ist also eine lineare Abbildung L : V' — W durch Kenntnis der Bildvektoren
Lvy, ..., Lv,. vollstindig beschrieben.

Beweis. Existenz: Seien b, ..., b, gegegeben. Fiir u = 2?21 a;jv; definieren wir Lu := E?:l a;b;.
Diese Abbildung ist linear, denn sei w = Z;‘Zl Bjvj , dann ist

n

L(u + w) = Z(Oéj + 5]')19]' = Z Ozjbj + Zﬁjbj = Lu+ Lw.

j=1 j=1 j=1
und

L) = Aajb; = ALu.
j=1

Die Eindeutigkeit ist klar, denn die Linearitdt von L impliziert ja gerade

n n n
L1l
Lu = L( E Otj’Uj) gear E Oth’Uj = E Oljbj .
Jj=1 Jj=1 Jj=1

2.12 Korollar. Basisisomorphismus

Sei V' ein n-dimenaionaler K-Vektorraum. Jede Basis A = (vy,...,v,) von V definiert eine lineare
Bijektion, also einen Isomorphismus, ()4 : V — K" durch

n
u:Zajvj = (w)a = (g, ..., ).
j=1

Also ist jeder n-dimensionale K-Vektorraum isomorph zum K™.

Beweis. ()4 ist die lineare Abbildung festgelegt durch (v;)4 = e;, wobei (e1,...,e,) die ka-
nonische Basis des K" aus Beispiel 1.29 ist. Die Bijektivitdt folgt aus der Eindeutigkeit der
Basisdarstellung, Satz 1.28. OJ
2.13 Definition. Matrix

Eine m x n-Matrix iiber K ist eine Anordnung von m - n Elementen von K nach folgendem

Schema:
aip -+ Qln

am1 *°° Qmn

13



2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Die a;; € K heiflen Koeffizienten, Komponenten oder Eintrége der Matrix. Die waagrecht
geschriebenen n-Tupel

(ail T ain)

heiflen Zeilen und die senkrecht geschriebenen m-Tupel
aij
Qg

die Spalten der Matrix. Die Menge aller m xn-Matrizen iiber K wird mit M (m xn, K) bezeichnet.

2.14 Definition. Matrix einer linearen Abbildung

Sei A = (v1,...,v,) Basis von V, B = (wy,...,w,,) Basis von W und L : V' — W eine lineare
Abbildung. Die durch die Basisdarstellung der Bildvektoren

m
kaZ E AjW; y k:L...,TL,
J=1

bestimmten Koeffizienten aj;, bilden die Matrix von L bezgl. der Basen A und B,

aiz - Qln
MZ(L) =

am1 - Qmn

2.15 Bemerkung. Bei gegebenen Basen A von V und B von W, gibt es eine eins-zu-eins Kor-
respondenz zwischen linearen Abbildungen L € £(V, W) und Matrizen M5(L) € M (m x n,K).
Denn einerseits legt L geméfl Definition 2.14 M E(L) eindeutig fest. Andererseits wird durch eine
Matrix

aip - Qin

<
I

Gml *** Qmn

gemifl Satz 2.11 eindeutig die zugehorige lineare Abbildung Lﬁ(M ): V — W durch
m
L5 (M), = Zajkwj
j=1

definiert.

2.16 Merkregel. Die Spalten der Matrix M f\(L) enthalten die Bilder der Basisvektoren aus A
in der Basisdarstellung bzgl. der Basis B:

A1k
(Basisdarstellung von Luy, bzgl. B =) (Lvg)s = : (= k-te Spalte von M%(L)).

Amk

2.17 Bemerkung. Im Fall V = W verwendet man in der Regel im Bild- und Urbildraum dieselbe
Basis B. Statt M§ (L) schreiben wir dann Mp(L).

14



2.18 Beispiele. (a) Die Identitdt 1y : V. — V,u +— u besitzt als Matrix Mp(1y) beziiglich
jeder Basis B von V' die Einheitsmatrix

I U s : [0 firi#£k
En = Lo ) = (Oi)nxn mit 5Zk_{ 1 fiiri =k
0 -~ 0 1

Wihlt man verschiedenen Basen A und B im Urbild und im Bild, so gilt aber M5 (1y) # E,,.
(b) Zur Nullabbildung gehort die Nullmatrix

0 --- 0

0= : : m

(c) Drehungen im R? beziiglich der kanonischen Basis K = (e1, €3).
Die Drehung D, um den Ursprung mit Drehwinkel « ist ein linearer Isomorphismus des R?.
Die zugehorige Matrix ergibt sich aus den Bildern der Basisvektoren:

CoS & —sin o
(Dac1)x = ( sin a ) und - (Daez)x = < cos a > " Dgyes \«— D,e;
(8]
also '
cosa —sina
Mic(Da) = < sina cosa ) ' o \
€1

Rechnen mit Matrizen

Ziel: Das Rechnen mit Vektoren und linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen soll auf das
Rechnen mit n-Tupeln und Matrizen reduziert werden.

2.19 Satz. Matrix-Vektor-Multiplikation

Sei A = (v1,...,v,) Basis von V., B = (wq,...,wy,) Basis von W und L : V — W eine lineare
Abbildung. Sei M E(L) = A die zugehorige Matrix und fiir u € V sei die Koordinatendarstellung

X1
Wa=| : | =zek.

L,
Dann gelten fiir die Koordinatendarstellung des Bildvektors

Y1
(Lujp=1| : | =yekK”

die Gleichungen
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2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Diese Gleichungen schreiben wir auch in Kurzform als
y=Ax (oder fiir spiter auch  (Lu)g = M5(L)(u)4)

oder in Langform
Y1 aip - Qin 1Al

Ym aml *°* Amn T,

Die so definierte Matrix-Vektor-Multiplikation kann man sich wie folgt merken:
Zur Berechnung von y; = (Ax); = aj121 + - - - + aj,2, denke man sich die j-te Zeile der Matrix
tiber den Vektor z gelegt und bilde die Summe der Produkte iibereinanderstehender Koeffizienten.

Beweis.

n n n m m n
Lu= LZxkvk = Zkavk = Zxk Zajkwj = Z Trpaji | wj.
k=1 k=1 1

k=1 j=1 j=1 \k=
N——’
Ys

2.20 Satz. Addition und skalare Multiplikation von Matrizen

a) Haben die linearen Abbildungen S,7T : V' — W beziiglich fest gewéhlter Basen A fiir V und
B fiir W die Matrixdarstellungen

ME(S) = A= (az), MZ(T)=B=(bj),
so ist die Matrix von S + T' gegeben durch
MZ(S+T) = A+ B := (aj + bj).

(koeffizientenweise Addition)
b) Die Matrix von AS mit A € K ist

ME(AS) = A == (Aaj) .

(koeffizientenweise Multiplikation mit einem Skalar)

Die Matrix von AS + pT" ist also (Aajx + pbjk).

Beweis. Nachrechnen! O
2.21 Bemerkung. Damit ist M (m x n,K) selbst ein K-Vektorraum.

2.22 Satz. Matrixmultiplikation

Gegeben seien zwei lineare Abbildungen 7' : U — V und S : V. — W zwischen Vektorrdum-
en U, V und W iiber K mit den Basen A = (uy,...,u,) fur U, B = (v1,...,vy) fir V und
C = (wr,...,wyp) fiir W.

Die entsprechenden Matrizen seien A = M§(S) und B = M5(T). Dann definiert man das Ma-
trixprodukt durch A - B := MG(ST) =: C und es gilt

m
Cikzzaijbjk fﬁri:L...,ﬁ; k:L...,n.
j=1

16



Beweis. Nachrechnen: Nach Definition der ¢;;. gilt

4

(SoT)ug = Z Cik W -

i=1

Andererseits ist
m J4
Tug = E bjk v; und Svj = E A5 W; .
j=1 i=1

Also

l m

m m m 4
S(Tuk) = SZ bjk Vj = Z bjk Svj = ijk Zaij w; = Z 5 bjk Wy -
J=1 Jj=1 j=1 i=1 1

i=1 \Jj=

Cik
O

2.23 Merkregel. Man merkt sich die Matrixmultiplikation graphisch folgendermafien (zeichnen
Sie sich das auf!):

Zur Berechnung von ¢;;, denke man sich die i-te Zeile der Matrix A tiber die k-te Spalte der Matrix
B gelegt und bilde die Summe der Produkte iibereinanderstehender Koeffizienten.

Die k-te Spalte von A- B entsteht also durch Matrix-Vektor-Multiplikation Abg, wobei b die k-te
Spalte von B ist.

2.24 Bemerkung. Statt A - B schreibt man meistens AB.

2.25 Beispiele. (a) Seien

Dann ist

Aopo(1142:043(-1) 1-(-1)+2:043-1\ _ (-2 2
“\3:142:041-(-1) 3-(-1)+2-04+1-1 ) 2 -2

und

(b) Sei
A=(i,-i,1) und B= i -1

Dann ist AB = (1,3i) und BA macht keinen Sinn.

2.26 Satz. Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation
Fiir Matrizen A, B und C gilt, sofern die Mutliplikation aus Formatgriinden definiert ist,

A(BC) = (AB)C (Assoziativgesetz)
AB+C) = AB+ AC

(44 B)C AC 1 BC (Distributivgesetze)
+ = AC+

17



2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Beweis. Folgt sofort aus den entsprechenden Eigenschaften der assoziierten linearen Abbildungen.
O

2.27 Warnung. Die Matrixmultiplikation ist weder kommutativ noch ,nullteilerfrei“, d.h.
(1) Es gibt quadratische Matrizen A, B mit AB # BA.
(2) Es gibt Matrizen A # 0, B # 0 mit AB = 0.

. . 0 1 11 .
Beweis. SelenA—(O 1>undB—<O 0),3018‘5

00 0 2
AB-(O 0)-0 und BA-(O 0>7éAB.

2.28 Bemerkung. Die Algebra der n x n -Matrizen

Multipiziert man zwei Matrizen A, B € M(n x n,K), so ist das Produkt AB wieder eine n x n-
Matrix. M(n,K) := M(n x n,K) ist also ein K-Vektorraum, fiir dessen Elemente auch eine
Multiplikation
M(n,K) x M(n,K) — M(n,K)

erklart ist. Die Multiplikation ist assoziativ und distributiv und es gilt a(AB) = («¢A)B = A(aB)
fir « € Kund A, B € M(n,K).

Ein Vektorraum mit einer solchen Multiplikation heifit Algebra. Da es in M (n,K) ein neutrales
Element der Multiplikation gibt, ndmlich die Einheitsmatrix F, und da die Multiplikation fiir
n > 2 nicht kommutativ ist, spricht man von einer nichtkommutativen Algebra mit Einselement.

2.29 Beispiele. Matrixdarstellung von linearen Abbildungen der Ebene

(a) Drehungen im R? (vgl. Bsp. 2.18)
Sei D, die Drehung im R? um den Ursprung mit Winkel a im positiven Sinne. Wegen
Dy oDy = Dytq muss auch M(Dy)M (Do) = M(Dytq) gelten: Nachrechnen fiir die
Matrizen liefert

M(D,)M (Do) = <COS<P —Sinsr?)(cosa —sina)

sing cosp sina cosc

_ cospcosa —sinpsina  — cos g sina — sin ¢ cos o
sinpcosa 4 cospsina  —sin g sin a + cos ¢ cos o

cos(p+a) —sin(p+a) )
< sin(p +a)  cos(¢ + a) > - M(Dw—&-a)

(b) Sei S, : R? — R? die Spiegelung an der y-Achse, d.h.

-1 0
Sy€1—<0>, Sy€2—<1>.

Die zugehorige Matrix beziiglich der kanonischen Basis ist also

My (Sy) = < _01 ?) :

Es gilt SZ = 8§y 0S5y = 1y, also auch

e = (30 V) (1) = (0 1) =B b,
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(c) Sei P, die Projektion auf die y-Achse, d.h.

0 0
per= (8 peae (0.

Die zugehorige Matrix beziiglich der kanonischen Basis ist also

M,C(Py):(g ?)

Es gilt Py2 = P, (das definiert eine Projektion), also auch

mee - aemy = (0 0 ) (0 0 )= (0 )= mer.

2.30 Bemerkung. Fiir lineare Abbildungen A : K" — K™ bezeichnen wir im folgenden die
zugehorige Matrix (bzgl. der kanonischen Basis) mit demselben Symbol, also mit A statt mit

My (A).
Eine wichtige Anwendung der linearen Algebra ist das Losen linearer Gleichungen der Form
Az = y wobei y und A bekannt sind und = gesucht ist. Deshalb ist wichtig, die Umkehrabbildung

A~! zu verstehen, da x = A~ ly.

2.31 Satz. (a) Ist L:V — W ein Isomorphismus (also eine lineare Bijektion), so ist auch die
Umkehrabbildung L= : W — V ein Isomorphismus.

(b) Eine lineare Abbildung L : V' — W kann nur umkehrbar sein, wenn dimV = dimW gilt.
(c) Haben V und W dieselbe endliche Dimension, so gilt fiir lineare Abbildung L : V — W

L ist bijektiv < L ist injektiv < L ist surjektiv.

Beweis. (a) Wir miissen nur zeigen, dass L' linear ist. Seien wy,ws € W und a € K, dann
gibt es wegen der Bijektivitdt eindeutig bestimmte Vektoren vy, ve € V mit

wy; = L(’Ul), Wy = L(Ug) bzw. v = Lil(’wl), V9 = Lil(wg) .
Da L linear ist, gilt
L(avy 4+ v2) = aL(vy) + L(vy) = aw; + wa,

also
L_l(ozwl + wa) = a1 +vg = ozL_l(wl) + L_l(wg) .

(b) Sei L :V — W umkehrbar, also injektiv und sujektiv. Dann gilt

L surjektiv = BildL=W
L injektiv 2 KernL = {0},

und mit der Dimensionsformel Satz 2.10 folgt

dimV =dimKernL 4+ dim BildL =dimW .
=0 =W
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2 Lineare Abbildungen und Matrizen

(c) Es ist nun zu zeigen, dass fiir dim V = dim W =n < oo und L € L(V, W) gilt
L injektiv & L surjektiv.

Also,
L injektiv 2 Kern L = {0} e st UR - Qim KernL = 0
20 QimBidL = n PR giar = w
& L ist surjektiv.

O

2.32 Bemerkung. In unendlich dimensionalen Rdumen gilt (c) nicht mehr. Beispielsweise ist
der Ableitungsoperator auf Px surjektiv (jedes Polynom ist Ableitung eines anderen Polynoms)
aber nicht injektiv (verschiedene Polynome koénnen dieselbe Ableitung besitzen).

2.33 Definition. Regulidre Matrizen

Eine Matrix A € M (n,K) heift invertierbar oder regulir, wenn es eine Matrix B € M (n,K)
gibt mit

AB=BA=F
Die Matrix B wird dann mit A~! bezeichnet.

2.34 Satz. (a) Die Inversie A~! einer Matrix A ist eindeutig bestimmt.

(b) Der Vektorraum V besitze die endliche Basis B und es sei A = Mp(L) fiir ein L € L(V).
Dann gilt
A invertierbar < L invertierbar

und
A7V = Mg(L™') falls A oder L invertierbar ist .

(c) Sind A,B € M(n,K)und gilt AB = E, so sind beide invertierbar und zueinander invers.
(Es geniigt also in 2.33 eine der beiden Bedingungen zu priifen) .

Beweis. (b) ,, <= “:Sei B = Mg(L~!). Dann folgt aus LL~! = L' L = 1y fiir die entsprechen-
den Matrizen M (L)M(L™') = M(L=Y)M(L) = E, also AB = BA=E.
» = “ Sei B € M(n,K) so dass
AB=BA=FE, ud T=Lg(B).
Dann folgt fiir die lineare Abbildung
Lp(A) Lp(B) = Lp(B) Lp(A) = L(En)
also
LT =TL=1y.
Damit ist L invertierbar und 7' = L~!.
(a) Die Eindeutigkeit der inversen Matrix folgt aus der Eindeutigkeit der Umkehrabbildung.

(¢) Fiir zugehorige lineare Abbildungen gilt S o T'= 1y . Damit ist S surjektiv und 7" injektiv
(Ubungsaufgabe) und somit sind beide umkehrbar (Satz 2.31 (c)).
Also S =T7! und T = S~! und somit nach (b) AB=BA=FE.

2.35 Bemerkung. Sind A, B invertierbare Matrizen, so ist auch AB invertierbar und

(AB)™t = B714™!

Beweis. Das gilt fiir die Komposition beliebiger invertierbarer Abbildungen, also insbesondere
auch fiir Matrizen. O
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Basiswechsel und Koordinatentransformation

Seien A = (w1,...,w,) und B = (v1,...,v,) Basen von V. Ein Vektor u € V besitze die Basis-

darstellungen
n n
U= Zazkwk bzw. u = Zykvk .
k=1 k=1

Wie rechnet man die Koordinatenvektoren

1 n
(Wa=z=1] : und  (u)g =y =
L, Yn

ineinander um?

Oder analog: L € L(V') besitze die Matrixdarstellungen
Ma(L)=A und Mp(L)=DB.
Wie rechnet man A und B ineinander um?

Sei A = (wy,...,w,) die Ausgangsbasis und B = (vy,...,v,) die neue Basis. Dann sind die Basis-
vektoren v; der neuen Basis B typischerweise in der Basisdarstellung der alten Basis A gegeben,
also vj = Y sgjwy. Damit konnen wir aber direkt die Matrix S der Identitétsabbildung 1y
hinschreiben, wobei wir im Urbild die Basis B wihlen und im Bild die Basis A (erinnere: die
Spalten der Matrix sind die Bilder der Basisvektoren),

ME(1y) = § = (s1).
Wir erwarten natiirlich, dass = Sy und y = S~z gilt.
2.36 Satz. Die Transformationsmatrix S = My'(1y) ist regulir und ihre Inverse ist
S™t=ME1y).
Beweis. Es gilt
Eyn = MZ(1lv) = M{(1y - 1y) = Mg (1y)M4(1y) = S - M3(1y).

Also ist geméafl Satz 2.34 (c)
ME1y) =571,

2.37 Satz. Basiswechsel
Seien A und B Basen von V und S = M#'(1y),
(a) Fiir die Koordinatorvektoren z = (u)4 und y = (u)p eines Vektors u € V gilt

=Sy bzw. y=5"lz.
(b) Fiir die Matrizen A = M4(L) und B = Mp(L) einer linearen Abbildung L € L(V) gilt:
B=S"1AS bzw. A=SBS".
Beweis. (a) Es gilt mit Satz 2.19
r=(u)a= v -u.a=Mgy)(us=5y.

Durch Multiplikation von links mit S~! folgt S~'z = y.
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2 Lineare Abbildungen und Matrizen
(b) B=Mp(L) = Mp(ly L1y) = ME(1) MA(L) Mg(1) =S AS.

2.38 Definition. Ahnliche Matrizen

Zwei Matrizen A, B € M(n,K) heiflen dhnlich, falls es eine reguldre Matrix S € M (n,K) gibt,
so dass

B=S"148

gilt. Geméafl Satz 2.37 gehoren dhnliche Matrizen also zur selben linearen Abbildung beziiglich
verschiedener Basen.

Fiir L € £(V, W) hatten wir bereits RangL = dim (BildL) definiert. Eine Matrix A € M (mxn,K)
koénnen wir immer als lineare Abbildung Lx(A) : K — K™ auffassen.

2.39 Definition. Rang, Spaltenrang und Zeilenrang einer Matrix
Ist A € M(m x n,K) so nennt man

Rang A = dim Bild (4 : K" — K™)

den Rang von A.
Die Maximalzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren von A heiffit der Spaltenrang und die
Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren heifit der Zeilenrang.

Offensichtlich ist Rang A = Spaltenrang A, da BildA von den Spalten von A aufgespannt wird.

2.40 Satz. Spaltenrang gleich Zeilenrang
Sei A € M(m x n,K). Es gilt Spaltenrang A = Zeilenrang A .

Beweis. Eine Spalte oder Zeile von A heifle linear iiberfliissig, falls sie aus den anderen Spalten
bzw. Zeilen linearkombiniert werden kann.

Verkleinert man eine Matrix durch Weglassen einer linear tiberfliissigen Spalte, so éndert sich der
Spaltenrang nicht. Wir zeigen zunéchst, dass sich auch der Zeilenrang nicht &ndert.

Angenommen in A = (ag;)mxn sei die j-te Spalte linear iiberfliissig, also gibt es «o; € K mit

n
aj = E a;ar; fir k=1,...,m.
i=1, i

Wir zeigen nun, dass eine Linearkombination von Zeilen genau dann Null ist, wenn die entspre-
chende Linearkombination der Zeilen jeweils ohne die j-te Komponente Null ist, also

Zﬁkakizo Vi & Zﬁkam‘zo Vi#j.
k=1 k=1

Nur “«<” ist zu zeigen:

Zﬁkakaz:ﬁk Z Q; Qi = Z aiZﬁkam‘ =0.
k=1 k=1

i=1,i#j i=1,i#j k=1

Also hat A nach Weglassen der j-ten Spalte dieselbe Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen,
also denselben Zeilenrang.

Ebenso gilt natiirlich, dass das Weglassen einer linear iiberfliissigen Zeile den Spaltenrang nicht
andert.
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Nun verkleinern wir A durch sukzessives Weglassen linear iiberfliissiger Spalten und Zeilen solan-
ge, bis alle Zeilen und Spalten linear unabhéingig sind. Spalten- und Zeilenrang haben sich dabei
nicht verédndert, und es gilt Zeilenrang = Zeilenzahl und Spaltenrang = Spaltenzahl. Dann
muss aber die resultierende Matrix quadratisch sein: sei s die Spaltenzahl und z die Zeilenzahl.
Dann bilden die Spalten ein s-Tupel von linear unabhéngigen Vektoren im R?, was s < z impli-
ziert. Analog bilden die Zeilen ein z-Tupel von linear unabhéingigen Vektoren im R®, was s > z
impliziert. Also s = z und Zeilenrang = Spaltenrang. O

2.41 Definition. Elementare Matrixumformungen

Man unterscheidet drei Typen elementarer Zeilenumformungen einer Matrix A € M (m X
n,K), ndmlich

Typ 1: Vertauschung zweier Zeilen.

Typ 2: Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0, A € K.

Typ 3: Addition eines beliebigen Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Analog sind elementare Spaltenumformungen definiert.

2.42 Satz. Elementare Umformungen dndern den Rang einer Matrix nicht.

Beweis. Zeilenumformungen verédndern die lineare Hiille der Zeilenvektoren nicht, also bleibt auch
Zeilenrang = dim(Span{Zeilen}) erhalten. Wegen Zeilenrang = Spaltenrang bleibt der Rang er-
halten. Analog argumentiert man bei Spaltenumformungen. O

Zur Bestimmung des Rangs einer Matrix fithrt man also solange elementare Umformungen durch,
bis man den Rang einfach ablesen kann, z.B. (Telefonmatrix)

1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=\ 4 5 6 1210 -1 210 = Rangd =2.
7 8 9 4 20 0 00

2.43 Definition. Die Elemente a;; einer Matrix heien die (Haupt-)diagonalelemente. Von
den anderen Elementen sagt man, sie stiinden ,,oberhalb“ bzw. ,unterhalb“ der Diagonalen, je
nachdem ob ¢ < j oder ¢ > j ist.

2.44 Definition. und Satz Zeilenstufenform

Eine Matrix A € M(m x n,K) hat die Zeilenstufenform, falls die ersten r Hauptdiagonalele-
mente a;; von Null verschieden sind, die letzten m — r Zeilen sowie alle Elemente unterhalb der
Hauptdiagonalen jedoch gleich Null sind. Eine Matrix A in Zeilenstufenform hat RangA = r.

Beweis. Aus der Zeichnung ist ZeilenrangA = r ist offensichtlich.

aip k Was hier steht,

spielt keine Rolle.
In diesen Bereichen

stehen nur Nullen.

Verfahren zur Bestimmung des Ranges einer Matrix

Sei A € M(m x n,K) gegeben und A # 0. (Sonst ist Rang A = 0 und wir sind fertig).

Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten (falls notwendig) kénnen wir aj; # 0 erreichen.
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2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Dann zieht man fiir £ > 2 von der k-ten Zeile das %—fache der ersten Zeile ab und bekommt
eine Matrix der Form
ail ‘ a2 -+ Qlp

0

: A
0
Nun verfihrt man analog mit A’ und so weiter, bis entweder A’ = 0 oder A’ € M (1xn—m+1,K).

In beiden Fillen liegt die Matrix in Zeilenstufenform vor und man kann den Rang gemé&8 Satz 2.44
ablesen.

Verfahren zur Bestimmung der inversen Matrix

Beobachtung: Gilt fiir drei Matrizen A, B,C' € M(n,K) die Gleichung AB = C und iiberfiihrt
man A und C durch die gleichen elementaren Zeilenumformungen in Matrizen A’ und C’ so gilt
auch A'B = C'.

Beweis. Die k-te Zeile von A liefert durch Multiplikation mit den Spalten von B die k-te Zeile
von C. Also fithren alle elementaren Zeilenunformungen in A zu den gleichen Umformungen im
FErgebnis C.

A B C

2.45 Satz. Bestimmung der inversen Matrix

Erhélt man E durch elementare Zeilenumformungen aus A, so verwandeln dieselben Zeilenum-
formungen die Matrix E in A™'.

Beweis. Obige Beobachtung fiir AA™! = E. O]
2.46 Beispiel. Sei
0 -1 0 1
1 0 11
A= 1 1 2 1 € M(4x4,R)
1 0 0 2

Wir wenden nun auf A und F jeweils die selben Zeilenumformungen an:

0 -1 0 1 1 0 00
1 0 11 0100
A= 1 1 21 0 010 -E
1 0 0 2 0 001
1 0 11 0100
0 -1 0 1 1 0 00
1 1 21 0010
1 0 0 2 0 001
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Das allgemeine Verfahren sollte aus diesem Beispiel klar werden!

2.47 Bemerkung. Die Inverse einer 2 x 2-Matrix

1
be —c

ad —

ist A=
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3 Lineare Gleichungen

3.1 Definition. Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen fiir n Unbekannte hat die Form

a11x1  + apry + 0 4+ awmr, = b
anxy + axpry + - 4+ awrT, = b
am11 + amere + -+ amprn = bn

Gegeben sind die Koeffizienten a;; € K und die Zahlen b, € K. Gesucht sind alle n-Tupel
x = (x1,...,zy,) welche diese Gleichungen erfiillen.

In Matrix-Vektor Notation kann man das System in kompakter Form schreiben als
Ax=b,
wobei

ailr - Glp 1 by
A= Lo e M(mxn,K), z= : eK" und b= : e K™.

am1 - QGmn Tn bm

Ein lineares Gleichungssystem ist 16sbar, falls b € BildA, also falls
Rang A = Rang (A|b) (um die Spalte b erweiterte Matrix) .

3.2 Beispiele. (a) Basisdarstellung: Ist A = (v1,...,v,) eine Basis des K", so fithrt die
Bestimmung der Basisdarstellung eines vorgegebenen Vektors u € K" auf ein n x n- Glei-
chungssystems u = x1v1 + - - - Ty, = Az mit A = (v1,...,v,) € M(n,K).

(b) Das Nachpriifen der linearen Unabhéngigkeit von n Vektoren vy, ..., v, des K™ fiihrt auf
das homogene (d.h. b = 0) m x n-Gleichungssystem 0 = zjv; + -+ + zpv, = Az mit
A= (v1,...vy) € M(m x n,K) und z € K.

3.3 Definition. Allgemeine lineare Gleichungen

Gegeben ist eine lineare Abbildung L : V' — W und ein Vektor b € W. Gesucht sind alle Lésungen
u € V der linearen Gleichung

Lu=5b.
Falls b = 0, so heifit die Gleichung homogen, falls b # 0, so heifit die Gleichung inhomogen.

Lineare Gleichungssysteme sind ein Spezialfall dieses Konzeptes mit V = K", W = K™ und
L:xz— Az fir A e M(m xn,K).

3.4 Definition. (a) Ist L : V. — W injektiv, so hat die Gleichung Lu = b fiir jedes b €¢ W
hochstens eine Losung v € V' . Man spricht dann von eindeutiger Lésbarkeit des Problems
Lu="5.

Wegen L injektiv < KernL = {0} ist Lu = b genau dann eindeutig lésbar, wenn Lu = 0
nur die “triviale Losung” u = 0 besitzt.
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3 Lineare Gleichungen

(b) Ist L : V. — W surjektiv, so hat die Gleichung Lu = b fiir jedes b € W mindestens eine
Losung v € V. Man sagt dann, das Problem Lu = b ist universell 16sbar.

Ist L : V — W bijektiv, so ist das Problem Lu = b universell und eindeutig lésbar, d.h. die
Gleichung Lu = b besitzt fiir jedes b € W genau eine Losung u € V.

3.5 Satz. Sei Ly = Kern L die Losungsmenge der homogenen Gleichung Lu = 0. Ist up eine
spezielle Losung der inhomogenen Gleichung Lu = b, dann ist die gesamte Losungsmenge (,,die
allgemeine Losung*) durch

Ly =up+ Lo := {ub+u0|u0 € Co}
gegeben.

Beweis. Sei Luy = b und Lug = 0, dann ist L(up + ug) = b, also up + ug € Lp. Sei andererseits
auch Lu, = b, dann ist u = up — up € Lo, da Lu = Luy, — Luy, = b— b= 0. [l

3.6 Bemerkung. Geometrisch ist die Losungsmenge L einer linearen Gleichung also ein affiner
Unterraum von V', d.h. ein um einen Vektor verschobener Unterraum.

3.7 Merkregel. Addiert man zu einer Losung der inhomogenen Gleichung eine Losung der
homogenen Gleichung, so erhélt man wieder eine Losung der inhomogenen Gleichung. Umgekehrt
ist die Differenz von je zwei Losungen der inhomogenen Gleichung eine Losung der homogenen
Gleichung.

Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme: Der GaulB3’sche Algorithmus
Beobachtung: Verdndert man die erweiterte Matrix

(4] b)
durch elementare Zeilenumformungen zu einer Matrix

(4 | v)

so gilt
Ar=b < Az =10

Beweis. Spezialfall von AB = C — A’B = (', wie beim Invertieren von Matrizen bewiesen. [

Wir erlautern den Algorithmus an einem Beispiel:

1 + 229 4+ 3xz3 = 1
4z + Sz + 623 =
Try + 8wy + 9x3 = 5

Die zugehorige erweiterte Matrix ist

N e e
o Ot N
© O W
ot W

Elementare Zeilenumformungen liefern

1 2 3 1 1
0 -3 —6|-1 — 0
0 -6 —12| -2 0

.~ Wenn hier keine Null stiinde, dann gébe es keine Loésung!

O W N
S Oy W
O = =
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Riickiibersetzung;:
z1 + 229 + 3z3 = 1
3xa + 6xz3 = 1
Wéhlexgzs,alsoacgz%—2:163:%—2sundaf1:1—2332—3333:1—%—1—45—38:%4—3.

Die allgemeine Losung lautet also

)
S
Il
8
Il
O W=
_l_
V2]
|
[\)
V2]
m
=

Das allgemeine Schema lautet also: bringe die erweiterte Matrix in Zeilenstufenform und 16se das
System dann von hinten her auf. Da man aber zunéchst nur Zeilenumformungen verwendet, kann
folgende Situation eintreten:

/ /
alq by

Dann muss man eben doch Spalten vertauschen und die Unbekannten dementsprechend umnum-
merieren.

Anwendung: Interpolation von Funktionen durch Polynome

Gegeben seien Stiitzstellen zg < 1 < - -+ < z,, und Zahlenwerte yo, y1,...,yn € R.

Gesucht ist ein Polynom p von Grad < n mit

p(CUO) =Yoo, ---» p(xn) =UYn .
1+
Y2 1
Yn +
Yo 1
Yn—1 T
xo xl 1:2 .................. xn_l xn

Um das als lineares Gleichungssystem zu formulieren, definieren wir auf Pﬂg") die lineare Abbildung

p(zo)
L:B 5 R"™ pes Lp =
p(zn)

Das Interpolationsproblem lautet dann:
Gegeben y = (yo, ..., yn) € R"1. Gesucht ist p € Pﬂén) mit Lp =y.
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3 Lineare Gleichungen

Da KernL = {0} gilt (ein nichttriviales Polynom vom Grade < n hat hochstens n Nullstellen), ist
L injektiv. Da dimP{™ = n + 1 =dimR™+! ist, folgt die Surjektivitit und somit die Bijektivitat
von L. Also ist Lp = y universell und eindeutig l6sbar.

Um nun das Interpolationspolynom zu berechnen, miissen wir L invertieren, p = L~'y. Dazu
geniigt es wie immer, die Bilder der kanonischen Basisvektoren zu berechnen,

L*Iy = L’l(yoel + .o+ Ynlnt1) = Yo L*161 + ...t yn Lflenﬂ .

Die Polynome ¢, = L™ 'ej 1 heifien Lagrange-Polynome. Da (i (z;) = 0 fiir j # k und £ (zy) = 1,

1st

ik (T~ )

Insgesamt haben wir also p(x) = >"}_, yk Ok ().

Anwendung: Die Methode der kleinsten Quadrate

Beispiel: Zwischen den Messgroflen X und Y wird ein linearer Zusammenhang der Form
Y=aX+0b
mit unbekannten Parametern a,b € R vermutet.

YA

Ry

Ein Experiment ergibt fiir (x,y) Wertepaare

(Cclvyl)v ey (xmvym) .

Aufgrund von Messfehlern liegen aber die Punkte (xy,yx) nicht alle auf einer Geraden.

Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt man eine Ausgleichsgerade durch
die Punkte (z, yx).

Fiir eine Gerade y = ax + b ist

Q(a,b) = (azg +b—yp)’

k=1

die Summe der vertikalen Abstandsquadrate der Punkte (xj,yx) von der Geraden y = ax + b.
Man bestimme nun a und b so, dass Q(a, b) minimal wird.

Wir verallgemeinern das Problem zunéchst ein wenig: sei eine m x n-Matrix A mit m > n =
RangA und ein Vektor y € R™ gegeben. Dann ist das Gleichungssystem Ax = y im allgemeinen
unlésbar, wenn nicht gerade y in Bild A liegt. Man sagt, die Gleichung ist iiberbestimmt. Wie
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zuvor kann man aber einen Vektor u suchen, so dass Au — y so klein wie moglich wird und zwar
im Sinne der ,kleinsten Quadrate“: Minimiere

m n 2
[Au = ylfn = < iUk — yz) :
i=1 \k=1

Das Problem der Ausgleichsgerade ist als Spezialfall enthalten:

1331

A= : : und u:<b>.
Do a

1 =,

Fine notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist das Verschwinden der partiellen Ableitungen
O, l|Au—y||* = 0 fiir j=1,...,n, also

m n 2
0
0 = 8%; (; aik“k?ﬁ)

m n
= 2 Z Qij (Z ik Uk — yz’)
i=1 k=1
n m m
= QZukZaijaik — QZaijyi-
k=1 i=1 =1

Mit der zu A transponierten Matrix (Zeilen und Spalten vertauscht!)

ai e mi
AT =
ain
ergibt sich also die notwendige Bedingung
ATAuw=ATy.

Diese Gleichung heifit die Gauf3sche Normalengleichung.

Wir werden spéter sehen, dass diese Gleichung universell und eindeutig lésbar ist und, dass die
Losung tatséchlich ||Au — y||? minimiert.
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4 Determinanten

Die 2 x 2-Determinante

Das lineare Gleichungssystem Ax = b mit A = ( a1 a2 > = (dy,d2) und b= ( b1 > ist genau
a1 a2 ba

dann universell und eindeutig l16sbar, wenn A bijektiv ist, also wenn Span{ay, @»} = R? ist, d.h.
wenn d; und do linear unabhéngig sind.

Wann sind zwei Vektoren in R? linear un- C_il ______ -

abhingig ? s o
Genau dann, wenn das von ihnen aufge- 7 F (a17 a’2)
spannte Parallelogramm nicht entartet ist, y

also wenn die (orientierte) Fldche ao

RN - = . JEN = N a a
Fla,aa) = [l sing = i costo+ §) = as = (20 ) () = anem - o

ungleich Null ist.

Fiir zwei Vektoren z,y € R? nennt man
det(z,y) = T1y2 — w251
die Determinante bzw. die Abbildung
det : R? x R? 5 R, (z,%) — det(z, )

die Determinantenform auf R2.

Die Determinante der Matrix A = (@1, dz) ist detA := det(dy, ds).

Die Determinantenform ist
(a) linear in jedem Argument, d.h.  — det(x,y) und y — det(x,y) sind Linearformen.
(b) antisymmetrisch bzw. alternierend, d.h. det(x,y) = —det(y, x).

(¢) normiert, d.h. det(ej,e2) = 1 fiir die kanonischen Einheitsvektoren.

Die 3 x 3 Determinante

Auch in drei Dimensionen sind Vektoren genau dann linear unabhéngig, wenn das von ihnen
aufgespannte Volumen
VOI(:L‘,y,Z) :l'(yX Z)

von Null verschieden ist. Hier ist

T2Y3 — T3Y2
X :RIXR? 5 R3 (z,9)—»zxy:=| z3y1 — 193
T1Yy2 — 291

das Vektorprodukt im R3. Der Vektor x x y steht senkrecht auf der von z und y aufgespannten
Ebene und sein Betrag |z x y| liefert den Flicheninhalt des von = und y aufgespannten Paralle-
logramms.
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4 Determinanten

Wieder ist die Abbildung
det :R?xR3xR® = R, (z,9,2)—2-(y X 2)

eine alternierende, normierte Multilinearform, d.h.
(a) det ist linear in jeder Variablen,

(b) Vertauschung zweier Argumente veréndert das Vorzeichen, det(z,y,2) = —det(y,z,2) =
det(y, z, x) usw.,

(c) det(eq,e2,e3) = 1.
Wieder kann man auch die Determinante einer 3 x 3-Matrix A = (a1, d2,ds3), @; € R3, durch die
Determinante der Spaltenvektoren definieren: detA := det(dy, da, ds).
Man koénnte nun die Determinante in R™ mittels des von n Vektoren aufgespannten Volumens
definieren. Das ist aber unpraktisch und im Moment ist ja auch noch gar nicht klar, wie dieses
Volumen genau definiert ist. Stattdessen nehmen wir deshalb die Eigenschaften (a), (b) und (c)
als Grundlage der Definition.

4.1 Definition. Determinantenform
Eine Abbildung

F:K'x.--xK"—K (n>2)
—_——
m—mal
heif3t

(a) Multilinearform auf K", kurz m-Form, wenn F' in jedem der m Argumente linear ist:
Flzy,...,zj+oy,....,zpm) = F(x1,...,2j,...,Zm) +aF(z1,...,Y,...,Zm)

fir alle z1,...,xm,y € K", a €K, j=1,...,m.

(b) Alternierende m-Form auf K", wenn (a) gilt und wenn F beim Vertauschen zweier
Argumente das Vorzeichen éndert:

F(xi,...,xi .. x5, m) = —F(z1,. 0,25, 0, %4, .0, Tm) Vi#£je{l,...,m}.

(c) Determinantenform auf K", wenn m = n gilt, (a) und (b) erfiillt sind, und F'(ey, ..., e,) =
1 fiir die kanonische Basis (eq, ..., e,) des K" gilt.

4.2 Satz. Fiir eine alternierende m-Form F' auf K" gilt: Sind a4, . .., a,, linear abhéngig, so folgt
F(ay,...,an) = 0. Insbesondere ist F(ay,...,a,) =0, falls zwei Eintrige gleich sind.

Beweis. Fiir zwei gleiche Eintrige ergibt das Vertauschen F(...,a,...,a,...) = —=F(...,a,...,a,...
also F'(...,a,...,a,...)=0.
Seien a,...,an € K" linear abhéngig, etwa a1 = Y -, ogag. Dann gilt wegen der Lineariét im

ersten Argument
m

F(al,...,am):ZanF(ak,ag,...,ak,...,am):0.
k=2

Es folgt, dass jede alternierende m-Form auf K" mit m > n identisch Null sein muss.

4.3 Satz. Kriterium fiir das Alternieren einer m-Form

Verschwindet eine m-Form F'(ay,...,a,,) falls zwei benachbarte Argumente gleich sind, also
ar = apqq firem ke {l,....m—-1} = F(a,...,am) =0,

so ist sie alternierend.
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Beweis. Wegen
0 = F(...,a+ba+b,...)
= F(..,a,a,...)0+F(...;a,b,...)+ F(...,b,a,...) + F(...,b,b,...)
= F(...,a,b,...)+ F(...,b,a,...)
andert F' sein Vorzeichen bei Vertauschungen benachbarter Argumente. Sind a; und ay, fiir j < k

nicht benachbart, so erreicht man durch sukzessives Vertauschen benachbarter Argumente, dass
a; und a, die Plitze tauschen, wobei man das mit 2(k — j) — 1 Vertauschungen erreicht,

ceey @5, A5415 - -, Ak—1,0F - - - -

k—j

Man benétigt beispielsweise & — j Vertauschungen, um a; an die k-te Stelle zu bringen. Dann
steht a; an der k — 1-ten Stelle und man benétigt kK — 7 — 1 Vertauschungen um a; and die j-te
Stelle zu bringen.

Bei jeder Vertauschung &ndert F' das Vorzeichen, also

F(...,a5,.. ,a5...) = (—1D)2*D7IR( . a,.. . a4,...)
= —F(..,a5,...,aj5,...).

4.4 Satz. Existenz und Eindeutigkeit der Determinantenform auf K”

(a) Fiir jedes n > 2 gibt es genau eine Determinantenform auf K". Sie wird mit det,, oder
einfach nur det bezeichnet.
b) Hat die n x n-Matrix A = (a;;) die Spalten a1,...,a, € K" so heifit det(aq,...,a,) die
J
Determinante von A, bezeichnet mit

ail N AT

|A| = detA =

Aml --. Amn

(c) Die Determinante einer n x n-Matrix A = (a;;) 148t sich wie folgt durch (n —1) x (n —1)-
Determinanten ausdriicken:

A = Z(—l)“’j a;j| Aijl (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j=1
= Z(—l)j+kajk]Ajk| (Entwicklung nach der k-ten Spalte).
j=1

Dabei sei A;; diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix, welche aus A durch Streichen der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht.

4.5 Beispiele. (a) Durch Entwicklung nach der letzten Spalte erhalten wir

ail a2 ai3
az; a2 a3 = a3
a3l as2 as3

ail a2
a1 Q22

a1l a2

+ ass
azr  as2

= ai3(azias2 — aziaz) — agz(ariasy — aziai2) + agz(ariaze — aziai2)

= 61-(62)(63).
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4 Determinanten

Merkschema fiir 3 x 3-Determinanten:

= 11022033 + (12023031 + 413021032

— 31022413 — 032023011 — A33021412

(b) In konkreten Beispielen entwickelt man zweckméBigerweise nach denjenigen Spalten bzw.
Zeilen, die moglichst viele Nullen enthalten, z.B. hier nach der 2-ten Spalte

2 L2 L] (2o

=—1| -2 1 —2|+4] 1 1 1 |=—(-6-2-3+2)=09.
—2 01 -2 3 1 0 -2 1 =2
3 41 0

Wir beweisen Satz 4.4 in mehreren Schritten.
4.6 Satz. Stimmen zwei alternierende n-Formen I und G auf dem K" auf der kanonischen Basis

iiberein, so sind sie gleich. Insbesondere gibt es hochstens eine Determinantenform auf dem K™.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jede alternierende n-Form H auf K" gilt:
H(ei,...,en) =0=H =0.

Daraus folgt dann
F(e1,...,en) =Gl(er,...,en) = F =G,
weil H = F — G selbst wieder eine alternierende n-Form ist.

Sei also H(ey, .. .,e,) = 0. Dann ist auch H(er1), - - - ,€xr(n)) = 0 fiir jede Permutation
m:{1,2,...,n} = {1,2,...,n},

da jede Permutation Komposition von Vertauschungen ist.

Wegen der Multilineraritét ist aber dann fiir beliebige a1, ..., a, € K"

n n
H(ay,...,an) = H(Zajlej,ag,...,an) :Zale(ej,ag,...,an) =...=
j=1 j=1

n n
= Z...Zajl...aan(ejy-"7ek):0'
k=1

=1

Es bleibt also die Existenz einer Determinantenform det,, auf K™ zu zeigen.

Dazu verwenden wir die Entwicklung nach Zeilen und zeigen per Induktion, dass diese tatséchlich
eine Determinantenform liefert.

Induktionsanfang: Fiir n = 2 liefert deta(A) = a11a22 — a12a21 eine Determinantenform in den
Spalten von A.

Induktionsschritt: Sei det,_; eine Determinantenform auf R"~! und sei i € {1,...,n} beliebig
aber fest. Fiir A € M(n x n,K) sei nun

n

detn(A) ==Y (1) aj; det,_1(Ajj). (4.1)
j=1

Es ist zu zeigen, dass det,, eine Determinantenform in den Spalten von A ist:
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(a) det,, ist multilinear, denn a;jdet,_1(A;;) ist linear in jeder Spalte von A:
alj
in der j-ten Spalte, da : > a;j linear ist,

anj
in den anderen Spalten, da det,_1A4;; nach Induktionsannahme eine Multilinearform ist.

(b) det,, ist alternierend: nach Satz 4.3 miissen wir nur zeigen, dass det,,(A) = 0 wenn zwei
benachbarte Spalten gleich sind.

Sei etwa @, = dp41. Fiir j # k und j # k£ + 1 hat A;; dann zwei gleiche Spalten, weswegen
det,—1A;; = 0 gilt. Damit bleibt in (4.1) nur noch
detn(A) = (—1)i+k a;r dety,—1 (Azk) + (—1)i+k+1 Q5 k+1 det,_1 (Ai,k—H) .

Wegen @), = dj41 ist aber a;; = a; 41 und A, = A; ;41 und somit det, |4 = 0.
(c) det,, ist normiert, da

n

detn(En) = Z(—l)iJrj (51']‘ detn_l (E”)
J=1

= (—1)% detn_l(Eﬁ) = detn—l(En—l) =1.

Also gibt es fiir jedes n > 2 eine Determinantenform auf K", welche nach Satz 4.6 eindeutig ist.

Insbesondere liefert die Entwicklung nach der i-ten Zeile fiir jedes i € {1,...,n} das gleiche
Ergebnis.

Die Behauptung zur Entwicklung nach Spalten folgt aus detA = detA”, der Aussage des niichsten
Satzes.

4.7 Satz. Determinante der transponierten Matrix

Sei AT = (a;) die zu A = (a;;) € M(n,K) transponierte Matrix, also

ai] a21 ... Qanpil ail] a2 ... Qain
a2 a2 . az;  a22

AT = fir A=
aln Gnn Gn1 Gnn

Dann gilt |AT| = |A.

Beweis. Fiir n = 2 gilt G dan) a11a29 — 910412 = a2
al2 a92 a21 a2
Sei alson > 3. Es gilt |AT| = det(z1,...,2,), wobei 21,...,2, die Spalten von AT bzw. die
Zeilenvektoren von A sind.
Sei andererseits D(z1,...,2y,) : = |A| aufgefasst als Funktion der Zeilen von A.

Wir werden zeigen, dass D eine Determinantenform ist. Wegen der Eindeutigkeit gilt dann aber
D = det und somit |A| = |AT].

(a) D ist linear im i-ten Argument: Entwicklung von |A| nach der i-ter Zeile liefert

n

D21, 20) = [A] =Y (=) ay; | Ay

Jj=1
Jeder Summand ist linear in z;, da z; in |Aij| nicht vorkommt und z; = : T

Ain
linear ist.
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4 Determinanten

(b) D ist alternierend: Sei z; = zj41 . In der Entwicklung nach der i-ten Zeile fiir i # k und
i #k+1(n>3)ist jeder Term gleich Null, da A;; fiir jedes j zwei gleiche Zeilen hat.
Damit ist |A;;| = 0, da A;; nicht vollen Rang hat.

(¢) D(e1,...,en) =|En| =1.

Nun kénnen wir noch den Teil von Satz 4.4 iiber die Entwicklung nach Spalten beweisen:

Al = |AT] =D (D" af; (AT )k | =D (=1 ajp | Al
j=1 j=1

/]\
Entwicklung nach k-ter Zeile

4.8 Satz. Multiplikationssatz fiir Determinanten
Fir A, B € M(n,K) gilt

AB| = |A|-|B|.

Beweis. Sind by, ..., b, die Spalten von B, so hat AB die Spalten Aby, ..., Ab,.
Fiir festes A und beliebiges B betrachten wir

F(by,...,by) = det(Aby, ..., Ab,) = |AB|.

Als Komposition der linearen Abbildungen b; — Ab; und det ist I multilinear. F' ist alternierend,
da det alternierend ist und es gilt

F(ei,...,e,) =det(ay,...,an) = |A]

Auch durch G(by,...,b,) = |A| det(by, ..., by,) ist eine alternierende n-Form mit G(ey,...,e,) =
|A| gegeben.

Falls |A| = 0 ist, so gilt G = F. Falls |A| # 0 ist, so sind |%| und % Determinantenformen und
wegen der Eindeutigkeit gleich. Also G = F', d.h. |A|- |B| = |AB|. O

4.9 Korollar. Eine Matrix A € M(n,K) ist genau dann invertierbar, wenn |A| # 0 ist. Dann
gilt
1
A7 =
|A]

Beweis. Falls A invertierbar ist, so folgt aus dem Multiplikationssatz

1=|B|=]4-A7" = |A]|A7Y],

also )
|A|#0 und A7 = —.
|Al
Ist A nicht invertierbar, so ist A nach Satz 2.31 nicht surjektiv. Also sind die Spalten von A linear
abhéingig und es gilt nach Satz 4.2, dass |A| = 0 ist. O

4.10 Zusammenfassung. Fiir eine n x n Matrix A sind also dquivalent
(a) [A] #0
(b) A ist invertierbar.
(c) Das Gleichungssystem Ax = b ist universell und eindeutig lésbar.
)

(d) Die Spalten von A sind linear unabhéngig.
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(h

Die Zeilen von A sind linear unabhingig.
RangA =n

A K" — K" ist injektiv.

A K" — K" ist surjektiv.

)
)
)
)

4.11 Satz. und Definition. Die Determinante eines Endomorphismus

Sei V ein Vektorraum der Dimension n < oo, L € £(V) und B eine Basis von V.

Die Zahl |[Mp(L)| hiingt nicht von der Basis B ab und wird mit detL bezeichnet.

Beweis. Ahnliche Matrizen haben gemifi des Multiplikationssatzes gleiche Determinanten,
[STIAS| = [ST|A]1S] = |A].

Da fiir zwei Basen A und B gemé&fi Satz 2.37 die Matrizen M 4(L) und Mp(L) dhnlich sind, folgt
die Aussage. O

4.12 Satz. Die Cramersche Regel

Fiir eine invertierbare n x n-Matrix A = (ay, ..., a,) iiber K und b € K" ist die eindeutige Losung
der Gleichung Az = b gegeben durch

1 .
mi:mdet(al,...,ai,l,b,aiﬂ,...,an) fir ¢=1,...,n.

Beweis. Wir schreiben die Gleichung Az = b als
101+ -+ Tpa, = b

bzw.

r1a1 + -+ (Tia; — b) + -+ xpa, = 0.

Also sind die Spalten der Matrix

a1 - (wia; —b1) -0 aip

an1 - ($iain - bn) ctr OAnn

linear abhéngig und ihre Determinante somit Null. Linearitét in der i-ten Spalte liefert schliefilich

aip v aip ajp -0 bt oo an

zi| I ;| =0.

O

4.13 Bemerkung. Die Cramersche Regel ist nicht zur expliziten Berechnung von Loésungen
geeignet, zeigt aber z.B. die stetige Abhéingigkeit der Losungen von A und b.
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4 Determinanten

Determinante und Volumen im R"

Seien dy, ..., d, Vektoren im R™, dann ist das von ihnen aufgespannte Parallelotop die Menge
n
P(&l,...,ﬁn):: Zajd’jlogozjglﬁirjzl,...,n
j=1

Fiir n = 1 ist P(d;) eine Strecke, fiir n = 2 ist P(d;,d2) ein Parallelogramm und fiir n = 3 ist
P(dy,dz,ds) ein Spat. Der n-dimensionale Einheitswiirfel ist P(é1,...,éy,).

Wir haben uns bereits iiberlegt, dass
Fléiche(P(c_il, 52)) = ]det(fil, 62)‘
und
Volumen(P(Eil, 52, 53)) = |det(d’1, 52, 53)|

gilt. Dieser Zusammenhang besteht auch fiir n > 4. Da wir das “Volumen” von Teilmengen des
R™ noch nicht definiert haben, erheben wir diese Setzung zur Definition. Das miissen wir natiirlich
begriinden. Dazu stellen wir fest, dass wir folgende Eigenschaften a priori von jeder verniinftigen
Definition des n-dimensionalen Volumens

Vol(P(ay,...,a,)) = V(a,...,an)
fordern miissen:
(a) Homogenitét in jeder Richtung
V(... 61,00, a;41,...) = |a|V(al,. .., ap)
fiir jedes i =1,...,n und o € R.
(b) Cavalierisches Prinzip
V( <oy Qi—1, G + QA Qg - ) = V(ala s 7an)

furi=1,...,nund k # .

“Ein Papierstapel dndert sein
Volumen nicht, wenn man
die Blétter gegeneinander ver-
schiebt”:

(c) Der Einheitswiirfel hat Volumen 1

V(el,...,en) =1.

4.14 Satz. Eindeutigkeit des “Volumens”

Es gibt genau eine Funktion V' : R” x --- x R” — R welche die drei Eigenschaften (a), (b) und
(c) hat. Sie ist gegeben durch

Vay,...,an) = |det(a,...,an)]

und heifit Volumen des Parallelotops P(ay,...,a,).

Beweis. |det(aq,...,an)| hat offensichtlich die Eigenschaften (a), (b) und (c). Erfiille nun auch V
(a), (b) und (c) und sei

_ V(ay,...,an)
|det(ar, ..., an)|

F(ay,...,ap): det(ay,...,an)
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falls ai, ..., ay, linear unabhéngig und F(ay,...,a,) = 0 sonst. Wir zeigen, dass F' eine Determi-
nantenform ist. Dann folgt aus der Eindeutigkeit F' = det und somit die Aussage des Satzes.

Wir zeigen zunéchst, dass F' multilinear ist. Dazu setzen wir a; = ax + Sy und weisen 0.B.d.A.
die Linearitdt im ersten Argument nach.

(i) Falls ag,...,a, linear abhiingig sind, gilt

F(ax + By,a2,...,a,) =0=04+0= aF(z,a2,...,a,) + SF(y,az2,...,a,).

(ii) Seien also ag,...,a, linear unabhéngig. Falls Sy = 2?22 tja;, dann ist
V(azx + By, ...)
F . det .
(az + By,..) |det(ax + By, ...)| et(az +By,..)
Viaz,...)
———— "~ _det
|det(az, . ..)]| et(az,..)
la|V(x,...)
= ——— " adet(ax,...)
|| [det(z, .. .)|

= aF(z,...)=aF(z,..)+BF(y,...)=0.
———
Dabei folgt V(ax + By, ...) = V(ax,...) aus dem Cavalierischen Prinzip.
(iii) Seien schlielich Sy, as,. .., a, linear unabhingig und ax = t18y + Z?:z tjaj, dann ist

Flax+ By,...) = F((1+t)By,...)=1+t)BF(y,...)=BF(y,...)+ F(t:18y,...)
= [BF(y,...)+ F(ax,...)=pF(y,...)+aF(z,...),

wobei wir im ersten und im vorletzten Schritt wieder das Cavalierische Prinzip verwendet

haben.
Also ist F' multilinear. Da F(...,a,a,...) = 0 per Definition gilt, ist F' alternierend und wegen
V(ei,...,e,) = 1ist F eine Determinantenform. O
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5 Eigenwerte und Eigenvektoren

5.1 Definition. Eigenwerte und Eigenvektoren
Sei V' ein Vektorraum iiber K und L : V — V ein Endomorphismus. Eine Zahl A € K heifit
Eigenwert von L, falls es einen Vektor v # 0 aus V mit

Lv=M\v

gibt. Ein solcher Vektor heifit dann Eigenvektor von L zum Eigenwert .

5.2 Lemma. Ist A = Mp(L) die Matrix von L € L(V) beziiglich einer Basis B = (v1,...,vy)
von V', so hat A genau dann Diagonalgestalt,

A1 0
A= - :
0 An
wenn fiir alle j = 1,...,n der Basisvektor v; Eigenvektor von L zum Eigenwert \; ist.

Beweis. Es gilt Lv; = A\jv; < Mp(L)e; = Aje; < die j-te Spalte von Mp(L) ist gleich A\je;. [

5.3 Definition. Diagonalisierbarkeit

Fin Endomorphismus fiir den eine Basis aus Eigenvektoren existiert heifit diagonalisierbar.
5.4 Beispiel. Sei V = R?, also K = R.
(a) Spiegelung L an der “y-Achse”: Es ist Le; = —e; und Ley = e2. Somit hat L die Eigen-

werte A1 = —1 und Ay = 1 zu den Eigenvektoren e; und es. In der Basis aus Eigenvektoren,
also der kanonischen Basis, hat L die Diagonalgestalt

M;C(L):<_Ol ?)

(b) Drehung D, um den Winkel ¢ um den Ursprung: Fiir ¢ ¢ 7Z hat D, hat keinen
Eigenvektor, da jeder Vektor unter D, seine Richtung &ndert. Also hat D, dann auch keinen
(reellen) Eigenwert und ist nicht diagonalisierbar.

(c) Scherung:
Eine Scherung des R? ist gegeben durch

Az(l i) mit s#0.

A hat nur den Eigenvektor e; zum
Eigenwert A = 1, also Ae; = ej. Auch A ist
somit nicht diagonalisierbar.

€2

A€2

> —

€1 = A€1

5.5 Bemerkung. Ein Vektor v € V \ {0} ist genau dann Eigenvektor von L € L(V) zum
Figenwert A € K, wenn
v € Kern(L — A\1y)

gilt. Denn v € Kern(L — A\ly) < (L — Aly)v =0 < Lv = Av.
Also ist A € K genau dann Eigenwert von L € L(V'), wenn Kern(L — A\1y) # {0}.
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5 FEigenwerte und Figenvektoren

5.6 Definition. Eigenraum und geometrische Vielfachheit
Sei A ein Eigenwert von L € £(V'), dann heifit der Unterraum

Ey :=Kern(L — A\ly)

von V der Eigenraum von L zum Eigenwert A. Die Dimension dimF) heifit geometrische
Vielfachheit des Eigenwertes A.

5.7 Bemerkung. Jeder Vektor v € E) mit v # 0 ist Eigenvektor zum Eigenwert A. Bei der
Wahl von Eigenvektoren besteht also immer eine Freiheit. Das geometrisch relevante Objekt ist
der Eigenraum. Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten haben nur die Null gemeinsam, denn
es kann ja nicht Lv = Av = po fiir X # p gelten. Es gilt aber mehr:

5.8 Lemma. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhingig

Sei L € L£(V) und seien vy,...,v; Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten Aq,...,\s, also
Ai # Aj fiir i # j, dann sind vy, ..., vy linear unabhéngig.

Beweis. Induktionsanfang: Fiir / = 1 ist vy linear unabhéngig, da nach Definition vy # 0 gilt.

Induktionsschritt: Die Aussage sei richtig fiir £. Seien nun vy, ...,ve+1 Eigenvektoren zu ver-
schiedenen Eigenwerten \i,..., Apyq und sei

arvy + - F oy vy = 0.
Daraus erhélt man durch Anwendung von L bzw. A1 11y die Gleichungen

a1 Avr - a1 A1 V41 =0
a1 Ap1v1 + - Faypr Aep1 v =0

und durch Subtraktion

a1(A1 — App1)vr + oo+ ap(Ae — Apr1)ve = 0.

Nach Induktionsannahme sind vy, ..., v, aber linear unabhéngig, somit ist
a1 (A1 — Aey1) = = (A — Aer1) = 0.
Wegen \; # \; fiir ¢ # j folgt a1 = -+ = oy = 0, damit o471 =0, also apyq =0
und schliefllich die lineare Unabhéngigkeit von vy, ..., vp41. O

5.9 Bemerkung. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig. Damit
kann ein Endormophismus L auf einem n-dimensionalen Raum hochstens n verschiedene Eigen-
werte haben. In diesem Fall bilden die Eigenvektoren dann eine Basis und L ist diagonalisierbar.
Das Vorliegen von n verschiedenen Eigenwerten ist allerdings keine notwendige Bedingung fiir
Diagonalisierbarkeit, beispielsweise hat die Einheitsmatrix nur den einen Eigenwert A = 1 und
die Nullmatrix nur den Eigenwert A = 0. Beide sind aber diagonal.

5.10 Korollar. Sei dimV = n und L € L(V). Seien Ay,..., A\ verschiedene Eigenwerte von L
mit geometrischen Vielfachheiten nq, ..., ny, und (vy), cee Unz(l)) jeweils eine Basis des Eigenraums

E), zum Eigenwert \; .
Dann sind auch
vgl), . ,vngl),vg), e ,vnéZ), e ,vg), e ,vnée)
linear unabhéngig.
Insbesondere ist die Summe n; + --- + ny der geometrischen Vielfachheiten hichstens n und L
ist genau dann diagonalisierbar, wenn nj + - -- +ny = n ist.
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Beweis. Ist Zle ) oz,(f) U](j) =0, so sind nach Lemma 5.8 die Vektoren } ;" , a,(f) U](j) € By,
(4) (4)

gleich Null und wegen der linearen Unabhéngigkeit der vy, ..., vy, verschwinden alle Koeffizien-
ten a,(;) .

Also ist (vgl), e ,1)7(111), cee v%e), .. .v,(é)) ein linear unabhéngiges n; + ...+ ng-Tupel von Eigenvek-
toren.

Im Fall n; 4+ ...+ ny = n ist es eine Basis aus Eigenvektoren und L somit diagonalisierbar.

Ist nun andererseits L als diagonalisierbar vorausgesetzt und sei m; die Anzahl der Eigenvektoren
zum Eigenwert ); in einer Basis aus Eigenvektoren, so ist m; < dimF)y, = n;, also

n=m;+...+my<ni+...+np<n,
woraus ni +...+ny, =mn und m; = n; fiir alle j = 1,..., ¢ folgt. O

Wie bereits bemerkt, ist A € K genau dann Eigenwert von L € £(V'), wenn Kern(L —\1y) # {0},
also wenn L — Aly nicht injektiv ist. Daraus ergibt sich das

5.11 Lemma. Sei dimV =n < oo und L € L(V). Dann ist A € K genau dann ein Eigenwert von
L, wenn det(L — A1y ) = 0 gilt.

Wird L beziiglich einer Basis von V' durch die Matrix A = (a;;) beschrieben, so ist

ainr — A a2 e aip
ao1 a — A - a2n
det(L — Aly) = det
anl an?2 o Qpp — A

Diese von A abhéngige Determinante ist ein Polynom vom Grade n in A und heifit das charakte-
rische Polynom von L.

5.12 Lemma. Sei dim V =n < oo und L € £L(V). Dann gibt es Zahlen ay, ..., a, € K mit
Pr()\) :=det(L — My) = ap A" + an i A"+ -4 a1\ + ag
fiir alle A € K. Es gilt
n
an = (=1)", an_1 = (=1)""'SpurL := (-1)""! Zajj und ap = detL.
j=1

Man nennt Pj, das charakteristische Polynom von L.
Beweis. Sei A = Mpg(L) beziiglich einer Basis B von V. Wir bestimmen

det(L — A1y ) = det(A — \E),) .

Aus

det(A — \B) = znj(q)iﬂ(aij — \bij)det (A — AB)sj)
j=1

sieht man sofort durch Induktion, dass fiir beliebige n x n-Matrizen A und B det(A — AB) =
Cp A"+ - 4 1A + ¢ flir geeignete ¢, ..., c, € K ist.

Fiir B = E, ergibt Induktion und Entwicklung nach der ersten Zeile

det(A — AE,) = (a11 — A)det (A — AER)11) + R(N).
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5 FEigenwerte und Figenvektoren

Es ist R(\) ein Polynom vom Grad n — 2, da det(A — AE},)1; ein Polynom vom Grad n — 2 ist.

Nun ist nach Induktionsannahme

det((A — AE’n)ll) = (—1)”71)\1171 —+ (—1)"72 Z Qjj )\n72 + .-
7=2

und somit

det(A — AE,) = (=1)"X" + (=)™ ' ap A 4
j=1

Der konstante Term ergibt sich aus

ap = Pr(0) =det(A—0-E,) =det A.

5.13 Korollar. Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
5.14 Beispiel. (a) Spiegelung an der y-Achse:

L= ( _01 ?):PL(A):det(L—AEg):det ( _10_A 18)\>:(A+1)(/\—1).

Die Nullstellen und somit die Eigenwerte sind A\; =1, Ao = —1.
(b) Drehung um Winkel ¢ in der Ebene:

< cosp —sing >
D,=(

sing  cosp
Also ist

cosp — A —singp

Pp, (A) = det < sin ¢ cosp — A

> = (cosp—N? +sin’9p >0 falls ¢ nZ.

Fiir ¢ = 0 ist D, = F5 und Ppg,(\) = (1—))? hat die doppelte Nullstelle \; = 1. Also hat Dy
den Eigenwert A\; = 1. Seine geometrische Vielfachheit ist 2, da der Eigenraum E), = R? ist.
Fir ¢ = 7 ist D, = —E», der einzige Eigenwert also A = —1. Fiir alle anderen ¢ € (0, 27)
hat Pp,()) keine Nullstellen, und somit hat D, dann auch keine Eigenwerte.

(c) Scherung:

A:((l) 'j) = PA()\):det<16)\ 1i)\>:(1—)\)2.

P4(A) hat also die doppelte Nullstelle A} = 1, der Eigenraum zum Eigenwert A; ist aber nur
eindimensional, Ey, = Span (e1). Die geometrische Vielfachheit ist hier also echt kleiner als
die Ordnung der Nullstelle (=algebraische Vielfachheit).

Zur Erinnerung: Der Fundamentalsatz der Algebra

Jedes komplexe Polynom vom Grade n > 1, d.h. jede Abbildung P : C — C von der Form
P(z) =cp2" 4+ +c1z+co,
wobei ¢g,...,c, € C und ¢, # 0, hat mindestens eine Nullstelle.

5.15 Korollar. Fiir n > 1 hat jeder Endomorphismus eines n-dimensionalen komplexen Vektor-
raumes mindestens einen Eigenwert.
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In der Vorlesung Mathe fiir Physiker 1 wurde aus dem Fundamentalsatz gefolgert:

5.16 Lemma. Jedes komplexe Polynom P zerféllt in Linearfaktoren: ist P(z) = ¢, 2" + -+ +
€1z 4 ¢o mit ¢, # 0, und sind z1, - - -, 2z € C die paarweise verschiedenen Nullstellen von P, so gilt

r

P(z)=c¢cp H (z—z)™

i=1
mit wohlbestimmten Exponenten m; > 1, welche man die Vielfachheit der Nullstelle nennt.

5.17 Bemerkung. Fiir endliche Korper K gibt es verschiedene Polynome, d.h. Ausdriicke der
Form P(z) = an 2™ + - - + ap, welche dieselbe (polynomiale) Abbildung P : K — K, z — P(z)
definieren. Beispielsweise in K = F» = {0, 1} definieren z und 22 dieselbe Abbildung, da 0-0 = 0
und 1-1=1.

5.18 Definition. Algebraische Vielfachheit

Sei dimV =n < 00,K =R oder K = C und L € L(V). Falls )y eine k-fache Nullstelle des
charakteristischen Polynoms ist, d.h.

PL) = (A =20 Q) mit Q) #0,

so heiflt k£ die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes Ag .

5.19 Lemma. Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes A ist immer kleiner oder gleich
der algebraischen Vielfachheit.

Beweis. Erginzt man eine Basis des n;-dimensionalen Eigenraumes F'y; zu einer Basis von V, so
hat die Matrix von L beziiglich dieser Basis die Form

Uz
—
A 0
k
0 Ai
0 *

Aus der Leibnizformel (Aufgabe 28) liest man ab, dass in Pr(A\) = det (M (L) — A E,,) der Fak-
tor (A; — A) mindestens n;-mal vorkommt. O

5.20 Korollar. Sei V ein komplexer n-dimensionaler Vektorraum und L € £(V'). Sind Ay, ..., A
die Eigenwerte von L mit algebraischen Vielfachheiten my,...,my so gilt m; +--- +my = n.
Insbesondere ist L genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert gilt n; = dimFEy, = m;,
also geometrische Vielfachheit = algebraische Vielfachheit.

5.21 Beispiele. (a) Sei A = , dann ist

1—-Xx 2 3
Pa(\) = det(A—AEs)=| 4 5-X 6
7 8 9—2\
= 1=XN6-XNO0-N)+2-6-7+3-4-8—7-(5—-X)-3—-8-6-(1—-X)—(9—X)-4-2
A 152 18 A+ 0= —A(A2 — 15\ +18)
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5 FEigenwerte und Figenvektoren

_15-3V17
B 2

Um die Eigenrdume zu bestimmen, miisste man nun die Gleichungssysteme

=M\ =0,A =

15 + 317
— M

(A—NE3)v; =0, (A—XE3)va =0, (A—A3E3)v3 =0

losen. Da alle Eigenwerte einfach sind (d.h. einfache Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms), bilden die zugehorigen Eigenvektoren eine Basis von R? und A ist diagonalisierbar.

(b) Sei A= <(1) é),dannist

=M —1=A+1)N-1).

Pa(\) = det (A — AEy) :‘ ? _1A ‘

Die Eigenwerte sind also A\; = 1 und Ay = —1 und die zugehorigen Eigenrdume liest man
in diesem Fall einfach ab:

Bu-fa(Yiecr) wa m-fa( ! Yack).

5.22 Satz. von Cayley-Hamilton

Sei L € L(V) ein Endomorphismus des endlichdimensionalen Vektorraums V' und Pp, sein cha-
rakteristisches Polynom. Dann ist

PL(L)=0.
Hier steht Pr(L) € L£(V) fur diejenige Abbildung, die man erhélt, wenn man L in das charakte-
ristische Polynom einsetzt, also

Pr(L) = anL" 4 apn 1 L" ' 4+ ay L+ agE, .

Beweis. Fiir diagonalisierbare L ist die Aussage leicht zu sehen: In einer Basis B aus Eigenvektoren
hat L™ fiir m=1,...,n die Form
AT 0
Mp(L™) = .
0 A

und somit
MB(PL(L))Z']‘ = 51']' (an)\? + anfl)\?il + -+ al)\j + ao) =0,

da die \; ja als Eigenwerte gerade die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind. Fiir
nicht diagonalisierbare Endomorphismen ist der Beweis mit den uns im Moment zur Verfiigung

stehenden Mitteln nicht leicht und wir kommen erst spéter darauf zuriick, vgl. Bemerkung 8.17.
O

Anwendung: System linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten.

Die Differentialgleichungen

T1(t) = anzi(t) + -+ amzn(t)

mn(t) = anlxl(t) +--+ ann$n(t)
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sind gekoppelt und in Kurzform schreiben wir
z(t) = Ax(t).

Es sei die Anfangsbedingung z(0) = a € K" gegeben und wir suchen die Losung fiir alle anderen
Zeiten, also eine Funktion x : R — K" welche %x(t) = Az(t) und x(0) = a erfiillt.

Falls A diagonalisierbar ist, also

A1 0
SilAS: '.. :_D
0 An

fiir eine reguldre Matrix S gilt, dann ergibt sich fiir den Vektor y(t) = S~1a(t)
y(t) = S i(t) = ST Ax(t) = STTASSla(t) = STLASy(t) = Dy(t).

Wir erhalten also die entkoppelten Differentialgleichungen

yi(t) = My(t), -5 Yn(t) = Anyn(t) .
Die Anfangsdaten fiir y ergeben sich aus denen fiir x durch

y(0) = S~ tz(0) = S la=:b.
Die Losungen fiir das entkoppelte System kann man direkt ablesen,
y1(t) = ble)‘lt, o yn(t) = bne)‘”t

oder kurz
eAlt 0 bl

y(t) =ePlh:=

Durch Riicktransformation bekommt man auch wieder
x(t) = Sy(t) = SePth = SePts—1q =: etq.

5.23 Beispiel. Geddmpfter harmonischer Oszillator

Die Differentialgleichung des geddmpften harmonischen Oszillators lautet
i(t) = —wha(t) — 2vi(t),
wobei wq die Frequenz des ungeddmpften Oszillators ist und + die Stiarke der Démpfung be-

schreibt. Diese lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung ist dquivalent dem System linearer
Differentialgleichungen erster Ordnung

(50) - =) (50)-

=:A

Dieses System wollen wir nun durch Diagonalisieren 16sen.
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5 FEigenwerte und Figenvektoren

(a)

50

Bestimmen der Eigenwerte

Das charakteristische Polynom lautet

I 1 N9 2 _ 42 2
und die Eigenwerte sind
) —2y & \/49? — 4w}
1/2 = 5

Je nach Wahl der Parameter kénnen die folgenden drei Félle auftreten:
(i) y>wo = A= —v+ /72 —wi ER,
die Eigenwerte sind verschieden und reell.
(i) y=wo = Ajp=-7€R,
es gibt nur einen Eigenwert.
(iii) y<wo = Ajjp=-—7 +iy/wi — 12 €C,
die Eigenwerte sind verschieden und komplex.

Bestimmen von Eigenvektoren

Eigenvektoren zu A; und A2 ergeben sich aus der jeweiligen linearen Gleichung
(A=ME)vM =0 baw. (A= \Ey)w® =0,
also
Ao ! ) o/ /@ 1/
=0 = —A1/20 + v =0.
( *W(QJ =27 — Aij2 vgl)/(Q) /241 2

Da diese Gleichungen sicherlich jeweils mindestens eine Losung haben (wir wissen ja bereits,
dass \; /o Eigenwerte sind, also muss es auch zugehérige Eigenvektoren geben), kénnen wir

z.B. v&l)/(z) = 1 setzen und erhalten

m_ (1 @_ (1
v </\1> und v <)\2>.

Falls aber A\ = A\g = —v (also Fall (ii)), so haben wir nur einen Eigenvektor gefunden. Das
ist dann aber auch der einzige, da der Kern von

(A== < e —17>

nicht zweidimensional ist. Im Fall (i7) ist A somit nicht diagonalisierbar und wir miissen
uns etwas anderes iiberlegen (vgl. Kapitel 8 iiber die Jordansche Normalform).

Sei nun Ay # As.

Transformation auf Diagonalgestalt

Es ist
D=<A1 ! ):SlAS

0 Ao

5= (v0,0®) = ( All ;2 ) _

Man erinnere sich: die Spalten der Marix sind die Bilder der Basisvektoren. Und S bil-
det hier von der Basisdarstellung bzgl. der Eigenvektoren in die Basisdarstellung bzgl. der
kanonischen Basis ab. Die Inverse ist

g 1 Ay 1) 1 Ay —1
N det S —)\1 1 N )\2 - )\1 —)\1 1
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(d) Loésungsgenerator fiir die Differentialgleichung

1 At .
o = ST =y < )\11 )\12 ) < " eAOﬁ ) ( —Ail 11 >
_ 1 1 1 AgeMtt —ehit
-\ ( A Az ) ( —Ajeret el >
1 )\2e>\1t _ )\18/\2t e)\gt _ e)\lt
DYDY ( AAg (Mt —er2t)  Ngetat — \je! )

Mit Hilfe des Losungsoperators kénnen wir nun fiir beliebige Anfangsdaten z(0) und v(0)
die Losung der Differentialgleichung angeben,

also
1

o) = (()\ge’\lt _ /\1e)‘2t> 2(0) + (e)‘Qt - e’\lt) U(O)) (5.1)

und analog fiir die Geschwindigkeit.

Fall (i): Beide Eigenwerte sind negativ, es gibt keine Oszillationen mehr (egal wie hoch die An-
fangsgeschwindigkeit ist!). Man nennt diesen Fall deshalb den iiberdampften Fall.

Fall (ii): Wir werden fiir diesen Fall (5.1) noch explizit auswerten. Dazu definieren wir

M=—y+iywi—7 = —v+iw=A
Ao=—y—iywi—7 = —y—iw=2A.

Damit ist A\ — \{ = A — A = —2iw und

Gt L[ 2ilm(keM) 2ilmg§j)
2iw \ [A]22iIm(eM) 2iIm(XeM)

e [ —ysin(wt) — wcos(wt) sin(—wt)
Cw ( wd sin(wt) —ysin(wt) — w cos(—wt) >

i [ cos(wt) + T sin(wt) L sin(wt)
= e > :
— 20 gin(wt) cos(wt) — L sin(wt)

Damit lautet die allgemeine Losung zu den Anfangsdaten z(0) = zp und v(0) = £(0) = vy

1
z(t) = e ((Cos(wt) + 2 sin(wt)) xo + — sin(wt) v0> . (5.2)
w w

Entsprechend findet man v(t) aus der zweiten Zeile von e und man sollte sich zumindest einmal

selbst iiberzeugen, dass das Ergebnis tatséchlich mit der Zeitableitung unserer Formel (5.2) fiir
x(t) iibereinstimmt.

Wie schon gesagt, behandeln wir Fall (ii) spéter. Statt Diagonalform verwendet man dann die
Jordansche Normalform, und in die kann man jede Matrix durch ein Ahnlichkeitstransformation
bringen.
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6 Vektorraume mit Skalarprodukt

6.1 Definition. Skalarprodukt
Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung

(n):VxV =K

heifit Skalarprodukt oder inneres Produkt, falls
(a) (u,uy >0 VueV und (u,u)=0<u=0. (positive Definitheit)

(b) (-,-) ist linear im zweiten Argument, also
(u, a0+ Bw) = alu,v) + Blu, w)

fur alle u,v,w € V und o, 8 € K.
(¢) (u,v) = (v, u) fiir alle u,v € V.  (Symmetrie)
FEinen Vektorraum V mit Skalarprodukt nennt man Skalarproduktraum oder Pra-Hilbertraum.
Im Falle K = R spricht man auch von euklidischen Rdumen.

6.2 Bemerkung. e Im Fall K = R besagt (c), dass (u,v) = (v,u). Zusammen mit (b)
impliziert das die Linearitdt auch im ersten Argument. Fiir K = R ist ein Skalarprodukt
also eine Bilinearform.

e Im Fall K= C ist (-,-) antilinear im ersten Argument, denn

(au + Bw,v) = (v, au + fw) = alv,u) + B{v,w) = alu,v) + B{w,v) .
Man spricht dann von einer Sesquilinearform (sesqui = 13).

6.3 Beispiele. (a) R™ mit dem natiirlichen Skalarprodukt
(@, y)rn = > Tk
k=1
(b) C" mit dem natiirlichen Skalarprodukt

n
<x7y>(C" = Zﬁyk
k=1

6.4 Definition. und Satz. Die quadratsummierbaren Folgen

Sei ¢ der Vektorraum der komplexen Folgen a = (aj,as,...) fiir welche die Reihe > 5, |ay|?
konvergiert.

Fiir a = (a1, a2,...),b = (by,ba,...) € £? konvergiert die Reihe

(@, = @by
k=1

und definiert ein Skalarprodukt auf ¢2.
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6 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Beweis. Fiir a = (a1, az,...) € £ und X € C konvergiert auch Y po; [Aag|* = [N Y52 |ag|*. Fiir
a,b € 0? gilt
Jar, + bel* < 2(Jax|* + [bx]?)

und )
avbil < 5l + Ibel)

und somit (nach dem Majorantenkriterium)

> ak + 0k <2) " arlP +2> bef? < o0
> [arby| < %Z |ax|? + %ZW < 0.

Also sind auch Aa und a+b quadratsummierbar und der Ausdruck (a, b2 ist endlich fiir a, b € 2.

und

Dass (-, -) ein Skalarprodukt ist, rechnet man einfach nach:
(a) {a,a) = arap =Y |ax> >0 und Y |ax>’=0 & ar =0Vk < a=0.
(b) (a,\b+c¢) => ar(Abk +ci) = A arbk + Y arcr, = Aa,b) + (a,c).
(c) {a,b) =S apby = > apby = (b,a).

6.5 Definition. Orthogonalitéit

(a) Zwei Vektoren u,v eines Skalarproduktraumes V' heiflen orthogonal, falls
(u,v) =0.

Man schreibt dann auch v 1L v.

(b) Eine endliche oder abzihlbare Menge von Vektoren {vi,vs,...} in V heifit Orthonormalsy-
stem (ONS) oder Orthonormalfolge (ONF), falls

1 fallsi=j
(vir vj) = 8ij = { 0 fallsi+j.
Mit Hilfe eines Orthonormalsystems kann man einen Vektor orthogonal zerlegen. Sei vy, vo, ..., vN
ein ONS in V, dann gilt fiir beliebiges v € V und n < N, dass
n n
u= Z(vj,u>vj +u— Z(’Uj,u)vj = Uy + U
j=1 J=1
=lUn ::u#

Man rechnet leicht nach, dass (u,,u.) = 0 gilt.

Diese simple Zerlegung hat zwei wichtige Konsequenzen:

6.6 Satz. Bessel und Cauchy-Schwarz

Sei V' ein Skalarproduktraum und vy, ...,vy ein ONS (N = oo, d.h. eine Orthonormalfolge, ist
erlaubt). Fiir u € V definieren wir
Jull := v/ {u, u).

Dann gilt fiir alle u,v € V und n < N die

n
Bessel’sche Ungleichung |wl|? > Z (v, u)|?,
j=1
und die
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung [{(u,v)| < ul - ||v]| -
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Beweis. Wegen (un,u) = 0 gilt der ,,Satz des Pythagoras®:

lull® = (u,u) = <un+u7iun+u7f>=<un,un>+<U#7un>+<umuyi>+<uqf,urﬁ>—!\unll2+IIU#ll2

n
= Z (vj,u %Z Ukau>vk> + Juy |7
j=1 k=1

n

I
M:

vﬂv Uk7u> <UJ’Uk +HuJ_H2 Z‘ U]’ ’2+“U’J_H2
——

J=1k=1 -
=81,

Daraus folgt mit der Positivitdt des Skalarprodukts sofort die Bessel’sche Ungleichung. Die
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung ist trivial fiir w = 0, sei also v # 0. Dann ist u; = ﬁ
ein ONS (zugegeben ein sehr kleines) und Bessel fiir n = 1 liefert Cauchy-Schwarz:

U 2 1
Iot? 2 (o) = )
[l [l
Ul
6.7 Definition. Normierter Raum
Eine Abbildung
-1V = [0, 00)
auf einem K-Vektorraum heifit Norm, falls
(@) Jlu| =0 u=0 (Definitheit)
(b) [|Aul| = |A| |Ju|| fir alle A € K,u eV (Homogenitét)
(c) llu+wv| < |lul| + [jv]| fir alle u,v € V (Dreiecksungleichung)
Eine Norm weist also jedem Vektor u seine Lénge |lu|| zu. Das Tupel (V|| - ||) heifit normierter

Raum.

6.8 Satz. In einem Skalarproduktraum (V, (-, -)) wird durch
||| :== v/ {u,u) fir ueV
eine Norm auf V' definiert.

Beweis. ||u|| > 0 und ||u|]| = 0 < u = 0 folgen aus der positiven Definitheit (Definition 6.1 (a))
des Skalarproduktes. Die Homogenitét folgt aus der Sesquilinearitét des Skalarproduktes:

Al = v/ (A, M) = /AN u, u) = X[/ (u, ) = [A][Jul]

Die Dreiecksungleichung folgt aus Cauchy-Schwarz und Re(z) < |z| fiir z € C.

||u+v||2 = (u+v,u+v) = (u,u)+ (u,v) + (v,u) + (v,v) = (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,v)
[ull? + 2 Re(u, v) + ||v]|®

<l + 20w, v)| + o)
< all® + 20l ol + oll* = (lull + [lo]1)*
O
6.9 Lemma. Jedes Orthonormalsystem vy, vs,... ist linear unabhéngig.
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6 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Beweis. Aus Z?Zl a;v; = 0 folgt durch Projektion auf vy, k € {1,...,n},

n n
0= vk,Zajvj :Zaj (g, vj) = .
= =1 N——
6kj

6.10 Korollar. Orthonormalbasen

(a) Ist vy,...,v, ein ONS in einem n-dimensionalen Skalarproduktraum V', so ist (v, ...

eine Basis fiir V' und heifit dann Orthonormalbasis (ONB).
(b) Sei vy,...,v, eine ONB von V', dann ist die Basisdarstellung von u € V' durch

n

u = <U1,u>’l}1 + -+ <Un7u>vn = Z<U’€7u>vk
k=1

gegeben.
(¢) Fir u,w € V und vy, ..., v, eine ONB ist

(u, w) = Z (Vg u) (v, W) .

k=1

Insbesondere gilt die Parseval’sche Gleichung

n
lall® = (o, w) .
k=1

Beweis. (a) In einem n-dimensionalen Raum bilden n linear unabhéngige Vektoren eine Basis.

(b) Sei u = >}, ajv; die Basisdarstellung von u. Dann folgt durch Projektion auf vy, k €

{1,...,n}, dass

n

(vg, uy = (vk,Zajvj> = Zaj<vk,vj> = ay .
k=1

k=1

(c) Fiir u,w gilt nach (b),

also

6.11 Definition. Projektion
Sei V ein Vektorraum und P € £(V). Dann heiit P Projektion falls,
(a) P? =P,
und orthogonale Projektion beziiglich eines Skalarprodukts (-, -), falls zusétzlich
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(b) (u, Pv) = (Pu,v) fir alle u,v € V.
6.12 Definition. Orthogonales Komplement

Fiir nichtleere Teilmengen A C V eines Skalarproduktraumes heifit der Unterraum
At ={ueV|{uv)=0Vve A}
das orthogonale Komplement von A.

6.13 Satz. Sei vq,...,v, ein ONS in V und sei P € £(V) definiert durch

n

Pu = Z(vk,mvk . (=up)

k=1

Dann ist P eine orthogonale Projektion, genannt Projektion auf W = Span{vy,...,v,}, und es
gilt fiir allew € V

(a) Puc€ W und (1 — P)uec W+.

(b) [lu = Pul| = min{|lu — w[|[w e W}
Schlielich héngt die Abbildung P nur von W ab und nicht von der Wahl der ONB (vy,...,vy,)
von W.

Beweis.  (a) Seiu € V, dannist Pu € W klar. Sei w € W, dann ist w = > 1, Ajv; fiir geeignete
Aj € K und es gilt

(v,(1=P)u) = Z/_\j <<Uj7u> — (vj Z(vkaum)) = Z;\j ((UmU) = (vp,w) (Uj7vk>> =0,

j=1 k=1 k=1

also (1 — P)u € W+.
(b) Sei wieder w € W mit w =377 | Ajv;, dann gilt

lu—wl® = flu=> Nl = (=D Njoj,u— Y \gvr)
j=1 j=1 k=1
= (uu) =Y Nivj,u) = > Aelu,vp) + Y [N
j=1 k=1 j=1

= Jull®+ D = ()P =Y o)
J=1

i=1

>0

Das eindeutige Minimum wird angenommen fiir A\; = (v;,u) .

Wir zeigen nun, dass P eine orthogonale Projektion ist. Linearitét folgt aus der Linearitét des
Skalarprodukts. Sei w € W, dann gilt nach (b) Pw = w und mit (a)

P*y=P(Pu)=Pu YueV.
N——
ew

P ist also eine Projektion. Wegen

(Pu,v) — (u, Pv) = (Pu,v— Pv) — (u — Pu, Pv)=0
o —— ——
ew ewd ewt Ew

ist sie auch orthogonal. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit des Minimierers in (b) oder
durch direktes Nachrechnen mit einer anderen ONB (v}, ..., v]) von W.

O
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6 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Wie findet man Orthonormalsysteme bzw. Orthonormalbasen, und gibt es iiberhaupt immer
welche?

Das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt

Sei V' Skalarproduktraum und wq, us, . .. eine endliche oder abzéhlbare linear unabhéngige Menge
von Vektoren in V. Wir konstruieren nun ein ONS vy, vs, ... mit

Span{vi,...,v,} = Span{uy,...,u,} fiir alle n € N.

uiH erfilllt ||v1]| = ||72|| = 1 und ist somit ein ONS mit Span{v; }=Span{u; }.

f[u [

1. Schritt: v; =

2. Schritt: Sei P; die orthogonale Projektion auf W; = Span{u;} = Span{v;}. Da uy ¢ W1, gilt

ug — Prug # 0 und wir kénnen vy = ”32:7% definieren. Es gilt wieder ||va|| = 1 und vy € Wit

da ug — Piug € VVlL und VVlL Unterraum ist. Da vy, vy beide in Wy = Span{uy,us} liegen und
linear unabhéngig sind, folgt Span{v;,ve} = Wa.

n-ter Schritt: Seien v1,...,v,_1 schon konstruiert mit
Span{vy,...,vp—1} = Spanf{uq,...,up—1} = W1

und sei P,,_1 die orthogonale Projektion auf W, _1 .

Dann folgt wieder aus u, € Wy,_1, dass u, — P,_1u, # 0 und

Up — L'p—1Un
Vp= +——
|un — Pp—1us|
erfillt ||v,|| =1 und v, € Wn{r Wiederum folgt aus vy, ..., v, € Span{uy,...,u,} und vy,...,v,

ONS, dass Span{vi,...,v,} = Span{ui,...,u,}. Bei abzéhlbar vielen wuj,ug folgt die Existenz
des behaupteten ONS per Induktion.

6.14 Korollar. Fiir jeden n-dimensionalen Skalarproduktraum V' gilt:
(a) V besitzt eine ONB.
(b) Jedes ONS vy, ..., vy, lidsst sich zu einer ONB (vy,...,v,) fiir V ergénzen.
(¢) Fiir U= Span{vi,...,v,} gilt dann U+ = Span {v;,41,...,v,} also dim U + dim U+ =n.

Die Norm in Skalarproduktrdumen ist durch das Skalarprodukt gegeben, ||u| = /(u,u). Man
kann aber auch umgekehrt das Skalarprodukt aus der Norm rekonstruieren.

6.15 Satz. Polarisation und Parallelogrammgleichung

(a) In jedem Skalarproduktraum iiber R gilt
1 2 2
(u,v) = 2 (lu+0]" = flu = v[¥)
(b) In jedem Skalarproduktraum iiber C gilt
1
(u,v) = Z (w4 oll* = Jlu = o]* +iflu = 0] = ilJu + iv]|*)

(¢) In jedem Skalarproduktraum gilt die Parallelogrammgleichung.

4 ol + flu = v]|* = 2fjul® + 20|
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Umgekehrt ist ein Vektorraum mit Norm || - || genau dann ein Skalarproduktraum, wenn die
Parallelogrammgleichung gilt. Das zugehorige Skalarprodukt ist dann durch die Polarisati-
onsgleichung gegeben.

Beweis. (a) und (b) rechnet man einfach nach, indem man auf der rechten Seite jeweils ||-|? = (-, -)
einsetzt und zusammenfasst. Ebenso zeigt man die Parallelogrammgleichung in Skalarproduk-
traumen. Es bleibt zu zeigen, dass durch die Polarisationsgleichung ein Skalarprodukt definiert
wird, wann immer eine Norm die Parallelogrammgleichung erfiillt. Dazu priift man direkt die
Eigenschaften (a), (b) und (c) aus Definition 6.1. O

6.16 Definition. Isometrie, orthogonale und unitire Abbildung

(a) Eine lineare Abbildung L € L£(V, W) zwischen normierten Rédumen V und W heifit Isome-
trie, wenn ||Lul|w = ||ul|y fiir alle u € V.

(b) Eine surjektive Isometrie L zwischen Skalarproduktriumen heift unitér, bzw. im Fall K =
R und V = W auch orthogonal.

6.17 Lemma. Sei L € L(V, W) eine Isometrie. Dann gilt
(a) L ist injektiv.
(b) Falls dimW = dimV < oo, so ist L surjektiv.
(c¢) Sind V und W Skalarproduktriume, so gilt auch (Lu, Lv)y = (u,v)y VYu,v € V.

Fir W =V = R"™ mit dem natiirlichen Skalarprodukt sind Isometrien also auch winkeltreu.
Beweis. (a) Lu=0 = |ully = ||Lullw =0 = u=0.

(b) Fiir lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Réumen gilt nach Satz 2.31, dass
L injektiv < L surjektiv.

(c) folgt aus Polarisierungsidentitét.
U

6.18 Bemerkung. Fiir dimV = oo gilt (b) im Allgemeinen nicht. Ein Beispiel ist der Rechtsshift
R auf €% := {(an)nen| Yoy lan|? < 0o}. Es ist

R:0? = % (a1,a,...)— (0,a1,az,...)
offensichtlich eine Isometrie, aber nicht surjektiv.

6.19 Lemma. Sei B = (vy,...,v,) eine ONB von V. Dann ist die Koordinatenabbildung

<U17u>
Op: VK" u— (u)p =

(Un u)

unitér, wobei K™ mit dem natiirlichen Skalarprodukt versehen ist.
Beweis. Parseval’sche Gleichung. O

Also ist jeder endlichdimensionale Skalarproduktraum V' iiber K unitér dquivalent ( = isome-
trisch isomorph) zu K” mit dem natiirlichen Skalarprodukt.

6.20 Bemerkung. In der Mathematik betrachtet man zwei Objekte vom gleichen Typ (z.B.
Vektorrdume, Skalarproduktriume, Gruppen usw.) als im wesentlichen identisch, wenn es struk-
turerhaltende Abbildungen zwischen ihnen gibt: fiir Vektorrdume sind das die Isomorphismen
(lineare Bijektionen), fiir Skalarproduktraume die isometrischen Isomorphismen (also die unitére
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6 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Abbildungen), fiir Gruppen die Gruppen-Isomorphismen (also Bijektionen, welche die Gruppen-
struktur erhalten).

Wir betrachten im folgenden endlichdimensionale Skalarproduktriaume. Da diese alle isometrisch
isomorph zu K” sind, betrachten wir zunéchst nur den K”. Man sollte aber im Hinterkopf behalten,
dass alle Resultate und Definitionen sich direkt auf beliebige endlichdimensionale Skalarprodukt-
rdume mittels des isometrischen Isomorphismus aus Lemma 6.19 iibertragen lassen.

Auflerdem finden sich viele der folgenden Konzepte in sehr &hnlicher Form auch fiir co-dimensionale
Skalarproduktrdaume und insbesondere fiir Hilbertrdume wieder. Sie sind fiir die Physik von grofer
Bedeutung.

6.21 Definition. Die adjungierte Matrix

Die zu einer m x n-Matrix A adjungierte Matrix A* ist A* = AT, also a*.

5= i Fiir reelle
Matrizen ist demnach A* = AT

6.22 Lemma. Sei A € M(n x m,K) dann gilt:
(a) (z, Ay)gn = (A*z,y)gm fiur alle z € K",y € K™
(b) Rang A* = Rang A.

Falls A € M (n x n,K) dann gelten weiterhin
(c) det A* = det A.

(d) Aist genau dann Eigenwert von A, wenn A Eigenwert von A* ist. Die geometrische und die
algebraische Vielfachheit stimmen {iiberein.

Beweis. (a) (x, Ay)gn = Zl‘j Ay); = Z T Za]kyk = ZZajkx] Yk
Jj=1 k=1j=1
m

= ZZazjxjy Z x), Yk = (A%x, y)rm

k=1 j=1 k=1

(b) Da Spaltenrang = Zeilenrang gilt, folgt die Aussage daraus, dass Vektoren aq,...,ay € K"
genau dann linear unabhéngig sind, wenn ag, ..., ay € K" linear unabhéingig sind.

(c) Wir wissen bereits, dass detA = detA”. Aus der Leibnizformel ergibt sich detA* = detA”.
(d) Ubungsaufgabe.

O
6.23 Lemma. (a) Sei A€ M(m x k,K) und B € M(k x n,K), dann gilt
(AB)" = B*A*.
(b) Sei A € M(m x n,K), dann ist A*A € M(n x n,K) und es gilt fir z € K"
(e, A* A)gn = | Ac|n
k
Beweis. (a) (AB);; = Zajgbgl Za@ bl, = Z bipay; = (B*A")ij
(b) Mit Lemma 6.22 (a) fl_nld der Symmetrle des Skalarprodukts gilt
(2, A* Ax)gn = (A* Az, 2)yn = (Ax, A2)ym = (Ax, Ax)gm = || Az||Em .
0
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6.24 Bemerkung. Wir haben bisher nur die adjungierte Matrix aber nicht die adjungierte
Abbildung definiert. Nun kénnte man einfach mittels des Basisisomorphismus

OV —-K", u— (u)p

die Definition der adjungierten Matrix auf lineare Abbildungen L € L£(V, W) hochziehen: Seien
dimV = n, dimW = m und A und B Orthonormalbasen, dann bildet M E(L) den K" auf K™ ab
und ME(L)* den K™ auf den K". Also wiire

L =o' (MR(L)" @5

eine lineare Abbildung von W nach V. Diese Definition ist zwar naheliegend und gewissermassen
auch korrekt, man iibersieht dabei aber einen wichtigen strukturellen Aspekt.

Exkurs: Der Dualraum

6.25 Definition. Dualraum

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann heifit der Vektorraum £(V,K), also der Raum
der linearen Abbildungen von V nach K, der Dualraum von V und wird mit V' bezeichnet.

6.26 Bemerkung. In unendlichdimensionalen topologischen Vektorridumen ist V/ der Raum der
stetigen linearen Abbildungen von V nach K. In endlichdimensionalen Ridumen sind aber alle
linearen Abbildungen stetig.

6.27 Beispiel. Der Dualraum (K™)" von K" (=Spaltenvektoren) ist der Raum der 1 xn-Matrizen,
LK™ K) = M(1 x n,K), also der Raum der Zeilenvektoren: Fiir € (K")" und y € K" ist

Y1
x(y):(mlr"’xn) =x1Y1+ -+ TpYn -
Yn

Es sind also K™ und (K™)" in natiirlicher Weise isomorph.

6.28 Bemerkung. Fiir beliebige Skalarproduktriume V gibt es eine natiirliche Identifizierung
I zwischen V und V': Zu v € V ist I(u) € V' = L(V,K) gegeben durch

I(u): V =K, v (u,v).

Tatséchlich 148t sich jede lineare Abbildung L : V' — K in der Form L(v) = (u,v) fiir ein
geeignetes u € V schreiben. Fiir K" ist das klar und mit Lemma 6.19 folgt das fiir beliebige
endlichdimensionale Skalarproduktriume. Somit ist I : V' — V' eine antilineare Bijektion. Fiir
unendlichdimensionale Hilbertrdume gilt ein entsprechendes Resultat.

6.29 Definition. Adjungierte Abbildung
Fiir L € £(V, W) ist die adjungierte Abbildung L’ definiert durch

L':-w Vv Y(v) :=w'(Lv) Vw' e W' veV.

L'
~~
ev’

Diese Definition nimmt keinen Bezug auf ein Skalarprodukt. In Skalarproduktrdumen kann man
nun aber die Dualrdume V’ und W’ mit den Réumen selbst identifizieren und bekommt somit
eine Abbildung L* : W — V gemif

LWV, F'u=I,'"l'lyw.
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6 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Dann folgt die Eigenschaft
(w, Lu)yw = (L*w,v)y firalle we W, veV,
direkt aus der Definition:

(w, Lo)yw = Tw (Lv) = (I'(Iw))(_v ) = (I 'L'Tw,v)y .
ewr ew cv! eV

Wir merken uns also: Der adjungierte Operator zu L € L£L(V, W) ist eigentlich eine Abbildung
zwischen den Dualrdumen W’ und V’. Fiir Skalarproduktriume kann man aber die Dualridume
mit den Rdumen selbst identifizieren und somit die adjungierte Abbildung als Abbildung von W
nach V auffassen.

6.30 Bemerkung. In der Physik nennt man die Elemente eines Vektorraums V oft die kon-
travarianten Vektoren und die Elemente des Dualraums V' die kovarianten Vektoren. Hat man
ein Skalarprodukt auf V', so kann man ko- und kontravariante Vektoren ineinander umwandeln.
Die Bezeichnungen gehen auf das unterschiedliche Transformationsverhalten unter Basiswechseln
zuriick, siche Ubungen.

6.31 Satz. Eine Matrix A € M (n x n,K) definiert genau dann eine unitére Abbildung A : K" —
K", wenn A* = A~ gilt.

Beweis. Mit Lemma 6.17 ist A genau dann unitir, wenn A isometrisch ist. Sei also A* = A~!
und x € K", dann gilt

|Az|? = (Az, Az) = (A* Az, x) = (A Az, ) = (z,2) = ||z||?.
Also ist A eine Isometrie. Sei umgekehrt A eine Isometrie, dann ist fiir jedes x € K"
(A*Az,y) = (Az, Ay) = (z,y)
fiir alle y € K” und somit A*Az = x, also A* = A~ O

6.32 Korollar. Seien V' und W endlichdimensionale Skalarproduktraume und L € L(V,W). Es
ist L genau dann unitir, wenn L* = L~! gilt.

6.33 Bemerkung. Eine n x n-Matrix ist genau dann unitéar bzw. orthogonal, wenn ihre Spalten
(oder analog ihre Zeilen) eine ONB des K" bilden, denn fiir die Spalten von A = (aq,...,a,) gilt
dann

(aj,a;) = (A*A)ji = (En)ji = dji -

Die Transformationsmatrix S eines Basiswechsels zwischen ONBen des K™ ist also unitér, da die
Spalten als Bilder der Basisvektoren wieder eine ONB bilden. Umgekehrt kann man jede unitére
Matrix als Transformationsmatrix eines Basiswechsels zwischen ONBen interpretieren.

6.34 Satz. Sei S eine unitdre n x n-Matrix.
(a) Jeder Eigenwet A von S liegt auf dem Einheitskreis, d.h. |\| = 1.
(b) |detS| =1

Beweis. (a) Sei A € C Eigenwert von S und u ein zugehériger Eigenvektor. Dann gilt
[ull = 1Sull = [|Aull = [A[ful]

Da u # 0, muss |A\| = 1 gelten.
(b) 1 = detE, = detS*S = detS* detS = detS detS = |detS|2. O
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6.35 Beispiel. Die unitiren Abbildungen auf dem R?, also in diesem Fall die orthogonalen, sind
die Spiegelungen und Drehungen. Nur diese lassen alle Winkel und Léngen intakt. Formal folgt
das so: da die Spalten einer orthogonalen Matrix eine ONB bilden, kann man fiir die erste Spalte

[ cosgp L
s1 = < in > fiir ein ¢ € [0, 2m)

ansetzen. Es gibt nun genau zwei zu s; orthogonale Vektoren der Lénge eins, ndmlich

Sz_(—smgp) und 33—< sin ¢ >
cos ¢ —cos
Es ist D, = (s1,52) die Drehung um den Winkel ¢ und S, /5 = (s1,s3) die Spiegelung an der

Ursprungsgeraden mit Winkel ¢/2 zur x-Achse.

Es gilt detD, = 1, da Drehungen die Orientierung einer Basis nicht &ndern und detS,/, = —1,
da Spiegelungen die Orientierung einer Basis dndern.

Exkurs: Gruppen

6.36 Definition. Gruppe
Eine Gruppe ist ein Paar (G, o) bestehend aus einer Menge G und einer Abbildung

o:GxG — G
(a,b) — aob

mit den folgenden Eigenschaften:
(a) (aob)oc=uao(boc) fiir alle a,b,c € G  (Assoziativitét)

(b) Es gibt ein e € G mit aoe =eoa = a fiir alle a € G (Existenz des neutralen Elements).

1 1

(c) Zu jedem a € G gibt eseina™! € Gmitaca ! =a 'oa=-e. (Existenz des Inversen).

Eine Teilmenge H C G, welche selbst wieder eine Gruppe ist, heifit Untergruppe.

6.37 Bemerkung. Es geniigt in (b) und (c) jeweils nur eoa = a und a~* o a = e zu fordern.

Die jeweils andere Gleichung folgt dann:

1

e Jedes linksinverse Element ist auch rechtsinvers: sei a™" o a = e, dann ist aufgrund der

Assoziativitat
aoa - = eof(ao a_l) = ((a_l)_1 o a_l) o(ao a_l) =
= (@ Hlo(atoa)oat=(aHtoat =e.
e Jedes linksneutrale Element ist auch rechtsneutral: sei e o a = a, dann ist

-1

aoe=ao(atoa)=(acaHoa=a.

6.38 Beispiel. Matrixgruppen:

Die Verkniipfung ist im Folgenden durch das Matrixprodukt gegeben, das neutrale Element ist
jeweils die Einheitsmatrix.

(a) Alle invertierbaren n x n-Matrizen bilden die lineare Gruppe GL(n,K) :
fir A, B € GL(n,K) ist auch AB wieder invertierbar, da (AB)~! = B~1A~!.

(b) Die unitéren komplexen Matrizen bilden die unitére Gruppe U(n):
fir A, B € U(n) ist auch AB wieder unitér, da (AB)* = B*A* = B~'A~! = (AB)!.
U(n) ist Untergruppe von GL(n).
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(c¢) Die orthogonalen n x n-Matrizen bilden die orthogonale Gruppe O(n). O(n) ist Untergruppe
von U(n).

(d) Die spezielle lineare Gruppe ist SL(n,K) = {A € GL(n,K)|detA = 1}. Wegen detAB=
detA-detB ist SL(n,K) wieder eine Gruppe.

(e) Die spezielle unitire Gruppe SU(n) = {4 € U(n) |detA = 1}.

(f) Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) = {A € O(n)|detA = 1} besteht genau aus den
Drehmatrizen.

Analog zu (a)—(f) definiert man fiir Vektorrdume V' die Gruppen GL(V'), SL(V) und fiir Skalar-
produktriume zusétzlich U(V') und SU (V).

(g) Sei Allgemein M eine Menge und Bij(M) die Menge der bijektiven Abbildung f: M — M.
Dann ist (Bij(M), o) eine Gruppe. Hier steht o fiir die Komposition von Abbildungen und
das neutrale Element ist die Identitét.

6.39 Definition. Abelsche Gruppe
Ist eine Gruppe (G, o) kommutativ, d.h.

aob="boa firallea,be G,
dann heiflt G eine abelsche Gruppe.
6.40 Beispiel. o (Z,+) ist eine abelsche Gruppe

(R, +) ist eine abelsche Gruppe

e Ist (V,+,-) ein Vektorraum iiber K, so ist (V,+) eine abelsche Gruppe
e SO(2) ist eine abelsche Gruppe

e SO(3) ist nicht abelsch

6.41 Beispiel. Transformation des Raumes und der Raumzeit

e Die Bewegungsgruppe B ist die Gruppe der lingentreuen Abbildungen f : R? — R3 mit
|l f(z)— f()|| = ||x—y] fiir alle z,y € R3. Man kann zeigen, dass sich jedes f € B schreiben
148t als Verkniipfung einer Translation und einer Drehung, also fiir f € B gibt es a € R?
und D € O(3) so, dass f(z) =Dz +a.

e Die Galilei-Gruppe (nichtrelativistische Raumzeitsymmetrie)

Die nichtrelativistischen Gesetze der Physik (Newton’sche Mechanik, Quantenmechanik)
sind invariant unter

— Drehungen und Tanslationen des Raumes
z—x =Dx+a, DeSOB3), acR®.
— Verschiebung des Zeitnullpunktes
t—t =t+7, TER.

— gleichférmige Bewegung

r—a =x+tv, veER?, (Galilei-Boosts)

Zusammen bilden diese Transformationen die Galilei-Gruppe. Fassen wir Zeit und Ort zu

. t . . . .
einem Vektor < v ) € R* (=Raumzeit) zusammen, so sind alle Galilei-Transformationen

EY N t47
x Dar) \ g | =\ Drt+at+tv )

von der Form
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Zusammen bilden die Abbildungen T(p 4 7) R* — R* die inhomogene Galilei-Gruppe. Die
Gruppeneigenschaft rechnet man direkt nach:

t t+ 1
T(D27a2,7'27v2) 0 T(D17a1,7'1,v1) < T > = T(Dz,az,‘mﬂ&) < Dix + a1 +tvq ) -

_ t+ 71+ 1
Dy(Dix + ay + tvr) + ag + (t + 71)v2

t
- T(D2D1,D2a1+CL2+7’1U2771+7'2,D2111+112) < T :

Die Galilei Transformationen erhalten die Gleichzeitigkeit. Fiir < ; ) und ( Z > gilt: Falls

t = s, dann stimmen auch nach jeder Galilei Transformation die ersten Komponenten wie-
der iiberein. Setzt man a = 0 und 7 = 0, so bilden die T(p ,) die homogene Galileigruppe,
eine Untergruppe von G L(R*):

oo ()= (L) () =(nau )

Was bedeutet es nun, dass ein physikalisches Gesetz oder eine Theorie Galilei-invariant ist?
Dazu sollten die Losungen durch Objekte auf der Raumzeit R* gegeben sein, z. B. Weltlinien
von Teilchen, d.h. Kurven

. oy [ i) _
’)/j.R—>R47 £|—>f7](£)_<xjj(§>>, j=1,...,N,

wobei v; die Weltlinie des j-ten Teilchens ist und normalerweise angenommen wird, dass
tj : R —= R, £ — t;(§) eine Bijektion ist. Eine Theorie deren Losungen solche Weltlinien sind,
z.B. Newton’sche Mechanik, heifit nun Galilei-invariant, wenn mit jeder Losung (7;)j=1,...~
und fiir jede Galileitransformation T(p 4 7.y auch (T(p 4 rv)©7j)j=1,.. N eine Losung ist. Die
Parametrisierung der Kurven -, spielt hier iibrigens keine Rolle.

Die Lorentz-Gruppe (relativistische Raumzeitsymmetrie)

Ersetzt man die Galilei-Boosts 1{q ¢,,) durch Lorentz-Boosts,

/ . T
T T T 02 x + vt v2 v 1 T
- - =
C C
erhélt man die Lorentzgruppe (oder auch Poincarégruppe). Die Lorentztransformationen

erhalten die Gleichzeitigkeit nicht: fiir ( - ) und < ; ) mit ¢ = s stimmen die ersten

t t . . . . -
Komponenten von L, < . ) und L, < y > im Allgemeinen nicht iiberein. Andererseits ist

L, auf den letzten drei Komponenenten auch nicht mehr ldngentreu:

C() () A ()

Was bedeutet das fiir die Losungen Lorentz-invarianter Theorien? Nehmen wir an, die End-
punkte eines ruhenden Stabes seien durch die Weltlinien

w@=(§) wa ne=(%)
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gegeben. (Der einfacheren Notation wegen nehmen wir einen eindimensionalen Raum also
eine zweidimensionale Raumzeit an). In einer Lorentz-invarianten Theorie ist dann auch

(€)= (Ly o) (E) = 11_ () #O=Eow©- ﬁ (i7%)

eine Losung. Wie lang ist nun aber dieser bewegte Stab? Die Zeitkomponenten der Losungen
stimmen {iberein, wenn wir { = ¢ +  wihlen. Die Differenz der Ortskomponenten ist dann

1 v v?2
T2

also um den Faktor /1 — Z—; kleiner als die urspriingliche Differenz. Das ist die sogenannte
Léngen- oder Lorentzkontraktion. Bewegte Korper erscheinen uns (in unserem ruhenden
Koordinatensystem) in der Bewegungsrichtung verkiirzt. Natiirlich kénnten wir die Lor-
entztransformation auch als einen Koordinatenwechsel interpretieren, d.h. 74 (§) und v5(¢)
wéiren die Koordinaten des Stabes in einem gleichférmig mit der Geschwindigkeit —v be-
wegten Koordinatensytems. Jemand der dieses Koordinatensystem verwendet (man spricht
dann von einem bewegten Beobachter), wiirde dann ebenfalls die Linge des Stabes mit

v/ 1— Z—j angeben.



7 Symmetrische Operatoren

7.1 Definition. Symmetrie und Selbstadjungiertheit

(a) Eine n x n-Matrix A heifit symmetrisch oder selbstadjungiert, wenn A = A* gilt.

(b) Eine lineare Abbildung T' € L(V) auf einem Skalarproduktraum V heifit symmetrisch
oder selbstadjungiert, wenn

(Tu,v) = (u,Tv) fur alle u,v V.

7.2 Bemerkung. Zumindest auf einem endlichdimensionalen Raum ist also T' symmetrisch genau
dann wenn 7' = T gilt. (Vgl. Lemma 6.22 und Exkurs Dualraum). Dies ist wiederum genau dann
der Fall, wenn die Matrix Mg(T') bzgl. einer (und damit bzgl. jeder) ONB symmetrisch ist.

7.3 Satz. Seien S und T Endomorphismen eines Skalarproduktraumes V. Dann gilt
(a) Sind S und T selbstadjungiert, so auch S + ST fiir «, 5 € R.
(b) Ist T selbstadjungiert und invertierbar, so ist auch T~! selbstadjungiert.

(¢) Ist V ein komplexer Skalarproduktraum, so ist 7" genau dann selbstadjungiert, wenn
(u,Tu) € R furalle ue V.

Beweis. (a) Klar, Sesquilinearitéit des Skalarprodukts.
(b) Seien u,v € V, dann ist

(T Y, v) = (T, TT ) = (TT  u, T~ ) = (u, T™1v).

(¢c) Ubungsaufgabe.
O

Wir werden zeigen, dass selbstadjungierte Operatoren auf endlichdimensionalen Skalarprodukt-
rdumen immer diagonalisierbar sind. Das folgt im Wesentlichen schon aus den folgenden sehr
simplen Beobachtungen:

7.4 Satz. Sei V ein Skalarproduktraum und 7' € L£(V) selbstadjungiert. Dann gilt:
(a) Alle Eigenwerte von T' sind reell.
(b) Eigenvektoren von T' zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

(c) Ist u ein Eigenvektor von T, so ist der zu u orthogonale Teilraum
W= {u}t ={veV|{uv) =0}
T-invariant, d.h. T(W) C W (also Tw € W Yw € W).
Beweis. (a) Sei Tw = Au mit u # 0, dann ist

Mu,u) = (u, Au) = (u, Tu) = (Tu,u) = (Au,u) = Mu,u),

also folgt mit (u,u) # 0, dass A\ = \.
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(b) Sei Tu = Au und Tv = pw fiir A # p und u,v # 0, dann ist
Mu,v) = (Au,v) = (Tu,v) = (u, Tv) = (u, pv) = plu,v),

also folgt mit A # p, dass (u,v) = 0.
(c) Sei Tu = Auund w € W, also (w,u) = 0. Dann ist auch

(Tw,u) = (w, Tu) = (w, \u) = AMw,u) =0,

also Tw € W.
O

7.5 Satz. Jeder selbstadjungierte Endomorphismus 7" auf einem endlichdimensionalen Skalar-
produktraum iiber R oder C besitzt wenigstens einen Eigenwert (welcher dann gemifl Satz 7.4
reell ist.)

Beweis.  (a) Im Fall K = C besitzt das charakteristische Polynom Pr von T nach dem Funda-
mentalsatz der Algebra eine Nullstelle A € C. Diese ist ein Eigenwert von T

(b) Auch im Fall K = R hat das charakteristische Polynom Pr von T sicherlich eine Nullstelle
A € C. Diese ist Eigenwert von A = Mg(T) als Element von £(C™), wobei B eine ONB ist.
Nach Satz 7.4 ist aber A reell und somit auch Eigenwert von T'.

O

7.6 Satz. Diagonalisierbarkeit selbstadjungierter Endomorphismen

Jeder selbstadjungierte Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen Skalarproduktraum ist
diagonalisierbar, besitzt also eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Beweis. Induktion iiber dim V = n:

Im Fall dim V' =1 ist jede lineare Abbildung 7" : V' — V diagonalisierbar, denn ist V' = Span{v}
mit v # 0, so gibt es wegen Tv € V ein A € K mit Tv = \wv.

Sei also die Behauptung fiir alle Skalarproduktraume der Dimension n richtig, V' ein (n + 1)-
dimensionaler Skalarproduktraum und 7" € £(V') selbstadjungiert.

GemifB Satz 7.5 hat T einen reellen Eigenwert A;. Sei Tv; = Ajv mit |jv1]| = 1 und Wy = {v1}+.
Nach Korollar 6.14 ist dimW; = dimV — 1 = n. Geméaf Satz 7.4 ist T} = T'|y, eine selbstadjun-

gierte Abbildung auf dem Skalarproduktraum W;j. Nach Induktionsannahme gibt es eine ONB
V2, ..., Un+1 von Wi und Zahlen Ag, ..., Ayt € K mit

Ty, =Tv, = Mo, fur kE=2,...,n+1.
Also bilden (vi,...,vp4+1) eine ONB fiir V' mit

To, =M, fur k=1,...,n+1.

7.7 Korollar. Hauptachsentransformation selbstadjungierter Operatoren

Zu einem selbstadjungierten Endomorphismus 7' : V' — V eines n-dimensionalen Skalaproduk-
traumes V iiber K 148t sich stets eine unitidre Abbildung

S K'"—=V
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finden, welche T diagonalisiert, also

A O oo oo 0
0 M '
STITS =
: A O
0 0 An
erfiillt. Hier sind Aq,..., A, die verschiedenen Eigenwerte von T', wobei jeder Eigenwert entspre-

chend seiner geometrischen Vielfachheit oft wiederholt wird.

7.8 Korollar. Spektraldarstellung selbstadjungierter Operatoren

Ist T': V — V selbstadjungiert auf dem endlichdimensionalen Skalarproduktraum V', dann gilt

m
T=> MNP,
k=1
wobei Aq,..., A, die verschiedenen Eigenwerte sind und Py : V — V jeweils die orthogonale

Projektion auf den Eigenraum FE), bezeichnet.

Beweis. Es reicht aus zu zeigen, dass beide Seiten auf Eigenvektoren von T' diesselbe Wirkung
haben, denn es gibt ja eine Basis aus Eigenvektoren. Sei also T'v = A;v, dann gilt

Pyv = 00,

da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind. Also ist

Z )\kPkU = )\jU .
k=1

O

7.9 Bemerkung. Diese Spektraldarstellung 148t sich auf geeignete selbstadjungierte Operatoren
auf co-dimensionalen Rdumen verallgemeinern.

Zusammenfassend geben wir an dieser Stelle noch das Rezept zur Hauptachsentransformation
von selbstadjungierten Matrizen an (bzw. Hauptachsentransformation von Operatoren: dann be-
stimme im nullten Schritt die Matrix bzgl. irgendeiner ONB).

Rezept zur Hauptachsentransformation von selbstadjungierten Matrizen

Sei A € M (nxn, K) selbstadjungiert. Zur Bestimmung einer Hauptachsentransformation S € U(n)
fiir A fithre man die folgenden Schritte durch.

1. Schritt. Man bestimme die verschiedenen Eigenwerte A1, ..., A, von A als die verschiedenen
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Ps(\) = det(A — \E,) .
2. Schritt. Fiir jedes £ = 1,...,m bestimme man eine Basis (wgk), ... ,w,(l?) des Eigenraums

E),, indem man das Gauf8’sche Verfahren zur Losung des Gleichungssystems (A — Ay Ep)x = 0
anwendet.

3. Schritt. Man iiberfiihre die Basis wgk), o ,wg? mittels des Gram-Schmidt’schen Verfahrens
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(k) (k))

in eine Orthonormalbasis (vy ', ..., vn, ).
4. Schritt. Durch Aneinnanderreihung dieser Basen entsteht dann die ONB

1 1
(V1,...,0,) = (vg ),..., 7(“),...,1)§m),...v7(l’;”n))
von V aus Eigenvektoren und die Transformationsmatrix S enthélt die Basisvektoren (v, ..., v,)

als Spalten.

7.10 Definition. Quadratische Form

Eine symmetrische Sesquilinearform auf einem K-Vektorraum heifit quadratische Form. D.h.

Q:VxV-oK

ist eine quadratische Form, falls
(a) Q(u,av +w) = aQ(u,v) + Q(u,w) fiir alle u,v,w € V und a € K.
(b) Q(u,v) = Q(v,u) fiir alle u,v, € V.

Fiir eine quadratische Form @ gilt zwar aufgrund der Symmetrie Q(v,v) € R, aber nicht wie beim
Skalarprodukt Q(v,v) > 0 bzw. Q(v,v) =0 < v = 0.

7.11 Satz. Sei V ein Skalarproduktraum.
(a) Zu jedem symmetrischen Operator T auf V' wird durch
Qr(u,v) = (u, Tv)

eine quadratische Form definiert.

(b) Falls dimV < oo, dann gibt es zu jeder quadratischen Form @ auf V' einen eindeutigen
symmetrischen Operator 7' € £(V') mit

Q(u,v) = (u, Tv) Vu,veV.

Beweis. (a) Linearitit von Q7 im zweiten Argument ist offensichtlich und die Symmetrie eben-
falls:

Qr(u,v) = (Tu,v) = (v, Tu) = Qr(v,u).
(b) Sei eine ONB A = (v1,...,v,) von V gegeben. Dann hat der Operator definiert durch

Tvk—ZQ Vj, V)V = Z%k%

7=1
die gewiinschten Eigenschaften: T ist symmetrisch, denn die Matrix M4(T') = (a;i) ist selbstad-
jungiert,
Qi = Q(Uj7vk) = Q(Uka U]) = Wja
und es gilt
(Um, Tvg) = Q(vm, vk)
nach Definition. Wegen Sesqulinearitéit auf beiden Seiten folgt
(v, Tu) = Q(v,u) Yu,veV.
Die Eindeutigkeit folgt wieder aus der Definitheit des Skalarprodukts:

(u,Tv) = (u, Tv) YueV = Tv=Tv.
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7.12 Satz. und Definition. Hauptachsentransformation quadratischer Formen

Sei V' ein n-dimensionaler Skalarproduktraum und @ eine quadratische Form , also

Q(u,v) = (u, Tv)

mit einem symmetrischen Operator T'. Nach Satz 7.5 gibt es eine ONB A = (vy,...,v,) aus
Eigenvektoren von T
TUl = )\11}1, ce ,T'Un = )\n’l}n .

Dann hat @ beziiglich A die Hauptachsendarstellung
n
Q(u) = Qu,u) = > Ajl(vj,u)l*.
j=1

Die Geraden Span{v;} heiflen die Hauptachsen von Q.

7.13 Korollar. Rayleigh-Ritz-Prinzip

Seien die Eigenwerte A\; < Ay < --- < A, des symmetrischen Operators T' der Grofle nach
geordnet, so gilt

A = min{Qr(u) | [Jul| =1} und A\, = max{Qr(u) | ||ul]]| = 1}.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

7.14 Definition. Positive Operatoren und Matrizen

FEin symmetrischer Operator 1" heifit
e positiv und wir schreiben 7" > 0, falls (u,Tu) >0 VYueV.
e positiv definit und wir schreiben 7' > 0, falls (u, Tu) >0 Vu # 0.

Entsprechend definiert man positiv (definite) quadratische Formen und Matrizen, bzw. negative
und negativ definite Operatoren.

7.15 Satz. In einem endlichdimensionalen Skalarproduktraum gilt
e T' > (0 & alle Eigenwerte von T sind nichtnegativ.
e T' > (0 & alle Eigenwerte von T sind positiv.

Beweis. Folgt sofort aus der Darstellung
n
(u, Tu) = Z)\k |(vg, u)|
k=1

aus Satz 7.12. O

7.16 Beispiel. Die Matrix der Gauflschen Normalengleichung (vgl. Ende Kapitel 3)

Zu 16sen ist
Ar =y

mit A € M(m x n,R) und y € R™ bekannt und x € R™ gesucht, wobei RangA = n < m. Im
Allgemeinen ist y ¢ BildA und somit hat die Gleichung keine Losung. Deshalb sucht man die beste
Approximation, d.h. ein u das |Au — y|| minimiert. Am Ende von Kapitel 3 haben wir gezeigt,
dass ein solches U die Gleichung AT Au = ATy lésen muss. D.h., B = AT A ist zu invertieren. Es
ist B € M(n x n,R) positiv definit, denn

(z, Bx)pn = (x, AT Az)pn = (z, A*Ax)pn = (Az, Az)pm = | Az||3m > 0.

71



7 Symmetrische Operatoren

Da A vollen Rang hat, also Rang A = n, ist KernA = {0} und somit
(x, Bx)gn = ||Az|Em >0 Yz #0.

Nun sind aber positiv definite Matrizen insbesonder injektiv und somit invertierbar. Also haben
die Gauflschen Normalengleichungen immer eine eindeutige Losung. Dieselbe Losung erhélt man,
wenn man Au = Pgjgay 10st, wobei Pgjga die orthogonale Projektion auf das Bild von A ist.

7.17 Bemerkung. Quadratische Formen und Kegelschnitte

Die Losungsmenge der Gleichung
(x,Az) + (b,z) = ¢ z,beR? ceR, Aec M(2x2,R)

beschreibt einen Kegelschnitt, denn nach Hauptachsentransformation S € O(2) von A (Drehung
des Koordinatensystems) gilt mit

A0

—1 _ _
ss-p (%0

> , y=5S"1z und E:Sflb,

dass
(r,Az) + (b,z) =c & (y,Dy)+ (by) = ¢ = Miya® + day2” + biy1 + baya -
Als Losungsmenge hat man beispielsweise fiir ¢ > 0 und
a > 0 und b =0, also A1, A2 > 0, eine Ellipse mit Hauptachsen A; er und A, €9,
A>0und b=0, also Ay, Ay > 0, eine Elli it H hsen A; /?Se; und A, /%S
(b) A1 - A2 <0 und b =0 eine Hyperbel,
c) A1 > 9 =0un eine Parabel, bzw. fiir b = 0 ein Geradenpaar
(c) A1 >0, A2 =0 und b # 0 eine Parabel, bzw. fiir b = 0 ein Geradenpaar,
(d) A <0 und b=0 die leere Menge.

7.18 Definition. Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Operatoren

Sei T' € L(V) selbstadjungiert, dimV = n < oo mit Eigenwerten Ai,...,\,. Fiir jede Funktion
f:RDOU — Kmit {\,...,\y} CU definiert man

f(A1) 0
f(r): V-V v f(T)v:=S8 Sy,
0 f(An)

7.19 Beispiel. Wurzel eines positiven Operators
Sei A € L(V) positiv und selbstadjungiert. Dann ist

VA1 0
VA:=S s-1
0 Vn

selbst wieder positiv und es gilt VA VA=A
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8 Aquivalenzrelationen und die Klassifikation
von Matrizen

Wir fithren nun die Begriffe der Aquivalenzrelation und der zugehorigen Aquivalenzklassen ein.
Ziel des Folgenden ist eine mathematische Prézisierung der Idee, dass verschiedenen Objekte im
Bezug auf bestimmte Eigenschaften gleich sind. Beispielsweise sind alle Vektordume der endlichen
Dimension n zueinander isomorph.

8.1 Definition. Aquivalenzrelation

Sei M eine Menge. Unter einer Aquivalenzrelation auf M versteht man eine Relation (d.h. eine
Teilmenge R C M x M, wobei man statt (z,y) € R auch x ~ y schreibt), welche die folgenden
Eigenschaften hat.

(a) Reflexivitét: x ~ z fiir alle x € M

(b) Symmetrie: T~YySY~T

c) Transitivitét: z~yundyn~z=>x~2
(c) y und y

8.2 Beispiel. Sei V ein Vektorraum iiber K und U C V ein Unterraum. Wir definieren ~g auf
V' durch
x~py & z—yeU.

Dann ist ~y eine Aquivalenzrelation.

Beweis. (a) z ~y x,denn x — 2z =0 € U fiir alle z € V.
b)z~rpyer—yclUesy—xzecl Sy~ya
(c)z~ypyundy~yz=z—yclumdy—zclU=ax—-—2=@@-y)+y—2 U=

r—zeU.
O

8.3 Definition. Aquivalenzklassen

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir 2 € M heifit die Teilmenge
[z] ={ye M|z ~y}C M
die Aquivalenzklasse von z beziiglich ~.

8.4 Satz. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann gilt
(a) M = Uzenmlz]
(b) N[yl #0 < z~y <[] = [y].

Beweis. (a) ist trivial, da x € [z]. (b) ist es auch, aber das muss man sich zumindest einmal klar
machen. Dazu findet man

[Z]N[yl #0 < Fzezlnfy] <& FTzeMmitz~zundz~y & z~y.

Sei nun = ~ y und z € [z], also z ~ z. Dann ist auch z ~ y und somit z € [y], also [z] C [y], und
analog findet man [y] C [z]. Ist umgekehrt [x] = [y], so ist insbesondere y € [z], also x ~y. O
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8 Aquivalenzrelationen und die Klassifikation von Matrizen

8.5 Definition. Eine Menge von nichtleeren Teilmengen von M die paarweise diskjunkt sind
und deren Vereinigung ganz M ergibt, nennt man Zerlegung von M.

Die Menge der Aquivalenzklassen {[x]|x € M} ist also eine Zerlegung von M.

8.6 Definition. Quotient bzgl. einer Aquivalenzrelation

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, so nennt man die Menge
M/~ = {[a] |z € M}
der Aquivalenzklassen den Quotienten von M nach ~. Die Abbildung
Tt M — M/~, zw—|x]
heifit die kanonische Projektion der Aquivalenzrelation.

Man kann also die Elemente der Menge M dadurch klassifizieren, dass man eine Aquivalenzrela-
tion ~ auf M angibt. Geht man nun zum Quotienten M/~ iiber, so betrachtet man diejenigen
Elemente der Menge M als im wesentlichen gleich, welche unter ~ &quivalent sind.

8.7 Beispiel. Auf dem R? wird durch
T~Y S T3=Y3

eine Aquivalenzrelation definiert. Es ist R3/~ isomorph zu Span{es} wenn wir zu jedem [z] €
R3/~ den Vertreter y € [x] mit y; = y2 = 0 wihlen. Die kanonische Projektion 7. ist dann
einfach die orthogonale Projektion auf Span{es}. Diese Charakterisierung von R3/ ~ ist eine
Klassifikation durch Reprisentanten.

7 ?

Sei ~ eine Aquivalenzrlation auf einer Menge M. Die Menge M “nach ~” oder “bis auf ~” zu
klassifizieren heiit, M/~ und moglichst auch 7. zu “verstehen”. Zwei hiufige Varianten dieses
zunichst etwas vagen Konzepts sind
(a) Klassifikation durch Reprisentanten. Die Klassifikation durch Représentanten besteht
darin, eine “iiberschaubare” Teilmenge My C M anzugeben, so dass

W‘M0:M0—>M/N

bijektiv ist, es also zu jedem x € M genau ein xg € My mit = ~ xg gibt.
Besipiel 8.7: M = R3, My = Span{es}.

(b) Klassifikation durch charakteristische Daten. Die Klassifikation durch charakteristi-
sche Daten besteht darin, eine “wohlbekannte” Menge D und eine Abbildung ¢: M — D
zu finden, so dass

r~y e co(r) = cy)

gilt. Die Abbildung ¢ : M/~— D, [z] — ¢(x) ist dann eine Bijektion. Typische Mengen D
die als charakteristische Daten Verwendung finden sind Z, N oder Polynome.

8.8 Beispiel. Sei V eine unendliche Menge und M die Menge aller endlichen Teilmengen von V.
Fir X,Y € M sei
X ~Y & esgibt eine Bijektion f: X — Y.

Dann erhélt man eine Klassifikation von M nach ~ durch charakteristische Daten, indem man
setzt: D := N und ¢(X) := | X| = Anzahl der Elemente von X.

74



8.9 Definition. Zwei Matrizen A, B € M (m x n, K) heiflen dquivalent, geschrieben A ~ B, wenn
es invertierbare Matrizen P und @ gibt, sodass

B=Q'AP

gilt. Offensichtlich ist hierdurch eine Aquivalenzrelation auf M (m x n,K) erklirt:
(a) A= FE,AE,

(b) B=Q 'AP & A=QBP!

(c) B=Q 'AP,C=R'BS= C=R1Q'APS = (QR)*A(PS).

8.10 Satz. Zwei m x n-Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie denselben Rang haben.

Beweis. “=": Sei A ~ B, dann ist dim(BildB)=dim(BildQ'AP)=dim(Bild4), da Q! und P
Isomorphismen sind.

“<7: Sei RangA =RangB = r. Sei (v1, ..., v,—,) Basis von KernB und (vy, ..., v,) Basis von ganz
K". Dann ist (w1,...,w;) := (BUy—rt1,...,Bvy,) eine Basis von BildB, die wir zu einer Basis

/

(w1, ..., wy) von ganz K™ erginzen. Analog verfahren wir fiir A und erhalten Basen (v}, ...,v]})

fiir K" und (w1, ..., w,,) fiir K™. Seien nun P und @ die Isomorphismen, welche die ungestrichenen
in die gestrichenen Basen iiberfithren. Dann gilt

QB = AP
fiir die Basisvektoren vq, ..., v, und somit fiir all v € K". O

Der Rang ist also ein charakteristisches Datum fiir die Klassifikation der m x n-Matrizen bis auf
Aquivalenz, d.h.
M(m x n,K)/~={0,1,2,...,min(m,n)}.

Man erhélt aber auch leicht eine Klassifikation durch Représentanten:

Emxn — |0 1 m

Man nennt die einfachsten Repriisentanten einer Aquivalenzklasse oft auch Normalformen.

Aquivalenz von Matrizen ist offenbar eine sehr grobe Klassifikation. Eine feinere ist Ahnlichkeit.

8.11 Definition. Zwei Matrizen A, B € M(n x n,K) heilen dhnlich, wenn es eine regulére
n x n-Matrix P gibt so, dass
B=P1'AP

gilt.

Auch Ahnlichkeit ist wieder eine Aquivalenzrelation und dhnliche Matrizen sind sicherlich dqui-
valent im Sinne von Definition 8.9. Umgekehrt sind sicherlich nicht alle dquivalenten Matrizen
ghnlich, da z.B. dhnliche Matrizen jeweils das gleiche charakteristische Polynom haben. Wir

fiihren nun die Normalformenklassifikation &hnlicher Matrizen ein, die so genannte Jordansche
Normalform.
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8 Aquivalenzrelationen und die Klassifikation von Matrizen

8.12 Definition. Sei z € C und m > 1. Die m x m-Matrix

<
3
&

I
=)

heifit das Jordankéstchen der Grofle m zum Eigenwert z.

Jm(2) hat den einzigen Eigenwert z mit algebraischer Vielfachheit m und geometrischer Vielfach-
heit 1: Das charakteristische Polynom von J,,,(z) ist

PN =(z-=A)"

1
0
und der einzige Eigenvektor ist .|, denn
0
0 1 0 0
0 0
Im(z) — zEp, = 0
0 1
0 0 O

Fiir m > 2 ist Jp,(2) also so nichtdiagonalisierbar, wie eine komplexe m x m-Matrix nur sein
kann.

Die Jordansche Normalform fiir eine komplexe n x n-Matrix A hat nun folgende Form. Zu jedem
Eingenwert A\ gehort eine Blockmatrix By aus nj einzelnen Jordankistchen:

A 1 0
0 i’
1
0 Ak
k
o
By, =
e 1 0
0
¥
1
0 Ak

Die algebraische Vielfachheit von Ay ist dabei Z?i 1 mg-k) und die geometrische Vielfachheit ist ng.
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B 0
By
Die gesamte Jordansche Normalform von A ist dann )
0
B,

8.13 Satz. Jordansche Normalform
Sei A € M(n x n,C) mit verschiedenen Eigenwerten Aq,...,\, € C mit geometrischen Vielfach-
heiten nq,...,n, und algebraischen Vielfachheiten ¢1,...,¢,.
Dann gibt es zu jedem k = 1,...,7 eindeutig bestimmte Zahlen

ng

) < <<l Yom -ty
j=1

mit der Eigenschaft, dass es eine invertierbare Matrix P € M (n x n,C) gibt, fiir die P~'AP die
Blockmatrix ist, welche durch Aneinanderreihung der Jordan Késtchen

ngl) (Al), ey Jm%ll) (Al), ngQ) ()\2)7 ey Jm$L22) (AQ)’ ey ng'r) ()\7-)7 ceey Jmﬁ:‘) (Ar)
lings der Diagonalen entsteht.

Bis auf die Reihenfolge der Eigenwerte liefert die Jordansche Normalform also eine Klassifikation
dhnlicher Matrizen durch Représentanten.

8.14 Bemerkung. Eine Matrix ist also genau dann diagonalisierbar, wenn alle Jordankéstchen
die Grofe 1 haben.

8.15 Beispiel. Bei der Losung des geddmpften harmonischen Oszillators, vgl. Beispiel 5.23,
standen wir vor dem Problem eine nichtdiagonalisierbare 2 x 2-Matrix zu exponentieren. Geméaf
Satz 8.13 konnen wir diese auf die Form

Al

0 A

A1\ A ot
ox) Lo ’

A1 ot A AL et e
oo (05 )] =X n (0 " )=(% =)

bringen. Dann gilt aber wegen

dass

8.16 Bemerkung. Fiir Diagonalmatrizen

A1 0
D =
0 An
und Funktionen f : K — K hatten wir
f(A) 0
f(D) =
0 f(n)
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8 Aquivalenzrelationen und die Klassifikation von Matrizen

definiert. In Beispiel 8.15 hatten wir gesehen, dass man auch Jordankéstchen exponentieren kann.
Wir wollen nochetwas allgemeiner untersuchen, inwiefern man Funktionen von Jordankistchen
bilden kann. Dazu setzen wir

Jn(A) =: AEp, + Ny,

mit der nilpotenten Matrix

0 1 0 0
0 0

Ny = 0

0 1

0 0 0

Fine Matrix oder ein Operator A heifit nilpotent, falls A™ = 0 fiir ein n € N. Im Fall von N, gilt

n ) 1 falls j—i=mn .
((Nm) )Z] = { 0 sonst . fir n € Ny,
also insbesondere (Np,)" = 0 fiir n > m. Damit ist
n m—1
Tn(N)" = (AE + Nin)" = ( . ) ATENG =) ( . ) AN
k=0 k=0
also beispielsweise
A1 0\T /A2 232 22)2
0 X1 = o B 2322
0 0 A 0 0 2B

Fiir Polynome bzw. bei 0 analytische Funktionen f (d.h. Funktionen die sich als konvergente
Potenzreihe um 0 schreiben lassen) findet man allgemeiner

O Foy LR e
0 f :
F(Tm(N) = £70)
) PO
0 0 f(N)

Schliefflich kénnen wir nun auch noch den Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton nachliefern:

8.17 Bemerkung. Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton (Satz 5.22)

Sei B eine Basis in der Mp(L) Jordansche Normalform hat. Es geniigt nun, jeden Jordanblock
fiir sich zu betrachten. Ist Jp,(\;) ein Block in der Jordanschen Normalform, so ist A; sicherlich
FEigenwert der algebraischen Vielfachheit mindestens m. Das charakteristische Polynom enthélt
also einen Faktor (A — A;)™. Da

(Jm(Aj) = AjEm)™ = Ny =0,
folgt Pr(L) = 0.

Auch die Hauptachsentransformation selbstadjungierter Matrizen liefert eine Klassifikation durch
Représentanten.
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8.18 Definition. Es bezeichne Sym(n,K) den Vektorraum der selbstadjungierten n x n-Matrizen.
Zwei Matrizen heiflen orthogonal dhnlich, wenn es eine orthogonale Matrix P € U(n) gibt, so
dass

B=P1'AP

gilt.

8.19 Satz. Jede selbstadjungierte n x n-Matrix ist bis auf die Reihenfolge der Eigenwerte zu
genau einer Diagonalmatrix

A1 0

0 An

orthogonal dhnlich.

Der Weg zur Jordanschen Normalform: eine Beweisskizze von Satz 8.13

1. Schritt: Jede komplexe n x n-Matrix A laBt sich durch eine unitire Ahnlichkeitstransformation
Q) auf obere Dreiecksform

A1 T2 o T
0 .o B
R=| =QAQ
: e o Th—1n
0 --- 0 A\
bringen, wobei A1,..., A, die Eigenwerte von A, wiederholt geméf ihrer algebraischen Vielfach-

heit, sind.

Beweis. Induktion iiber n, wobei n = 1 klar ist. Es gelte die Aussage also fiir n — 1 und es
sei A € M(n,C). Dann hat A mindestens einen Eigenvektor v und es gilt Av = Av. Sei T ein

Basiswechsel zu einer ONB (v, wy, ..., w,—1), dann ist
~ A ozl
_ -1 _
A=T AT = ( 0 B )

mit z € C"~!. Nach Induktionsannahme gibt es fiir B € M(n — 1,C) eine unitéire Abbildung Q
mit

Q_IBQZRnfl-
SeiQ:zT(é g),dannist
A (10 . 10\ (1 0 A 2TQ
ot = (4 gh ) (5 g )= (o a5 ) (5 6 )

_ A xTQ (A :UTQ - R
N0 @'BQ) \0 Ry ) T

2. Schritt: Hauptvektoren

8.20 Definition. Sei A\ Eigenwert von A € M (n,C) mit algebraischer Vielfachheit m, dann heifit
jeder Vektor v mit
(A= XE,)"v =0, v#0,

Hauptvektor zum Eigenwert .
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8 Aquivalenzrelationen und die Klassifikation von Matrizen

8.21 Satz. Alle Hauptvektoren zu einem Eigenwert A von A € M (n,C) mit algebraischer Viel-
fachheit m bilden einen m-dimensionalen Unterraum H), den so genannten Hauptraum des Ei-
genwertes. Dieser ist invariant unter A. Der Gesamtraum ist die direkte Summe der Hauptraume,

c' = H,.
A

8.22 Definition. Man sagt eine Summe ), H) = Span{UyH,} ist direkt und schreibt @, H),
falls sich jeder Vektor v € )", Hy in eindeutiger Weise als Linearkombination v = ), vy mit
vy € Hy schreiben l48t.

Beweis. (von Satz 8.21) Sei v € H) also (A — A\)™v = 0. Dann ist auch Av € Hy, denn
(A= N"Av=(A=N"A=Nv=(A-XN)(A-N"v=0.
Um dimH), zu bestimmen, transformiert man A auf obere Dreiecksform:
A *
A—B=Q 'AQ =
0 R

Es ist klar, dass (A — A\)™v = 0 genau dann, wenn (B — \)™Q~'v = 0, die Hauptriume von A

und B zu \ also die gleiche Dimension haben. Nun sind die Vektoren e;, ¢ = 1,...,m, genau die
Hauptvektoren von B, also dimHy = m. Da ), dimH) = ), my = n ist, geniigt es, die lineare
Unabhéngigkeit der Hauptrdume zu zeigen. Das ist eine Ubungsaufgabe. O

3. Schritt: Zyklische Teilrdume
Jeder Hauptraum H) einer Matrix A € M(n,C) lat sich in eine direkte Summe zyklischer
Teilrdume zerlegen:

Hy=VieVho -aV,. (8.1)

Ein Teilraum V heifit hier zyklisch, falls es einen Vektor v € V' gibt (einen zyklischen Vektor), so
dass die Vektoren
v, (A= AE)v, (A= AE)?v,..., (A= AE)ky,

eine Basis von V' bilden und w := (A — AE)*v Eigenvektor von A zum Eigenwert ) ist. D.h., jeder
der Teilrdume V; in (8.1) besitzt eine Basis der Form

k; ki—1
B, B v, oo v,

wobei wir B = (A — AE) abkiirzen und w; := B*iv; Eigenvektor von A zum Eigenwert ) ist. Es
ist dann dimV; = k; und Zle k; = dimH,.

Es 148t A die zyklischen Teilrdume V; invariant und hat dort die Matrixdarstellung

A1 o --- 0
0 A

I (A) = 0
: A1
0 0 A
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Beweis. (Skizze) Um die geeigneten Eigenvektoren w; € KernB zu finden, betrachtet man die
Teilrdume
U; := KernB N BildB’ C KernB = E) .

Offensichtlich ist
{0} cU,, CUp-1 C--- CUy=KernB.

Man bestimmt nun die w; induktiv, ausgehend von der leeren Menge. Sind w1, ..., w;_1 festgelegt,
so nimmt man das groBte k;, fiir welches Uy, nicht in Span{ws,...,w;—1} enthalten ist, es also
ein v; # 0 gibt mit

BFiy, = w; ¢ Span{wi,...,w;—1}, Bw; =0.
So entsteht eine Basis {wq,...,wy} von E) und zyklische Basen der zugehérigen V;. Jetzt muss

man noch
Hy=Vi®o- oV

zeigen.
(i) Die lineare Unabhéngigkeit zeigen wir nur am Beispiel zweier zyklischer Ketten
B’Ul, V1, BUQ, vy .
Sei
a1 B 4+ agvy + 1 Bug + Bovg =0,
dann liefert Multiplikation mit B
oo By 489 Buy = 0.
- =~
w1 wo

Es sind aber w; und ws nach Konstruktion linear unabhéngig, also as = B2 = 0 und somit
auch a; = 1 = 0.

(ii) Es bleibt zu zeigen, dass jeder Vektor u € H) durch die Vektoren B/v; darstellbar ist. Sei
also BFu = 0 fiir ein k < m. Fiir kK = 1 bilden die w; nach Konstruktion eine Basis fiir den
Eigenraum KernB. Seien also die Vektoren in KernB*~! darstellbar und u € KernB*. Es

1st
BF 1y = Zaiwi = E ozin"vi,
c€KernB % i

wobei a; = 0 falls k; < k — 1. Damit ergibt sich

BF1 (u — Z aini_k“Ui) =0.
i

/

u

Also ist «/ darstellbar und somit auch wu.
O

8.23 Beispiel. Fiir eine komplexe 3 x 3-Matrix gibt es die folgenden qualitativ verschiedenen
Jordanschen Normalformen J = Q 1AQ.

(i) Paarweise verschiedenen Eigenwerte A, p,o:

J =

S O >
o O
o
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8 Aquivalenzrelationen und die Klassifikation von Matrizen

(ii) Ein doppelter Eigenwert A:

J =

o O >

0 0
A0 oder J =
0 p

o O >
S > =
T O O

Im zweiten Fall ist Q = (wy, vy, w,) mit Eigenvektoren wy, w, welche man aus
(A=MNwy und (A—-pw,=0
erhilt. Den Hauptvektor vy bekommt man als Lésung von

(A= XNvy =wy.

(iii) Dreifacher Eigenwert A:
A 00 A1 0 A1 0
J=10 X 0 |, 0 X 0], 0 X 1
0 0 X 0 0 A 0 0 A
Im zweiten Fall bestimmt man zunéchst einen Hauptvektor v durch Losen von

(A—Av#£0.

Der zugehorige Eigenvektor ist w = (A — \)v. Schliefflich bestimmt man noch einen weiteren

linear unabhéngigen Eigenvektor aus
(A= XNw=0 mit (w,w)=0.

Dann ist Q = (w, v, w).
Im dritten Fall ist Q = (w, v, u) mit

(A=XNw=0, (A-MNv=w, (A-Nu=wv.

8.24 Beispiel. Schliefllich konnen wir nun den Fall (ii) aus Beispiel 5.23 behandeln. Ziel war es,

die lineare Differentialgleichung

()= (s =) ()

=:A

fiir den Fall v = wg zu 16sen, in welchem A nicht diagonalisierbar ist. Es hat dann

0 1
A=
(—72 —2v>

den einzigen Eigenwert A = —v mit dem eindimensionalen Eigenraum F) aufgespannt von

(1)

Den fehlenden Hauptvektor erhilt man aus (A — A)v = w, also
(2 5))=(5) = =(4)
-7 = V2 - |
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Die Transformationsmatrix auf Jordansche Normalform ist also

B (11 L1 1-q -1
Q_(w’v)_<—v 1—7)’ Ql_detQ< gl 1)

Damit finden wir

1—v -1

Y )
At JtA—1 _ e g —1
e = Qe'QT =0Q 0 et Q

B 1 1 e 1t te™ 1—~ -1
- —y 1—4 0 et 0% 1
( e fAyte Mt te ™t >
Also ist

z(t) = (e7" + yte™ ) z(0) + te "0(0).

Zum Abschluss betrachten wir nochmals die Aquivalenzrelation aus Beispiel 8.2 etwas néher. Fiir
einen K-Vektorraum V und einen Untervektorraum U C V hatten wir fiir x,y € V definiert, dass

r~yy & x—yelU.

8.25 Satz. Der Quotientenraum

Sein V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Der Quotientenraum V/U := V/ ~p
hat die Struktur eines K-Vektorraums, falls man die Addition und die skalare Multiplikation
vertreterweise definiert, also

[z]+ ] =le+yl  und  Afz]:=[Az].
Sei W C V ein Komplement von U in V, also V = U @& W. Dann ist
Tlw : W = V/U, w [w],
ein Isomorphismus. Falls dimV = n < oo, gilt somit die Dimensionsformel
dim(U) + dim(V/ ~y) = dim(V) .
Beweis. Es ist zu zeigen, dass die Addition und die skalare Multiplikation wohldefiniert sind, also

unabhéingig von der Wahl des Vertreters ist. Das ist aber leicht zu sehen. Die Vektorraumeigen-
schaft folgt dann direkt.

Fiir die zweite Aussage miissen wir nur zeigen, dass 7 linear und injektiv ist. Linearitét ist klar
und Injektivitdt folgt aus

Tlwv=0 < wvel0lnW & ovelUnW < v=0.

Da Kern(r) = U und Bild(7) = Bild(n|w) ist, folgt die Dimensionsformel aus der Dimensions-
formel fiir lineare Abbildungen, Satz 2.10. O

Mit Hilfe des Quotientenraums kann man nun auch die Idee préizisieren, dass jede lineare Abbil-
dung auf dem “Komplement” ihres Kerns ein Isomorphismus auf ihr Bild ist.

8.26 Satz. Der Homomorphiesatz fiir lineare Abbildungen
Sei L : V — W linear. Dann ist

L :V/Kern(L) — Bild(L), [v] — L[v] := Lv

ein Isomorphismus und L lisst sich schreiben als L = L o .
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8 Aquivalenzrelationen und die Klassifikation von Matrizen
Beweis. L ist wohldefiniert, denn fiir w € [v] gilt v —w € Kern(L) und somit Lw = L(w) + L(v —
w) = L(w+ v —w) = Lv. L ist linear, denn fiir [v], [w] € V/Kern(L) ist
L([v] + [w]) = L([v + w]) = L(v + w) = Lv + Lw = L[v] + L[w]
und analog auch L(A[v]) = AL([v]). SchlieBlich ist L per Definition surjektiv und wegen
Lv]=0 < weKem(lL) <& wvel0] <& [v]=]0]
auch injektiv. O

8.27 Bemerkung. Ein entsprechender Satz gilt auch fiir Gruppenhomomorphsimen. Seien G
und H Gruppen und f : G — H ein Gruppenhomomorphismus, also eine Abbildung die mit den
Gruppenoperationen vertauscht. Man definiert nun Kern(f) := {g € G| f(g) = 1u}, wobei 1g
die Identitét in H bezeichne. Dann ist Kern(f) C G eine Unterguppe (sogar ein sog. Normalteiler)
und G /Kern(f) ist ebenfalls eine Gruppe, die iiber

f: G/Kem(f) — Bild(f). [9] = f(lg]) := f(9)

isomorph zum Bild von f ist.
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