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Aufgabe 20: Verallgemeinertes Kreuzprodukt (50 Punkte)
Für n − 1 Vektoren a1, . . . , an−1 ∈ Rn sei das verallgemeinerte Kreuzprodukt K : (Rn)n−1 → Rn

definiert durch

K(a1, . . . , an−1) =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · an−1,1 e1
...

...
...

a1n · · · an−1,n en

∣∣∣∣∣∣∣ , wobei aj =

aj1...
ajn


und ej der j-te kanonische Einheitsvektor ist. (Das kann man so verstehen: det(a1 . . . an−1, b) ist
eine lineare Funktion von b, sagen wir =:

∑n
k=1 αkbk; setze K :=

∑n
k=1 αkek.) Zeigen Sie:

a) Für alle b ∈ Rn gilt: K(a1, . . . , an−1) · b = det(a1, . . . , an−1, b).

b) K(a1, . . . an−1) ⊥ aj für alle j = 1, . . . , n− 1.

c) ‖K(a1, . . . an−1)‖ = Voln−1 Pn−1(a1, . . . , an−1), wobei Voln−1 das (n− 1)-dimensionale Volu-
men bedeutet und

Pn−1(a1, . . . , an−1) =

{
n−1∑
j=1

βjaj : βj ∈ [0, 1] ∀j

}

das von a1, . . . , an−1 aufgespannte Parallelotop. Geben Sie dafür ein geometrisches Argument.
(Tipp: Voln(Pn(a1, . . . , an)) = | det(a1, . . . , an)|, und eine geschickte Wahl von an hilft.)

Aufgabe 21: Inhalt der 3-Sphäre (50 Punkte)
Die 3-Sphäre S3 = {x ∈ R4 : ‖x‖ = 1} lässt sich durch Kugelkoordinaten

φ(ϕ, θ1, θ2) =


cos θ1 cos θ2 cosϕ
cos θ1 cos θ2 sinϕ

cos θ1 sin θ2
sin θ1


von D = [0, 2π]× [−π

2
, π
2
]× [−π

2
, π
2
] aus parametrisieren. Bestimmen Sie

Vol3(S
3) =

∫
D

d3(ϕ, θ1, θ2) ‖K(φϕ, φθ1 , φθ2)‖ .

Tipp: Man erhält das Integral

2π∫
0

dϕ

π/2∫
−π/2

dθ1

π/2∫
−π/2

dθ2 cos2 θ1 cos θ2 und muss das noch auswerten.

Abgabe: Am Freitag, 13.7.2018, in der Vorlesung.


