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1 Abstrakte MaB- und Integrationstheorie

Grundideen:

(a)

Das Regel- bzw. Riemannintegral

Zerlege die Urbildmenge (,,z-Achse“) in endlich
viele Intervalle [a;,a;4+1) und approximiere die
zu integrierende Funktion f durch Treppen-
funktionen (6773 S

0(5) = 3 i X sy (@) !
1=1

wobei fiir A C R die charakteristische Funktion
der Menge A gegeben ist durch

a; a;
1 fallsze A ¢ oz
0 sonst.

xa(r) =

Die Werte «; werden durch die Funktion f bestimmt, z.B. o; = inf{f(z) |z € [a;,a;11)}.
Das Integral iiber eine Treppenfunktion ist dann elementar definiert durch

/g(m) dx := Z%(%H — a;)

i=1
und man erhélt das Integral {iber geeignete Limesbildung.

Prinzip: Einteilung des Urbildes in endlich viele Intervalle a priori und Gewichtung der
Lénge eines Intervalls mit Funktionswerten bei der Integration.

Das Lebesgue-Integral

Zerlege den Bildbereich (,y-Achse®) in endlich f
viele Intervalle oy, ovj41) und approximiere die o414 e oo eenns P
zu integrierende Funktion f durch sogenannte o | P NG P

einfache Funktionen

Y

g(x) :ZaiXAi(x)v I
=1

also Funktionen die auf Mengen A; C R konstant sind, welche durch die Funktion f definiert
werden, z.B. A; = f~'([o;, 2i11)). Hier bezeichnet f~! nicht die Umkehrabbildung sondern
das Urbild. Die Mengen A; sind dann im Allgemeinen keine Intervalle.

Das Integral fiir einfache Funktionen ist wieder elementar,

/g(x) de = Zai A(A;),
i=1

vorausgesetzt, wir konnen der “Léange” bzw. dem Mafl A\(A;) jeder Menge A; einen prizisen
Sinn geben.



1 Abstrakte MaB- und Integrationstheorie

1.1 Beispiel. Die Funktion f(z) = xgno,1](7) ist weder Regel- noch Riemannintegrierbar,
aber wegen
AQnJo,1])=0 (intuitiv klar)

sollte

1
/ F@)dz = 1-MQN1[0,1]) +0-A(0,1]\ Q) = 0
0 =1

gelten.

Prinzip: Beim Lebesgueintegral zerlegt man statt des Urbildbereichs zunéchst den Bildbe-
reich. Es wird sich zeigen, dass dieser Ansatz zwei grofie Vorteile hat:

a) Es gibt ,mehr integrierbare Funktionen = R#ume Lebesgue-integrierbarer Funktio-
nen sind vollsténdig.

b) Das Prinzip ist leicht auf andere Urbildmengen als R oder R™ verallgemeinerbar, da
keine Zerlegung des Urbildbereichs in Intervalle oder Wiirfel notwendig ist.

Aber: Alles hingt an der Definition geeigneter Mafle \.

1.1 Das Inhaltsproblem

Der Inhalt eines Intervalls [a,b] C R ist seine Lange, A([a,b]) = b — a. Dieser Inhalt ist

(a) translationsinvariant, d.h.

Aa+ ¢,b+ c]) = A([a, b]) Ve e R,

(b) additiv fiir disjunkte Intervalle,

A <U[ai,bi]> = Z(bz —a;),
(¢) subadditiv fiir iiberlappende Intervalle,

A (U[ai, bi]> < Z(bi —a).

Frage: Kann man diesen primitiven Inhaltsbegriff unter Beibehaltung der Eigenschaften (a), (b)
und (c) auf beliebige Teilmengen von R erweitern?

Antwort: Nein! Es gibt keine Abbildung
A:P(R) —[0,00] (P = Potenzmenge = Menge aller Teilmengen)

mit den Eigenschaften

(a) A([0,1]) =1

(b) AM(A+c) =A(A4) VACR, ceR,

() MUi2; Ai) =Y 2 MA;) falls A;NnA;j =0 fir i#7 (o-Additivitét).
Um das einzusehen, betrachten wir das Intervall [0, 1] als Kreisring und Verschiebungen modulo 1,
also R/Z. Wir konstruieren gleich eine disjunkte Zerlegung des [0, 1]-Rings in abzdhlbar unendlich



1.2 Grundziige der Maftheorie

viele Mengen Vj;, j € N, die alle durch Translation auseinander hervorgehen, V; =V + ;. Dann
folgt mit Normierung, o-Additivitdt und Translationsinvarianz

E O ) =AUz @ S am)
7j=1
= iMVHﬂ (i)f)(m:x(m-fjlz{ O(L iilrllsstW):O
j=1 7j=1 j=1 .

Der Menge V kann man also keinen solchen Inhalt zuweisen, man sagt sie ist nicht ,,messbar®.

Um so ein V zu konstruieren, betrachten wir die Aquivalenzrelation z ~ y < = —y € Q auf
R/7Z. Die Aquivalenzklassen [z] bilden eine disjunkte Zerlegung von R/Z und wir konnen aus
jeder einen Vertreter x wihlen. Die Menge dieser Vertreter nennen wir V und setzen V, :=V +r,
r € QN [0, 1]. Dann gilt

ViNVu=0 fir r#7

und

U Vr:[oal]'

reQnio,1]

Fazit: Es existieren Mengen, denen man keinen Inhalt zuweisen kann, falls man die Eigenschaf-
ten (a), (b) und (c¢) von dem Inhaltsbegriff fordert. Das ist nicht weiter schlimm und soll an
dieser Stelle nur die Tatsache motivieren, dass wir im Folgenden Mafle auf Teilmengensystemen
betrachten, die nicht notwendigerweise die Potenzmenge sind.

1.2 Bemerkung. Bei der Konstruktion von V haben wir das Auswahlaxiom verwendet, da
wir aus jeder Aquivalenzklasse [z] einen Vertreter ausgewéhlt haben, ohne diesen genau zu spe-
zifizieren.

1.3 Bemerkung. Der Satz von Banach-Tarski

Man koénnte hoffen, dass alle Mengen messbar werden, wenn man statt o-Additivitdt nur endli-
che Additivitdt fordert. Auf R ist das tatsdchlich der Fall: Es gibt einen endlich additiven und
translationsinvarianten Inhalt auf R. In R% mit d > 3 gibt es aber schon nicht messbare Mengen,
wenn man nur endliche Additivitdt und Invarianz unter Bewegungen, also Translationen und
Rotationen, fordert:

Eine Kugel im R? kann so in endlich viele disjunkte Teilmengen zerlegt werden, dass
aus diesen Teilen allein durch starres Verschieben und Rotieren zwei Kugeln der ur-
spriinglichen Grofle gebildet werden kénnen.

Diese Konstruktion geht auf Banach und Tarski zuriick und heifit deshalb auch das Banach-Tarski
“Paradoxon”. Es handelt sich hierbei um ein Paradoxon im Sinne eines scheinbaren Widerspruchs
bzw. eines Widerspruchs gegen die Intuition. Mathematisch gesehen liegt hier kein Widerspruch
vor. Der Beweis wird fiir Interessierte in einer Zusatzstunde besprochen.

1.2 Grundziige der MaBtheorie

Ein Maf} p ordnet Teilmengen A C M einer Obermenge M eine Maflzahl u(A) € [0, 00] zu. Fiir
Teilmengen von R, R?, R? spricht man dann beispielsweise von Linge, Fliche und Volumen. Ein
anderes Beispiel sind Wahrscheinlichkeitsmafle, die Mengen von “Ereignissen” Wahrscheinlichkei-
ten zuordnen.

Wie wir am Beispiel R bereits gezeigt haben, ist es im Allgemeinen nicht moglich, allen Teil-
mengen einer Menge eine Maflzahl zuzuordnen, wenn man zusétzliche Eigenschaften (wie z.B.
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Translationsinvarianz) fordert. Man muss sich also auf geeignete Systeme von Teilmengen be-
schrinken:

1.4 Definition. o-Algebra
Eine Familie A C P(X) von Teilmengen einer Menge X heifit o-Algebra auf X , falls
(i) 0 e A,
(i) Ac A = A°cA,
(iii) Ape AfirkeN = UzozlAkG.A.
Eine o-Algebra ist also ein System von Teilmengen, welches die leere Menge enthélt und abge-
schlossen ist unter Komplementbildung und abzéhlbaren Vereinigungen.

1.5 Proposition. Sei A eine o-Algebra auf X. Dann gilt
(a) X e A
(b) Ape AfirkeN = 72, 4,cA
(c) ABeA = AUBeA AnNnBeAund A\ B e A.

Beweis. Ubungsaufgabe. d

1.6 Beispiel. (a) P(X) und {0, X} sind o-Algebren auf X .
(b) Sind Aj, j € I, o-Algebren auf X, so ist auch (), A; eine o-Algebra.

1.7 Definition. Erzeugendensystem

Aus Beispiel 1.6 (b) folgt insbesondere, dass jede Familie 7 C P(X) eine kleinste o-Algebra
erzeugt, welche F enthilt:

Ar = ﬂ B.
B ist o-Algebra
mit F C B

Jede Familie 7 C P(X) die A erzeugt, heiit Erzeugendensystem fiir A.

1.8 Definition. Maf, Messraum, Maflraum, messbare Mengen
Sei A C P(X) eine o-Algebra auf X.
(a) Eine Abbildung i : A — [0, oo] heifit Maf, falls
(i) (@) =0
(ii) Fiir paarweise disjunkte A, € A, k € N, gilt

i (U Ak> = Z w(Ag) (o-Additivitét).
k=1

k=1

Falls pu(X) < oo, so heifit u ein endliches Ma#.
Falls X = (Jp—; A mit pu(Ax) < oo Vk € N, so heiit 41 ein o-endliches Ma#.

(b) Das Tupel (X,.A) heifit Messraum, das Tripel (X, A, ) heiit Mafliraum. Die Elemente
von A heiflen die A-messbaren Mengen.



1.2 Grundziige der Maftheorie

1.9 Beispiel. Zdhlmaf3i und Diracmafl

(a) Das Zahlmaf v ist auf der Potenzmenge jeder Menge X definiert: Fiir A C X ist

V(A) = { |A| = Anzahl der Elemente von A falls A endlich ist,

o0 sonst.

(b) Ebenfalls auf P(X) ist das Diracmaf d,, bei 2o € X definiert durch

1 fallszg € A,
0 sonst.

duo() = {

Aus der Definition ergeben sich direkt die folgenden elementaren Eigenschaften von Maflen.

1.10 Proposition. Sei p ein Maf§ auf (X, A).
(a) Seien A, B € A mit A C B. Dann gilt

w(B) = u(A) + p(B\ A).

Insbesondere ist also p(A) < p(B).
(b) Seien A, B € A. Dann gilt

u(AU B) + p(AN B) = p(A) + u(B).

(c) Seien A; € A fiir j € N. Dann gilt

Z (Subadditivitét) .

TCg

(d) Sei (A;) eine aufsteigende Folge messbarer Mengen, also A; € A und A; C Aj; fiir alle

j € N, dann gilt
lim p(A —u(UA)

J—00

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Wie konnen wir nun unseren translationsinvarianten Inhaltsbegriff fiir Intervalle in R auf Mengen
aus einer geeigneten o-Algebra ausdehnen? Da gibt es im Wesentlichen zwei Moglichkeiten.

1. Méglichkeit: Erweitern

Sei B die kleinste o-Algebra welche die offenen Intervalle enthélt (also die von den offenen In-
tervallen erzeugte o-Algebra) und zeige, dass sich A in eindeutiger Weise zu einem Maf auf B
fortsetzen l&8t. Diese Strategie fithrt zu den sogenannten MaB-Erweiterungssitzen, auf die wir
aus Zeitgriinden nicht weiter eingehen konnen.

1.11 Bemerkung. Borel-o-Algebra

In einem metrischen Raum X heifit die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra B die Borel-
o-Algebra. Auf R stimmt sie mit der von den offenen Intervallen erzeugten o-Algebra iiberein:

1.12 Lemma. Sei G C R offen, dann ist G abzdhlbare Vereinigung offener Intervalle

G = (aj,bj)

ot

1

J



1 Abstrakte MaB- und Integrationstheorie

Beweis. Wahle zu jedem Punkt x € Q N G das grofite offene Intervall I, mit x € I, C G. Dann
iSt G - UIGQQG I(E . D

2. Moglichkeit: Einschrinken
Definiere ein sog. dufleres Mafl \* auf allen Teilmengen von R, welches auf den Intervallen mit A
tibereinstimmt. Dieses kann mit dem zuvor gesagten nicht o-additiv sein. Finde dann die grofite
o-Algebra L, so dass A* eingeschrankt auf £ ein Maf} ist.
1.13 Definition. AuBleres Maf3
Eine Abbildung p* : P(X) — [0, oo] heiit duBeres Maf auf der Menge X, falls

(i) 4 (0) =0

(i) Falls A C Uj2; 4j, so ist

p(A) <y pr(4;) (Subadditivitét)

e

Il
—

J

Fiir A C B gilt dann insbesondere p*(A) < p*(B) (Monotonie).

1.14 Beispiel. Auleres Lebesguemaf3
Offenbar wird nun fiir A C R durch

/\*(A) := inf Z(b] — aj) ‘ AC U(aj,bj), a; < bj eR
j=1 j=1
ein #uBeres MaB auf R definiert und es gilt \*((a,b)) = (b — a) (Ubungsaufgabe). Es heiBt \* das
duere Lebesguemaf.

Wie kommt man nun an die messbaren Mengen?

Lebesgues urspriingliche Idee:

Definiere auch ein inneres Maf§ A\, und zeige, dass {A C R|A\*(A4) = A(A)} eine o-Algebra ist
und auf solchen Mengen durch A := A\* = A\, ein Maf} definiert wird.

Carathéodorys Trick:
Fiir Teilmengen A C [0, 1] ist

Ac(A) := XN([0,1]) = A*([0, 1]\ A) = 1 = A*([0, 1]\ 4) .
Es ist also A messbar, d.h. A\,(4) = A*(A), genau dann, wenn A\*(A) + A*([0,1] \ A) = 1, oder
A (ANT0,1])) + A" (A°N[0,1]) = A*([0,1]) .

Carathéodorys Idee ist es nun, hier [0,1] durch eine beliebige Menge E zu ersetzen und die
Gleichung zur Definition zu erheben.

1.15 Definition. p*-Messbarkeit
Sei p* ein duBeres Maf} auf einer Menge X. Eine Menge A C X heifit p*-messbar, falls

W (E)=p (ANE)+ u* (A°NE) fiir jedes £ C X .

A ist also p* messbar, falls jede

Menge E von A ,sauber® zerlegt

wird, also p* bzgl. der Zerlegung E
durch A additiv ist.



1.2 Grundziige der Maftheorie

1.16 Bemerkung. Wegen der Subadditivitat gilt immer

p(E) < p (ANE)+p (AN E).
Man muss also zur Messbarkeit immer nur

i (E) > 1*(ANE) + u*(A° N E)
nachweisen.

1.17 Satz. Carathéodory

Sei p* ein dufleres Maf3 auf einer Menge X, dann bilden die p*-messbaren Mengen eine o-Algebra
A und p*| 4 ist ein Maf.

Beweis. Sei A die Menge der p*-messbaren Mengen.
(1) Falls p*(A) = 0 ist, so ist A € A, denn die Subadditivitat impliziert dann

1 (AN E) + 1" (AN E) < @' (A) + 1" (E) = ' (E).

Es ist also insbesondere ) € A.
(2) Ae A = A° € A folgt sofort aus der Symmetrie der Definition.
(3) Aj,Ase A = AjUAy € A, denn

W(E) = p(ALNE)+u'(A5NE)
= p(AINE)+u (AfNENAs) + pu*(A] N EN AS)
> u*(Eﬂ(AlUAQ))—FM*(EQ(AlUAQ)C).

Die erste Gleichheit folgt aus der Messbarkeit von Aj, die zweite aus der Messbarkeit von
Ag. Die Ungleichung folgt schliellich aus der Subadditivitdt und den Identitédten

Eﬁ(AlLJAQ) = (EﬂAl)U(EﬂAiﬂAg)
Eﬂ(AlUAQ)C = EﬂAiﬂAg

(4) Fir A; C X, j € N, paarweise disjunkt und messbar, £ C X beliebig, B, := U?’:l Aj und
n € N gilt

“(ENB,) Z“ (ENAj)

Beweis durch Induktion: Der Fall n =1 ist klar. Wegen (3) ist B,, messbar, also gilt

p(ENBypi1) = p(ENBpy1NBy)+ p (EN By NBE)
n+1
= w(ENBy) +p (ENApr) =Y p(ENAng).
j=1

Insbesondere folgt also auch
(BN (U520 45)) ZM (ENA;j)

da p*(EN (UL A5)) > p*(ENBy) =370 (BN Ay) fiir alle n € N.



1 Abstrakte MaB- und Integrationstheorie

(5) Fiir messbare A; C X, j € N, ist auch U2, A; messbar.

Um das zu sehen, schreiben wir zunéchst U;‘ilAj als disjunkte Vereinigung. Sei
A1:A17 AQZAQ\Al, AgZAg\(AlLJAQ)
dann sind die A; messbar und Uj=1 A; = Uj=1 Aj. Also gilt fiir beliebiges £ C X
p(E) = pr(EN(Ujo A7) + (BN (Ujo 45)°)
> pH(EN U A7)+ p (B0 (U5 45)0)

= Y W(ENA) +u (BN (U 4))
j=1

und fiir n — oo

oo

W(E) = S W ENA) (BN (U4)9)
j=1
= (BN (UA) + 10 (BN (U2 4))°).

1.18 Definition. Lebesguemafl und Lebesgue-o-Algebra auf R"

Das #uflere Lebesguemafl A\*(A) einer Menge A C R™ ist definiert durch das Infimum der Inhalte
aller abzéhlbaren Uberdeckungen durch offene Quader,

)\*(A = inf ZH ]k*ajk)‘ACUHa]ka ]k ajk<bjk€]R
j=1 k=1 j=1k=1

Die Restriktion A von A* auf die A*-messbaren Mengen heifit das n-dimensionale Lebesguemaf3
und die o-Algebra L™ der A*-messbaren Mengen heifit Lebesgue-o-Algebra.

1.19 Bemerkung. Translationsinvarianz des Lebesguemafles

Da offenbar A* translationsinvariant ist, ist auch A = A\*|z» translationsinvariant, d.h.

MA+z)=MA) VAeL" zeR".

1.20 Proposition. Borelmengen sind Lebesguemessbar, also B™ C L£™.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass offene Quader [[)_, (ag, by) A*-messbar sind, denn diese erzeu-
gen B": wire B" ¢ L™, so wire B" N L™ C B" eine kleinere o-Algebra welche alle offenen Quader
enthélt, im Widerspruch zur Definition von B". Dass offene Quader messbar sind, ist fiir den Fall
n = 1 eine Ubungsaufgabe. O

1.21 Beispiel. Es ist Q als abzihlbare Vereinigung von abgeschlossenen Mengen (Punkten) eine
Borel-Menge, also Lebesguemessbar. In den Ubungen wurde gezeigt, dass A*(Q) = 0, also ist auch
A(Q) = 0. Die rationalen Zahlen bilden somit eine Lebesgue-Nullmenge.

1.22 Bemerkung. Die o-Algebra B der Borelmengen ist echt kleiner als die o-Algebra der Lebes-
guemengen. Man nennt A\*|g» deshalb auch das Lebesgue-Borel-Ma$, um es von dem Lebesgue-
MaBl A = A*|zn zu unterscheiden. A erhélt man aus A*|gn durch ,,Vervollstindigung“: Ein Maf} x
auf einer o-Algebra A heifit vollstandig, falls jede Teilmenge einer Nullmenge messbar ist. (siehe
Ubungsaufgabe).



1.3 Das Lebesgueintegral

1.23 Satz. Eindeutigkeitssatz
Sei (X, A) ein Messraum und £ C A ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem fiir .4, d.h.
A,B e & = AN B € £ Weiter gebe es eine aufsteigende Folge (F,,) in &€ mit E1 C Ey C Ej3...
und U2, B, = X. Sind nun p; und pp Mafle auf (X, .A) mit

(i) ple = pele

(i) p1(En) = p2(Ey) < o0 VneN,
so gilt bereits pu; = pa.

Beweis. Siehe z.B. Bauer, Maf$- und Integrationstheorie, Satz 5.4. O

1.24 Korollar. Eindeutigkeit des Lebesguemalfles

Das Lebesgue- und das Lebesgue-Borel-Maf3 sind jeweils eindeutig bestimmt durch die Forderung
nach Translationsinvarianz und der Normierung A((0,1)") = 1.

Beweis. Skizze: Translationsvarianz und Normierung fixieren A auf beliebigen Quadern,

n n

M a0 | =TI —a),

Jj=1 J=1

welche ein N-stabiles Erzeugendensystem von B™ bilden. Also ist A auf B™ eindeutig bestimmt.
Auf L™ ist A als Vervollstandigung von A auf B” somit ebenfalls eindeutig bestimmt. O

1.3 Das Lebesgueintegral

Wir entwickeln nun die Integrationstheorie zunéchst fiir reellwertige Funktionen. Um auch sin-
gulére Funktionen integrieren zu kénnen, miissen wir die Funktionswerte 0o explizit zulassen.

1.25 Definition. Es sei -
R = [—00,00] ;=R U {£o0},

wobei 0o = 400 # —oo € R zwei Symbole sind. Wir erweitern die Ordnung und die Rechenregeln
von R auf [—o0, co] durch

—o0 < a< o0 VaeR
a+o00=004+a:=00 V-oo<a<
a—00=—00+a:=— V—oo<a<
(£oo)(£a) = (£a)(£o0) :=+00 V0 <a<oo
(£00)(Fa) = (Fa)(£oo) := -0 V0 <a< oo
+00-0=0"(£o0):=0

Nicht definiert sind die Ausdriicke co — oo und —oo + oo.

1.26 Definition. Numerische Funktionen und die Borel-o-Algebra auf R

Eine Funktion f : X — R heit numerische Funktion. Wir versehen R im Folgenden immer mit
der Borel-o-Algebra

B:={BCR|BNRe€ B}
und erweitern das Lebesgue-Borel-Mafl geméf

AMB):=XBNnR) VBeB.
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Wie in der Einleitung skizziert, beruht das Lebesgueintegral fiir reellwertieg Funktionen auf der
Idee, den Wertebereich in Intervalle zu zerlegen und die Urbildmengen von Intervallen zu “mes-
sen”. Wir werden also von den zu integrierenden Funktionen verlangen miissen, dass Urbilder von
Intervallen oder (wie wir sehen werden #quivalent) Urbilder von Borel-messbaren Mengen wieder
messbar sind. Allgemein definiert man deshalb folgenden Begriff der messbaren Funktion:

1.27 Definition. Messbare Funktionen
Seien (X, A) und (Y,C) Messrdume. Eine Abbildung

f: X—>Y heifit A-C-messbar,
falls fiir alle C' C C gilt, dass f~1(C) € A, also falls f-Urbilder messbarer Mengen messbar sind.

Fiir numerische Funktionen ergibt sich sofort:

1.28 Bemerkung. Messbare numerische Funktionen

Sei (X, A) ein Messraum. Fiir eine Abbildung f : X — R sind #quivalent
(a) f ist A-B-messbar

(b) Ya € R ist {f>a}={reX|f(x)>a}=fYa,o0]) €A
c) Va e Rist {f>a}=f"1(a,00]) € A
)
)

(
(d) Va € Rist {f <a} = fY[~o0,a]) € A
(e) Va € Rist {f <a} =fY[~o0,a)) € A

Beweis. Die Behauptung folgt aus folgendem Lemma,
1.29 Lemma. Sei f : (X, A) — (Y,C) und € C C ein Erzeugendensystem von C. Falls f~1(E) € A
fiir alle £ € &, so ist f messbar.

Beweis. Sei C' :={C C Y |f~1(C) € A}, dann ist C’ eine o-Algebra auf Y und nach Vorrausset-
zung gilt £ C €’ und somit C C C'. O

und der Tatsache, dass die Familien {[a,o0]|a € R}, {(a,00]|a € R} usw. jeweils die Borel-o-
Algebra B erzeugen. O

1.30 Beispiel. Alle stetigen Funktionen f: R" — R sind B"-B-messbar , da die offenen Mengen
in R die o-Algebra B erzeugen und deren Urbilder als offene Mengen B™-messbar sind. Und jede
B"-B-messbare Funktion ist auch £"-B-messbar, da B" C L.

1.31 Proposition. Verkniipfungen messbarer numerischer Funktionen

Sei (X, A) ein Messraum, f, g, fj : X — R, j € N, seien A-messbare Funktionen und ¢ : R — R
sel messbar. Dann sind die Funktionen

ftg. g, g fl. wof, min(fg), max(f,g),

sup f;, inf f;, limsup f;, liminf f;
jEN JEN j—o0 j—o0

alle wieder A-messbar (falls sie wohldefiniert sind).

10



1.3 Das Lebesgueintegral

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass Kompositionen messbarer Abbildungen messbar sind. Also
ist ¢ o f messbar.
Fir f+g, f-g, |f], min(f, g) und max(f, g) beachte, dass

(f +9) 7 (Fo0) = fH(Foo) Ug ™ (£o0) € A

bzw.
(f - 9) "M (+00) = ((f H(o0) N g™ ((0,00])) U... € A
usw. Es geniigt also, f,g: X — R zu betrachten.

Nunsind + :RxR - R, - :RxR—=R, |- |:R—[0,00), min : RxR — Rund max: RxR — R
alle stetig und somit B2-B-messbar.

Ebenso ist die Abbildung (f, g) : X — RxR, x — (f(x), g(z)), A-B>*-messbar, denn (f, g) "' ((a, b) x
(e.d)) = F~((a,8)) N g~ (e, d)) € A.

Also sind f + g = +(f, g) usw. als Kompositionen messbarer Abbildungen alle wieder messbar.

Da
{xGX‘ jlelgf] x) < a}:]g{xe)(‘fj(:v)<a}

abzéhlbarer Schnitt messbarer Mengen ist, bzw.
{weX’}glgfj(w)<a} = LGJN{QTGX)fj(x)<a},
J

abzihlbare Vereinigung messbarer Mengen ist, sind sup f; und inf f; A-messbar. Ebenso sind
limsup f; und liminf f; A-messbar, da

limsup f; = 1nf sup f; bzw. hm mf fj = sup 1nf fi- O
j—00 N j>n neN jzn

1.32 Korollar. Punktweise Limites messbarer Funktionen sind messbar

Sei (fn) eine Folge messbarer numerischer Funktionen die punktweise gegen eine Funktion f
konvergiert. Dann ist f messbar.

Beweis. Das folgt wegen lim,,_,o fn = limsup,,_, frn = liminf,_, fr. O

1.33 Definition. Einfache Funktionen

Eine Funktion g : X — R heifit einfach (oder Treppenfunktion), wenn g(X) endlich ist, g also
nur endlich viele verschiedene Werte annimmt.
Eine einfache Funktion kann in eindeutiger Weise in der kanonischen Form

!
T) = Z o XA, ()
j=1

mit o; ER, A; C X, AjNA; =0 und o # q; fiir i # j geschrieben werden.

1.34 Definition. Das Integral fiir einfache Funktionen

Sei (X, A, ) ein Mafiraum und g : X — [0, oo] einfach und messbar (also A; € A fiir alle j), dann
definieren wir das Integral von g bzgl. u durch

k
/ gdu:=Y_ aju(4,))
X st

wobei g = Z?Zl a;Xx4; in der kanonischen Form gegeben ist.

11



1 Abstrakte MaB- und Integrationstheorie
Aus dem néchsten Lemma werden wir folgern, dass man diese Integraldefinition in natiirlicher
Weise auf messbare Funktionen ausdehnen kann.

1.35 Lemma. Sei f : X — [0, 00] messbar. Dann gibt es eine monoton steigende Folge (g,,) (also
In < gn+1 fiir alle n € N) einfacher messbarer Funktionen, die punktweise gegen f konvergiert.

Beweis. Definiere g, : X — [0,00) durch

(z) = L falls B2l < f(a) < £ fiirein k€ Nmit k <n-2"
InlT) = n falls f(z) >n.

f

Da f messbar ist, sind die Mengen
{52 < f < &} messbar und somit ist
auch g,, messbar.

1.36 Definition. Das Integral fiir positive messbare Funktionen

Sei (X, A, ) ein Mafiraum und f : X — [0, 00] messbar, dann definieren wir das Integral von f
bzgl. i durch

/fdu:sup{/gdu‘g:X% [0, 0o] einfach und messbar mit g < f} )

1.37 Bemerkung. Das Integral iiber eine positive messbare Funktion ist also immer wohl-
definiert, kann aber den Wert +o0o annehmen: Z.B. ist fiir f : R — R, f(x) = %X[l,oo] und

9n(2) = X1 na (@)

n
1
fdMZsup/g d/zzsupi — =
R neNJR " nGNj:1]+1

Um nun die iiblichen Eigenschaften des Integrals (Linearitdt und Monotonie) zu zeigen, weisen
wir diese zunéchst fiir einfache Funktionen nach (was einfach ist, daher der Name) und zeigen
dann, dass sie sich durch monotone Approximation geméfi Lemma 1.35 auf das Integral messbarer
Funktionen iibertragen lassen.

Im Folgenden bezeichne 7 (X) die Menge der nicht negativen, einfachen und messbaren Funktio-
nen auf (X, A).

1.38 Lemma. Eigenschaften des Integrals iiber Treppenfunktionen

(i) Seig=>7, Bixs, einfach, messbar und nicht negativ und die Mengen B; seien paarweise

disjunkt, dann gilt
/X gdu=">_ Bin(By).
i=1

(ii) Seien g,h € T(X) und o > 0. Dann gilt
a) ag € T(X) und [agdu=a [gdu

12



1.3 Das Lebesgueintegral

b) g+heT(X)und [(¢9+h)dp= [gdp+ [hdu
¢c) g<h= [gdp< [hdp.

Beweis. (i) Folgt sofort aus der Additivitét des Mafles u: Es sei g = Z?Zl ;X 4; die kanonische
Darstellung von g und I; := {i| 8; = oj}. Dann ist A; = Uielj Bjund pu(Aj) = Zielj w(B;),

also
k

n k
D BiuBi) =D au(Bi) = au(4)) = /g dp.
i=1 j=liel; j=1
(ii) a) Offensichtlich.
b) Es geniigt ¢ = x4 und h = Bxp zu betrachten. Dann ist
g+h=(a+B)xans + axas + Bxpa € T(X)

und mit Teil (i) und der Additivitit des MaBes gilt

[0 4 (@+Ou(ANB) +au(A\B)+8u(B\A) = an(A)+5u(B) = [ gt [ .

¢) Mit (b) ist h — g € T(X) und fhdu:fgdu+/(h—g)du2fgdu. O
>0

1.39 Bemerkung. Mit Teil (ii) (b) von Lemma 1.38 folgt dann, dass fiir jede beliebige Darstel-
lung einer Treppenfunktion g = > | Bixp, gilt

/gdu = Biu(Bi).
=1

1.40 Lemma. Sei f : X — [0, 0] messbar und (g,) eine monoton wachsende Folge in 7 (X) die
punktweise gegen f konvergiert. Dann gilt

/fd/i:nlggo/gndu-

Beweis. Da g, < f, ist nach der Definition von [ fdu offensichtlich [ g,du < [ fdu fiir alle
n € N, also auch lim,, . fgn dp < f fdu.

Fiir die umgekehrte Ungleichung zeigen wir:
(%) SeiheT(X)mit h<f = [hdp <lim, e [ gndp.

Denn dann gilt fiir jede Folge (hy,) in 7(X) mit A, < f und [ Ay dp 2 [ fdp (solche Folgen
gibt es aufgrund der Definition von [ fdu als Supremum), dass

/fdu: lim /hmd,ug lim /gndu.
m—0o0 n—oo

Sei fiir (x) also h = Z?:l ajxa; € T(X) und 6 € (0,1). Setze Cp, := {x|gn(z) > dh(x)}. Die
Mengen C), sind messbar und wegen g, > dhxc, ist

[onanzs [ e, an.

13



1 Abstrakte MaB- und Integrationstheorie

Wegen der Monotonie von g, ist C, C Cpyq und da d < 1, ist U2, Cr = X (kwrz: C,, * X),
also insbesondere auch C, N A; * A;. Also ergibt sich fiir jedes § < 1, dass

k k
/hdM = > aju(4;) = lim Yy a;p(Cun Aj)
j=1 j=1

. 1
= lim [ hxc,dp < 5 Jim / Gndp,

n—oo
was () impliziert. O

1.41 Folgerung. Seien f,g: X — [0, 00| messbar und o > 0. Dann gilt
() fafdu=af fdu
(i) [(f+g)du=[fdp+ [gdu

(i) f<g = [fdp<[gdp

Beweis. Seien (fy) und (g,) Folgen in 7(X) mit f, / f und g, " g.
(i) (fn +9n) /" (f+9) = ... wiein (i).

(i) fn<gyg nach Def. [ frndp < [ gdu fiir alle n € N = Behauptung. O

Der folgende Satz von Beppo Levi ist einer der zentralen Konvergenzsitze fiir die Integrations-
theorie.

1.42 Satz. Satz von der monotonen Konvergenz (von Beppo Levi)

Seien f,, : X — [0, 00] messbar und f,, < f,,41 fiir alle n € N. Setze f := lim,,_, f, (punktweise),

dann gilt
nh_ggo/fnduz/fdu-

Beweis. Da f, < f firallen € N, gilt [ f, du < [ f dp und somit auch limy, o [ frndp < [ fdp.
Wir konstruieren nun eine Folge (g,,) in 7(X) mit g, / f und g,, < f,,. Denn dann folgt auch

/fdManggo/gndu < nggo/fndﬂ'
Dazu wéhle zu jedem n € N eine Folge (hnj)jen in 7 (X) mit (hnj)jen ' fn und setze
gn = max(hin, ..., hpn) -

Dann ist

gn+1 = HlaX(th_H, ) hn,n—i—h hn—i—l,n—i—l) > max(hln ) hnn) =9n,
da jeweils hj,41 > hjp. Weiterhin gilt g, < fp, da hj, < f; < f, fiir j < n. Schliellich folgt
limp, 00 gn = f aus

f=sup(f;) =sup sup (hjn) < sup g, <sup fn=f. O
j Jon>j = n n
<gn

1.43 Korollar. Lemma von Fatou

Seien fy, : X — [0, 00] messbar. Dann gilt

n—oo n—

/lim inf f,, dp < lim inf/fn du .
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1.3 Das Lebesgueintegral

Beweis. Mit Proposition 1.31 sind die Funktionen gj, := inf, >, f, messbar und g;, < f, fiir n > k.

Soml‘ ist
< i f .

Nun ist g < gra1 und limg o gr = liminf, o f, und der Satz der monotonen Konvergenz
liefert

T S S S
st o= f i g = o< o st =it f .

Das Integral iiber Funktionen ohne festes Vorzeichen definiert man dadurch, dass man die Bereiche
mit positivem und negativem Vorzeichen separat integriert. Um die Situation co — oo = 7 zu
vermeiden, fordert man, dass beide Teile jeweils endlich sind.

1.44 Definition. Integrierbare Funktionen und ihr Integral

Eine messbare Funktion f : X — R heiit integrierbar, falls fiir
f+ =max(f,0) und f_ :=max(—f,0)

gilt
/f+du<oo und /fd,u<oo.

[ran= [ redu- [ 1au.

1.45 Bemerkung. Kriterien fiir Integrierbarkeit

Man setzt dann

Fiir eine messbare Funktion f : X — R sind #iquivalent:
(a) f ist integrierbar.
(b) |f| ist integrierbar.
(c) Es gibt eine integrierbare Funktion g : X — [0, 00] mit |f| < g¢.

Beweis. Ubungsaufgabe O

1.46 Satz. Eigenschaften des Integrals iiber integrierbare Funktionen

Seien f,g: X — R integrierbar und o € R. Dann gilt
(a) af ist integrierbar und [afdp = o [ fdp.
(b) Falls f + g definiert ist (co — oo ist nicht definiert, vgl. dazu aber Folgerung 1.50), so ist

f + g integrierbar und
/(f+9)dﬂz/fdu+/gdu.

) f<g = [fdu< [gdpu.
(d) | [ fdul < []fldp.

Beweis. (a) Fiir a > 0 ist

/afdu = /(Oéf)+du—/(af)—du—/ahdﬂ—/af—du
- a</ﬁdu—/f<m)=a/fML

und « < 0 geht analog.
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1 Abstrakte MaB- und Integrationstheorie

(b) Da |f+g| < |f|+|g]| ist nach Bemerkung 1.45 (c) f + g integrierbar und mit h := f + g gilt

hy —h_=h=f+g=f++g+—(f-+9-),

also
hy+f-+9-=h_+ fr +9+.

Folgerung 1.41 liefert

/h+du+/fdu+/gdu=/hdu+/f+du+/9+du,
also
/hduz/h+du—/h—du=/f+du—/f—du+/g+du—/g—du=/fdu+/gdu-

(¢) Da f < g impliziert, dass f < g4+ und g_ < f_, liefert Folgerung 1.41, dass

/fduz/f+du—/f—du§/g+du—/g—du=/gdu-

(d) Da f <|[f|und —f < [f], folgt [ fdp < [[fldpund — [ fdu < [|f|dp 0

1.47 Definition. Fast iiberall oder fast sicher

Wir sagen, eine Eigenschaft von Punkten z gilt fast iiberall (oder fast sicher) beziiglich eines
Mafles p auf X, falls diese Eigenschaft fiir x € A C X gilt und

WX\ A4) = 0.
Eine Eigenschaft gilt also fast iiberall, falls sie nur auf einer Nullmenge nicht gilt.
1.48 Beispiel. (a) Da A(Q) = 0, ist eine reelle Zahl fast sicher irrational, also xg(z) = 0 A-fast

iiberall auf R .

(b) Ist f : X — R integrierbar, so ist f(x) € R fast iiberall. Denn sei N = f~1({—o00,00}),
dann ist ayxy < |f] fir alle a € R, also au(N) =a [ xydp < [|f|dp < oo fiir alle o € R.
Dann muss aber u(N) = 0 sein.

Eine integrierbare Funktion kann also nur auf einer Nullmenge die Werte +00 annehmen.

1.49 Bemerkung. Sei f: X — [0, co] messbar. Dann gilt:
/ fdu=0 < f=0 f..
X

Beweis. Ubungsaufgabe. O

1.50 Folgerung. (a) Man kann also eine integrierbare Funktion f : X — R auf jeder Null-
menge N C X beliebig abdndern ohne ihr Integral dabei zu &ndern.

(b) Insbesondere darf man das fir N = f~'({—00,00}). D.h. fiir integrierbare Funktionen
kann man zumindest das Integral betreffend annehmen, dass f reellwertig ist.

(¢) Somit ist f + g fur integrierbare Funktionen immer f.ii. definiert und die Aussage von
Folgerung 1.46 (b) gilt in diesem Sinne immer.
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1.3 Das Lebesgueintegral

1.51 Definition. Das Integral komplexwertiger Funktionen

(a) Eine Funktion f : X — C auf einem Messraum (X, .A) heifit messbar, falls Re(f) und
Im(f) : X — R messbar sind.

(b) Eine Funktion f : X — C heifit integrierbar, falls |f| : X — [0, 00) integrierbar ist und
ihr Lebesgue-Integral definieren wir durch

[ ran= [Re(r)du+i [ T(pyan.

1.52 Bemerkung. Satz 1.46 und Folgerungen 1.50 gelten analog fiir C-wertige Funktionen. Es
ist deshalb nicht nétig, zu C wieder einen unendlich fernen Punkt hinzuzunehmen. Singulére
integrierbare Funktionen kénnen eben nur auf einer Nullmenge singulédr sein und dann spielt der
Wert an der Singularitéit keine Rolle spielt, solange wir die Funktion nur integrieren wollen.

Schliellich stellen wir noch fest, dass das eindimensionale Lebesgueintegral fiir Regelfunktionen
mit dem im ersten Semester eingefithrten Regelintegral {ibereinstimmt.

1.53 Proposition. Vergleich zum Regelintegral

Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion, so ist f B-B-messbar und integrierbar und die Integrale
stimmen iiberein:

b
dox = d\ = d.
/af(l‘) T [a’b]f /fX[a,b]

Beweis. Ubung. O

17






2 Die LP-Raume

2.1 Definition. Die LP-R&ume fiir 1 <p < oo
Sei (X, A, p) ein Mafiraum und 1 < p < co. Wir setzen

LP(X,p):= {f:X — C|fist A-messbar und |f|? ist p-integrierbar}

1flle 1= (/\flpdu>p < 0.

2.2 Definition. Der Raum £*°
Sei (X, A, p) ein Mairaum. Fiir messbares f : X — C setzen wir

und fiir f € LP(X, p)

£l == f{0 < A < oo | u(|f]71 (A o0])) = 0} = esssup /]

und
LX) :={f: X — C| fist A-messbar und ||f||p~ < co}.

Die Funktionen in £ nennt man wesentlich beschrankt.

Wir werden nun zeigen, dass || - || z» fiir 1 < p < oo Halbnormen (also bis auf Definitheit Normen)
auf £P sind und fithren dann die Banachrdume (LP(X, u), | - ||z») ein. Die Homogenitét | Af]||Lr =
M| f]|z» ist offensichtlich, die Dreiecksungleichung

1f +gllze < I fllze + llgllze
nicht. Sie folgt aus der folgenden, auch fiir sich genommen sehr wichtigen Ungleichung.

2.3 Satz. Holder-Ungleichung
Seien f,g: X — [0, 00] messbar und 1 < p,q < oo mit

1 1
-—+-=1 (p und ¢ sind “konjugiert”)
p q

wobei é := 0. Dann gilt
gl < [Ifllze - llgllze -
Insbesondere gilt also auch fiir f,g: X — C, dass ||fgllz1 < || fllze - llgllLa-

Beweis. Fiir p=1und ¢ = co sei 0 < X\ < oo so, dass u({g(x) > A} = 0. Somit ist 0 < fg < Af
fast iiberall. Also gilt

1 fgllz = / gl du < / A = Al f e

Bilden wir das Infimum {iiber solche A, so ergibt sich || fg||r1 < ||lgllze || fllz:-

Seien nun 1 < ¢,p < oco. Ist || f||lzr = 0, so gilt f = 0 f.ii., also auch fg = 0 f.ii. und somit
I fgllzr = 0. Ist || fllze > 0 und ||g||ze = oo, so gilt || f||ze |lgllze = co. In beiden Féllen folgt die
Aussage.

19
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Daher kénnen wir 0 < || f||ze, |lg|lze < oo annehmen. Da die Aussage homogen in f - ¢ ist geniigt
es, den Fall

[flle = llgllee =1

zu betrachten. Um das Produkt f - g abzuschétzen, verwenden wir die folgende elementare Un-
gleichung.

2.4 Lemma. Youngsche Ungleichung

Seien 0 < a,b < oo und 1 < p,q < oo konjugiert. Dann gilt

Beweis. Fiir 0 < a,b < oo und ¢t := pln(a), s = ¢qln(b) liefert die Konvexitit der Exponential-
funktion

s t s P q
ab—eiti<C @ T
p q p q
Fiir a € {0,00} oder b € {0,000} gilt diese Ungleichung offensichtlich auch. O
Also ist ) )
ol = [ fodn< [raues [oran=1=1lulglus.
— —_—
—1 =1
Fiir die letzte Aussage betrachte man einfach |f| und |g|. O

2.5 Satz. Minkowski-Ungleichung (= Dreiecksungleichung fiir die LP-Normen)

Seien f,g: X — [0, 00] messbar und 1 < p < co. Dann gilt

1f +glle < [ fllze + llglle -

Beweis. Fiir p =1 und p = oo ist die Aussage offenbar.
Fir 1 <p<ooist
(f+ 9 =F(f+9)"  +g(f+9)7 !

und mit der Holder-Ungleichung (Satz 2.3) und ¢ = ]% folgt

/fU+ﬂV*du<WNmHU+@V*mﬂ=WﬂmHU+gWE3
1
(f(f+g)o=D-0))7

Also ist
If+ gl < (1f e + lgllze) 1f +glhnt . (%)

Wir erhalten nun die Aussage, indem wir in (x) durch ||f + g||%," dividieren. Dies geht aber nur,
falls 0 < || f+gllzr < 00. Da die Aussage fiir || f +g||z» = 0 sowieso gilt, kénnen wir || f+g|/zr # 0
und ebenso ||f||zr + ||g]lLr < oo annehmen. Die Konvexitéit von ¢ +— ¢ fiir ¢ > 0 liefert

<f+g

LS| 1
< gl p

2

also
If+9lh, <227 (A1 + llglls) < oo
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Also ist || - ||z» : £LP — [0,00) eine Halbnorm, denn || - ||z» ist offensichtlich homogen und erfiillt
mit Satz 2.5 die Dreiecksungleichung. Was fehlt zur Norm? Die Definitheit:

I =gl =0 = /\f—glpdu=0 = |f-gP=0 pti.
(%)

Um einen normierten Raum zu bekommen, miissen wir (%) zur Definition von ,,Gleichheit“ erhe-
ben, also Funktionen die fast iiberall iibereinstimmen miteinander identifizieren.

2.6 Definition. Die LP-Riume

Fiir ein Maf3 p auf X und 1 < p < oo definieren wir den Quotientenraum

LP(u) = LP(p) /) ~

beziiglich der Aquivalenzrelation
f~g &= f=g pti

Die Elemente von LP(y) sind also Aquivalenzklassen [f] von Funktionen. Wir schreiben trotzdem
weiterhin f € LP(u) und identifizieren f € £P(u) mit seiner Aquivalenzklasse. Das geht aber nur
so lange gut, wie wir f ,=“ [f] € LP integrieren. Die punktweise Auswertung von , Funktionen*
f € LP ist nicht mehr definiert !

2.7 Satz. Satz von Riesz und Fischer

Sei (X, A, ) ein Mafiraum und 1 < p < oo. Dann ist (LP(u), || - ||z») ein Banachraum, d.h. ein
vollstdndiger normierter Vektorraum.

Beweis. Es ist || - ||» auf LP(u) wohldefiniert, da offensichtlich || f||z» = ||g||zr falls f ~ g und es
ist [|fller =0 & f=0fi. < [f] =][0] € LP. Also ist (LP(u), | - ||z») mit dem Zuvorgesagten
ein normierter Raum. Um die Vollstindigkeit von LP(u) zu zeigen, verwenden wir den folgenden
auflerst wichtigen Konvergenzsatz.

2.8 Satz. Satz von der dominierten Konvergenz von Lebesgue

Seien f, : X — C messbar, n € N, f := lim,_, f, existiere u-fast iiberall und fiir ein g €
LP(p),1 < p < oo, gelte
|fnl < g p-fast iiberall Vn e N.

Dann gilt f,,, f € LP(u) und
lim [|f — fallr =0,
n—o0

also fp, — fin LP(u).

Beweis. Es gilt auch |f| < g p-f.i. und somit

/\fn]pd,u,g/gpd,u,<oo und /]f\pdugfgpd,u<oo,

also insbesondere f,, f € LP(u).
Wegen 2g > |f, — f] gilt 2P¢gP — |f,, — f|P > 0 und wir kénnen das Lemma von Fatou anwenden:

/2pgpdu — /hminf(gpr— |fn— fIP)du
n—oo
linginf/(2pgp —|fo = fIP)du

— 2@ dp—tmsw [ I, 74
n—oo

IN
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da alle Integrale endlich sind. Also ist

nmwm.m%mM%ﬁnfmﬂz

n—oo

und der Satz ist bewiesen. O

Fortsetzung des Beweises von Satz 2.7
Wir zeigen nun die Vollsténdigkeit von LP(u). Sei (fn)nen eine Cauchyfolge in LP(u). Wir miissen
zeigen, dass die Folge in LP(u) konvergiert, also dass es ein f € LP(u) gibt mit

lim £, — fllz» = 0.
n—o0

Zunéchst bemerken wir, dass die Konvergenz einer Teilfolge einer Cauchyfolge die Konvergenz
der ganzen Folge nach sich zieht. Man wéhle also eine Teilfolge, welche wieder mit ( f,,) bezeichnet
wird und welche ||fp, — fot1l|lzr < 277 erfiillt. Wir betrachten den Fall 1 < p < oo und lassen
p = oo als Ubungsaufgabe. Zunéchst zeigen wir, dass f,, u-f.ii. gegen eine Funktion f konvergiert.
Dazu setze

n—1
o =Y | fx = feral -
k=1

Es ist
Mlnkowskl

[P Z I fx = ferallr <1

k=1

und der Satz der monotonen Konvergenz liefert

lim /]hn|pd,u:/ lim |h,|P du ::/\hm\pdugl.
n—oo n—oo

Also ist hoo € LP(11) welches nur auf einer p-Nullmenge unendlich sein kann. Somit haben wir f.ii.

punktweise Konvergenz von
n—1

fo =T+ (fer1 = fr)

k=1

gegen eine messbare Funktion f. Nun ist wieder (wie im Beweis von Satz 2.5)

[fal? < 22711+ [Baf?) < 22711 IP + [hoolP)

=:[g|PeL!

mit g € LP. Der Satz der dominierten Konvergenz liefert den Rest:

feLP und T}LH;O|]fn—f||Lp=O.

O
Der Raum L?(u) spielt eine besondere Rolle, da er ein Hilbertraum ist.
2.9 Definition. Hilbertraum
Ein vollstindiger normierter Raum #, dessen Norm || - || durch ein Skalarprodukt (-,-) gegeben

ist durch
|zl| = V/{z,2) Ve eH,

hei3t Hilbertraum .
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2.10 Erinnerung. Skalarprodukt

Ein Skalarprodukt (oder inneres Produkt) in einem komplexen Vektorraum 7 (welcher dann
Pré-Hilbertraum heiflt), ist eine positiv definite symmetrische Sesquiliearform auf #, d.h. eine
Abbildung

()Y HXxH—=C
mit den folgenden Eigenschaften.
Fiir alle z,y,z € H und « € C gilt
(i) (z,z) >0und (z,2) =0 <z =0
(@) (@y+2) = (2.0) + (r.2)
iii) (z,oy) = afz,y)
) (z,y) = (y,2)

2.11 Satz. Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Dann definiert
() L) x L2 () — C
(f9) = (F.a)i= [ Fodu
ein Skalarprodukt und macht L?(u) zu einem Hilbertraum.

Beweis. Zunéchst zeigt die Holderungleichung mit p = ¢ = 2, dass (-, -) wohldefiniert ist,

[ 178l di <l lglzs < oe.

Eigenschaft (i) gilt, da || - |[z2 = /(-,+) eine Norm ist und (ii) - (iv) folgen sofort aus den
Figenschaften des Lebesgue-Integrals. Die Vollsténdigkeit ist Inhalt von Satz 2.7. O

Exkurs Hilbertriume

Um in Hilbertriumen und insbesondere in L?(R") wie in R™ oder C rechnen zu kinnen, fehlt zur
Vollstindigkeit und zum Skalarprodukt noch der Begriff der Orthonormalbasis:

2.12 Definition. Orthonormalfolge und Orthonormalbasis

Sei H ein Hilbertraum.
(a) Eine Folge (f;) in ‘H heit Orthonormalfolge (ONF), falls

(fjs fx) =6k Vj,keN,

(b) Eine ONF (f;) heifit Orthonormalbasis (ONB), falls fiir alle g € H gilt

9=> (159
j=1

wobei die Reihe in ‘H konvergiert, d.h.

iy 30509 -

n—oo
‘77

2.13 Bemerkung. Endlichdimensionale Hilbertrdume sind einfach die Skalarproduktrdume der
linearen Algebra und besitzen natiirlich endliche ONBen im Sinne der Algebra. Unendlichdimen-
sionale Rdume besitzen im Allgemeinen keine abzéhlbaren algebraischen Basen, sondern Basen
im Sinne von Definition 2.12, aber nur, wenn sie separabel sind.
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2 Die LP-Raume

2.14 Definition. Separabilitit

Ein Hilbertraum (allgemeiner ein toplogischer Raum) heifit separabel, falls er eine abzéhlbare
dichte Teilmenge besitzt.

2.15 Satz. Ein Hilbertraum hat genau dann eine abzéhlbare ONB, wenn er separabel ist.

Beweis. ,=*“: Sei (f;) eine ONB in H dann liegt die abzéhlbare Menge
N
Zajfj’NeN,aj e Q+iQ
j=1

dicht in H.

,=“: Sei (f) jen dicht in H. Diinne ( fj) zu einer linear unabhingigen Folge (f;) aus, so dass
span{ f;} = span{f;}. Danach wende das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren an.
O

2.16 Proposition. Eine ONF (f;) ist genau dann eine ONB, falls
(fj»9)=0 VjeN = g=0.
In Worten: Eine ONF (f;) ist Basis, falls nur der Nullvektor auf allen f; senkrecht steht.

Beweis. ,=": Sei (f;) eine ONB, dann ist g = 3°7%,
lich.

»,<%“: Sei also g € H, dann gilt mit der Besselschen Ungleichung fiir beliebiges n € N (Satz 6.6
aus Mathe fiir Physiker II)

(fj,9)f; und die Implikation gilt offensicht-

Z\ (i )P < lgll? < oo.

Also ist

gn = Z<fj7g>fj

j=1
eine Cauchyfolge, welche aufgrund der Vollstandigkeit von H konvergiert, sagen wir gegen g € H.
Allerdings gilt fiir alle j € N

(fjrg=39) = (f3; im (g9 —ga)) = lim (fj,g —gn) = lim <ijg - Z<fk,g>fk>

k=1
= f]7 - hmekv f]afk _O
5gk

wobei die Stetigkeit des Skalarproduktes verwendet wurde. Nach Voraussetzung ist dann g—g = 0
alsog=g. O

2.17 Bemerkung. Stetigkeit des Skalarprodukts
Die Stetigkeit des Skalarprodukts folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(Fal < A1 lgll-

Denn sei lim,,_ g, = ¢, dann ist

| U e e
i [(£,9) — (f.9a)] = lim (.9~ gu}| < lim [|F]| - g~ gull =0
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2.18 Bemerkung. Parsevalsche Gleichung

Fiir Orthonormalbasen (f;) wird aus der Besselschen Ungleichung die Parsevalsche Gleichung:

lgll* = > 1(F5. 9)17
j=1

Beweis.
lgll* = < Fir9)fis > (frs 9) > Fis ) frs 9) (£ Fr) (f5,9)
; J J ; k ;; J k HJ(S/k_k/ ; J

O

Die Analogie zur Basisdarstellung von Vektoren mittels R™ bzw. C™ ist jetzt vollig offensichtlich:
Anstatt eines n-Tupels von Komponenten erhilt man in oo-dimensionalen separablen Hilber-
traumen eine Folge von Komponenten. Wegen Parseval ist diese Folge quadratsummierbar und
man fiithrt fiir diese Folgen eine spezielle Bezeichnung ein.

2.19 Definition. Der Raum ¢?> der quadratsummierbaren Folgen

Der Raum der quadratsummierbaren Folgen ist
[ee]
2= (Cj)jGN ‘ cj € C, Z |Cj‘2 < 00
j=1
Mit dem Skalarprodukt

d) = Z?jd]
j=1

ist ¢2 ein separabler Hilbertraum.

Beweis. Es ist £2 = L*(N,v) mit dem ZihlmaB v. Also ist ¢? ein Hilbertraum. Die Folge e; =
(0,...,0,1,0,...) mit der 1 an der j-ten Stelle ist offensichtlich eine ONB. O

2.20 Bemerkung. Jeder oo-dimensionale separable Hilbertraum ist also isomorph zu ¢2, d.h. es
gibt eine lineare Isometrie (= unitére Abbildung)

U:H— 2.
Fiir eine ONB (f;) ist beispielsweise
= (Ug); = (f9)

eine solche Isometrie, da

[e.e]
P 1
1Ugllz =Y [KFi )P =" gl -

j=1
Ein zunéchst erstaunliches Faktum ist, dass LP(R™, A) fiir 1 < p < oo separabel ist.

2.21 Satz. Sei 1 < p < oo, dann ist LP(R™, \) separabel.

Beweis. Siehe z.B. Korollar 1.2.15 in Werner, Funktionalanalysis, Springer. OJ
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2 Die LP-Raume

2.22 Definition. Orthogonales Komplement

Sei M C H Teilmenge eines Hilbertraumes #. Dann ist das orthogonale Komplement M"
von M in ‘H gegeben durch

Mt i={geH|(f.9y=0 VfeM}
Es folgt sofort aus der Stetigkeit des Skalarproduktes, dass M= ein abgeschlossener Unterraum
ist.
Der folgende Projektionssatz liefert die Grundlage fiir zahlreiche Anwendungen von Hilbertriu-
men.

2.23 Satz. Projektionssatz

Sei M C H ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraumes H. Dann ist
H=MaM",
d.h., jeder Vektor f € H lésst sich in eindeutiger Weise schreiben als
f=g+g- mit geM und g¢g+e M.
Ist H separabel und sind (f;) und ( f]l) ONBen von M bzw. von M=, so gilt

F=Y 000 + YU H1
j=1 j=1

~——
eEM emM-L

Beweis. Wir zeigen nur den separablen Fall (sieche z.B. Theorem V.3.4 in Werner, Funktionalana-
lysis, Springer, fiir den allgemeinen Fall.) Dann sind M und M- selbst separable Hilbertriume
und es existieren ONBen (f;) und (fi-) von M bzw. ML. Wir zeigen zunichst, dass (f;) U (fi)
eine ONB von H ist und verwenden Proposition 2.16: Sei f € H und

(i f)=0=fi.f) VikeN.

Dann ist (g,, f) = 0 fiir alle g € M, da (f;) ONB von M ist, also f € M~*. Da (f;-) ONB von
M ist, muss f = 0 gelten. Also ist (f;) U (f,j) ONB von H und es gilt

F=X N+ D U O
j=1 k=1

~——
eM ceM-L

Diese Zerlegung ist eindeutig, denn sei f = § + §- mit § € M und g+ € M=+, dann ist

O=f-f=9-g+9 -9 = ¢g-g=g -9 =9-§=§ —g§ =0
N—— N e’
eM eMt
da M N M+ = {0}. O

2.24 Bemerkung. Orthogonale Projektion

Man kann also auf abgeschlossene Unterrdume M von Hilbertrdumen H orthogonal projizieren:
Pu:H—H, f=g+g = Puf=g.
P ist eine stetige lineare Abbildung mit
P = Py (Projektion)

und
(Pmf,h) = (f, Pmh) (symmetrisch = orthogonal) .

Ende Exkurs
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3 ProduktmalBe und der Satz von Fubini

Anschaulich ist klar, dass z.B. das Lebesguema8 \? auf R? sich in geeigneter Weise als ein Produkt
A @ A des LebesguemaBes A\' auf R schreiben 1i8t, denn Fliche = Linge x Linge. Wir befassen
uns in diesem Kapitel mit der folgenden Frage: Seien (X7,.41, p1) und (Xa, Ag, o) MaBraume.
Kann man in natiirlicher Weise X x X2 zu einem Mafiraum (X; x Xo, 41 ® Aa, p1 ® pa) machen?

3.1 Definition. Produkt-o-Algebra

Seien (X71,.A1) und (X3, As) Messrdume. Dann bezeichnet A; ® Ay die von den Mengen der Form
Ay X Ay C X1 X Xo, mit Ay € Ay und Ay € Ay, erzeugte o-Algebra.

3.2 Bemerkung. Sei B" C P(R") die Borel-o-Algebra auf R". Dann ist B" = B! @ --- @ B!
(n-mal).

Beweise werden wir in diesem Kapitel aus Zeitgriinden oft weglassen oder nur skizzieren. Alle
Beweise sind aber mit den bisher bereitgestellten Mitteln zu fiihren und kénnen beispielsweise in
Bauer, Maf$- und Integrationstheorie, nachgelesen werden.

Wir kénnen nun unsere Ausgangsfrage prizisieren: Kann man auf A; ® Ay auch ein Mafl p =
11 ® po definieren, welches fiir A; € A; und Ay € Ao

1 ® po (A1 x Az) = p1(Ar) pa(Az2)
erfullt?

3.3 Bemerkung. Eindeutigkeit des Produktmafles

Sind (X7, Ay, u1) und (Xo, Az, u2) o-endliche Mafirdume, so gibt es hochstens ein Mafl auf A; ® .49
so, dass fiir alle A; € A; und Ay € Ay gilt

p(Ar x Ag) = p1(Ar) pa(As) .

Beweis. Die Familie £ := {A; x Az | A1 € Ay, Ay € As} ist ein durchschnittstabiler Erzeuger der
Produkt-o-Algebra A; ® As. Der Eindeutigkeitssatz 1.23 liefert dann die Aussage. O

3.4 Lemma. Messbarkeit von Schnitten
Seien (X1,.41) und (X2, A2) Messrdume und A € A} ® As. Fiir jedes 1 € X7 ist dann

Axl = {Jjg € Xy ‘ (a;l,a:g) c A} S AQ
und fiir jedes xo € Xo ist

Ay, i=A{x1 € X1 |(21,22) € A} € Ay
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3 Produktmafe und der Satz von Fubini

Beweis. Fiir z1 € X setze G, := {B C X1 X Xo| By, € As}. Dann ist G,, eine o-Algebra,
welche Mengen der Form A; x A mit Ay € A; und Ay € As enthilt, da

(A1 % A2)x1 _ { /é)g falls xr1 € A1

sonst.
Also gilt A1 ® Ay C G. O

3.5 Lemma. Seien (X1,.41, p1) und (Xa, Ag, u2) o-endliche Mafirdume und A € A; ® A, .
Dann sind die Funktionen
Ty — ,u2(Ax1) ) T2 — :U’l(AZ’Q)

A;-B-messbar bzw. Ay-B-messbar.

Beweis. (Skizze). Zeige, dass M := {A € A1 @ Ay | z1 > p2(Az,) ist messbar} eine o-Algebra ist
und dass A; x A5 € M fiir A1 € A; und Ay € As,. O

3.6 Satz. Existenz und Eindeutigkeit des Produktmafles

Seien (X7, Ay, p1) und (X2, Ag, u2) o-endliche Mafirdume. Dann existiert auf der Produktalgebra
A1 ® As genau ein Maf i, so dass fiir alle As € A; und Ay € A gilt:

n(Ar x Ag) = p(Ar) p(Az) .

Dieses Maf i heifit Produktmafl und wird mit u = p1 ® ps bezeichnet. Es erfiillt

@ nad) = [ s = [ () dus.
X1 X2
Beweis. Die Eindeutigkeit ist Bemerkung 3.3. Zur Existenz: Fiir A € A; ® As setze
p(A)i= [ () din
X1
Fir A; € Ay, Ay € As gilt dann
p(Ar x Az) = / p2(Az2) x4, dpn = p2(A2) - pa(As).

X1

Es bleibt zu zeigen, dass p ein Maf ist: u(0)) = 0 ist klar. Seien A,, € A; ® Ay, n € N, paarweise
disjunkt und A := U9 ; A,,. Dann ist

NQ(ASM) = MQ(Uil.ozlAn,xl) = Z NQ(An,am) s

da po ein Maf ist und auch die Schnitte A, ;, € A fiir jedes feste z1 € X; paarweise disjunkt
sind. Also folgt
A) = )d | )d
( ) /X1nzlu2 n:v1 1 = / NgnOOZNQ nx1 M1

KIS o) IWEURRERED S

Hier haben wir verwendet, dass gy (z1) := Zgzl p2(Ap 2, ) eine monoton wachsende Folge messba-
rer Funktionen ist. Somit folgt die Gleichheit (x) aus dem Satz der monotonen Konvergenz. [J

—
*
~
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3.7 Korollar. Cavalieris Prinzip

Seien p,q > 1 und A" bezeichne das Lebesgue-Borel-Mafl auf R”. Fiir jede Borel-messbare Menge
A CRP xR?ist dann A, = {y € R?|(z,y) € A} bzw. A, = {z € RP|(z,y) € A} Borel-messbar
fiir alle z € RP bzw. y € RY. Es gilt

p+q — q Y- p q
A (A)_/Rp)\ (Ag)dA _/Rq)\ (Ay)dX.

3.8 Bemerkung. Die Aussage gilt entsprechend fiir das Lebesgue-Mafl auf R, wobei A, und
A, nur noch fast iiberall messbar sind.

3.9 Beispiel. Das Volumen der Einheitskugel im R"
Sei B' = {x € R"||z| < r}, dann gilt

k

(B7) o fiir n = 2k
2k+1 ﬂ_k .. .
T3 (2ktD) firn=2k+1

Insbesondere ist Vi =2, Vo =, V3 = 4?” und Vj = %2

Beweis. Induktion nach n: Fiir n = 1 gilt V4 = M ([~1,1]) = 2. Der Schritt von n nach n + 1
folgt mit Cavalieris Prinzip,

1

ATFL(BrHly = /{_171] A (B@lj) d/\l(t):/ (\/1—t2>nVnd)\1(t)

-1

z n_.n=2...3. T falls n ungerade
= 2Vn/2 (sinw)" ™ du = 2V4, n Va2 2 °
) i w=i5 falls n gerade

wobei wir im vorletzten Schritt ¢ = cosu substituiert haben und der Wert fiir das Integral aus

T s
P n 2
/ sin”tt oy du = / sin” !y du
0 n -+ 1 0

folgt. Die letzte Formel ist schliellich einfache partielle Integration. O

Nun kommen wir zur Integration beliebiger Funktionen f : X7 x Xy — R bzgl. eines Produktma-
Bes. Dazu seien

fo:X2—>R, x9 — f(z1,22) und fIQ:Xl—HR, x1 = f(z1,22).

3.10 Satz. von Tonelli

Seien (X1, A1, p1) und (Xo, A, p2) o-endliche Mafirdume. Sei f : X1 x Xo — [0, 00] eine A; ® Asg-
messbare Funktion. Dann sind auch die Funktionen f;, : Xo — [0,00] und fs, : X1 — [0, ]
sowie

T »—>/fml dps und $2&—>/fx2 dpy

messbar und es gilt

/)(1XX2fd(M®M2):/Xl (/Xzfmdl@) dMZ/X2 (/lexQd,ul> dpg

Beweis. (Skizze). Fiir einfache Funktionen folgt das Resultat direkt aus der in Satz 3.6 gezeigten
Figenschaft des Produktmafles. Allgemeine nichtnegative Funktionen kann man wieder durch
einfache Funktionen approximieren, wobei einem der Satz von der monotonen Konvergenz die
Vertauschung von Limes und Integral erlaubt. O
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3 Produktmafe und der Satz von Fubini

3.11 Satz. von Fubini
Seien (X1,.41, p1) und (Xo, A, u2) o-endliche Mafirdume und sei f : X7 x X9 — C messbar.

(a) Falls
(] )<=

oder (mit Satz 3.10 dquivalent)

/X2 (/Xl |f’x2dﬂl> dpg < 00

dann ist f € L} (X7 x Xo, 1 @ u2).
(b) Falls f € L' (X1 x Xo, 1 ® p2), dann sind die folgenden Funktionen integrierbar:

foi € LI(X2,,u2) fiir fast alle z1 € X1, fos € Ll(Xl,ul) fiir fast alle zo € X9,

foy dpo € LY Xy, 1) und fup dpn € LY Xa, p2) .
X2 Xl

Weiterhin gilt

/)(lxngd(m@m) :/Xl < . far dm) duy :/)(2( . fas dm) dps .

Beweis. (Skizze). Teil (a) folgt direkt aus Tonelli. Teil (b) folgt aus Tonelli fiir f* und f~. O

3.12 Merkregel. Die Integrationsreihenfolge in Mehrfach-Integralen bzgl. o-endlicher Mafle kann
vertauscht werden, wenn

(a) der Integrand festes Vorzeichen hat (Tonelli)
oder

(b) der Integrand integrabel bzgl. des ProduktmaSBes ist. Letzteres folgt insbesondere, wenn das
iterierte Integral [([|f]du1)dps iiber |f| in einer der moglichen Integrationsreihenfolgen
endlich ist.

3.13 Beispiel. Wir geben ein einfaches Beispiel, in dem die Vorausseztung des Satzes von Fubini
dass f € L' nicht erfiillt ist, und daher die Integrationsreihenfolge bei den iterierten Integralen
wichtig ist: Fiir f: R xR = R, f(z,y) = sin(z) - x|y,y+2n (7) ist

f(resfar ([ o),

x / f(z,y) dy = 27 sin(x)
R

aber

ist nicht integrierbar. Da

/R</R|f(x,y)d:v)dyz/R(/yyﬂw\sin(xﬂdx)dyzoo,

ist f nicht integrierbar und der Satz von Fubini greift nicht.
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4 Die Transformationsformel

Wir betrachten im Folgenden auch Funktionen, die auf Gebieten D C R"™ definiert sind. Dazu
einige simple Vorbemerkungen:

4.1 Definition. Ist (X, A, u) ein Mafiraum und Y € A, so schreibt man fiir eine messbare
Funktion f: X — [0, 0] bzw. integrierbares f: X — C

/deM::/Xfodm

wobei xy wie immer die charakteristische Funktion auf Y bezeichne.

4.2 Bemerkung. Ist (Y, Ay, uy) die Restriktion von (X, A, ) auf Y € A, so gilt fiir die triviale
Fortsetzung f : X — C einer Funktion f: Y — C, also

o) = { f(x) falls zeY

0 sonst

/fduyz/fduz/yfdu.

Wir wenden uns nun der folgenden Frage zu:

dass f messbar ist und

Sei D C R™ ein Gebiet und f : D — C eine  ¥2 ~ o T2
integrierbare Funktion. Sei 9= f
®:G—-D, y—oy ==z ®
G ~~

ein ,,Koordinatenwechsel“, d.h. ein Diffeo-
morphismus von einem Gebiet G C R"™ nach

D. Wie ,transformiert” sich dann das ,z- Y1
Integral“

/ f(x)dx in ein ,,y-Integral“ fiir f o ®(y) iiber G?
D

4.3 Satz. Transformationsformel

Seien D, G C R™ Gebiete und ® : G — D,y — ®(y) = z ein C'-Diffeomorphismus. Sei f : D — C
messbar. Dann ist auch die Funktion

g:G — C
y = gy)=fo®(y) |det DO(y)|

messbar und es gilt: f ist genau dann integrierbar, wenn ¢ es ist und in diesem Fall gilt

/Df(x)dfcz/Gg(y)dy

Den Beweis werden wir im Laufe dieses Kapitels entwickeln.
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4 Die Transformationsformel

4.4 Bemerkung. (a) Man nennt die Funktion

Jo:G — (0,00)
y — Jo(y) =|det DP(y)|

die Funktional- oder Jacobideterminante von ®. Symbolisch merkt man sich die ,, Trans-
formationsformel“ fiir x = ®(y) durch

dx

de =, —
x”dy

dy “ = |det D®(y)| dy.

(b) Fiir n =1 ist die Transformationsformel einfach die Substitutionsregel.

4.5 Beispiel. Fliche des Einheitskreises in Polarkoordinaten

Sei D = A\ {(z1,0) : 1 > 0} und

12
A = {(z1,29) : 22 + 23 < 1}, sowie o T2
B:(0,1)x(0,27) — D . K}
(r, o) —  (rcosg,rsing). G — kj )
Es ist & ein Diffeomorphismus und fiir die

Jacobideterminante Jg gilt

cosp —rsine
sinp rcose

J@(y):‘det< >‘:r0082g0+rsin2gp:r.

Weil A\ D eine Nullmenge ist, gilt mit f =1

AD) = /_ dzy dzo —/ dzy dwg Tr—afo/ rdrdy
A D (0,1)x(0,27)

1 2
. 1 .1
Fubini / (/ dcp)rdr:27rr2‘ =T.
0 0 2 o

4.6 Korollar. Transfomationssatz fiir Mafle

Sei ® : G — D ein Diffeomorphismus und Jp : G — (0, 00) seine Jacobideterminante. Dann gilt
fiir jede messbare Menge B C G, dass

N@(B) = [ Jatw)ay.
Beweis. Mit f := xg(p) ist f o ® = xp und somit
)\(@(B))Z/ Xa(B) dﬂf:/XB J<I>d3/=/ Jo(y)dy .
D G B

O

Wir werden im Folgenden dieses Korollar nochmals direkt beweisen und dann den Transfomati-
onssatz 4.3 aus seinem Korollar folgern. Zunéchst aber noch etwas Begriffsbildung;:
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4.7 Definition. Bildmaf3

(a) Ist F': (X, A) — (Y,C) eine messbare Abbildung und p ein Maf auf X, so nennt man das
Mafl v : C — [0, o]
v(B) == u(F~(B))

das Bildmaf3 von p unter F und schreibt

v=Fiu.

(b) Ist (X,.A, p) ein Maraum und g : X — [0, 0] messbar, so nennt man das Maf i : A —
[0, co] mit

i) = [ odu
A
das Maf3 mit Dichte p bzgl. u und schreibt
fL= of-

4.8 Bemerkung. Fiir p = 1 ist i = p. Man stellt sich fi so vor, dass im Vergleich zu p nun jeder
Punkt z € X das ,,Gewicht“ p(z) > 0 bekommt.

Mit dieser Notation besagt die Transformationsformel fiir Mafle gerade, dass
O Ap = Jala,
also, dass das BildmaB von A\p unter ®~! gerade das MaB Ag mit Dichte Jgp ist, denn
@ A0)(B) = Ap(@(B)) = [ JadAc = (JsXc)(B).
fiir alle messbaren B C G.
4.9 Lemma. Satz 4.3 ist dquivalent zu seinem Korollar.

Beweis. Die Richtung ,,=“ ist bereits gezeigt. Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Trans-
formationsformel fiir Mafle (also fiir charakteristische Funktionen) die Trafo-Formel fiir messbare
bzw. integrierbare Funktionen impliziert.

(a) Trafo fiir einfache Funktionen:
Sei g = Z§:1 @jX4;, & > 0und A; C D messbar, dann ist

god = ZO&jXq)fl
j=1
und somit
/g(x)dx = Zozj Kor4ﬁz / )Jq>dy
D : J
= / Z%X<1> )Jcb dy— (QO‘I’)Jcbdy‘

(b) Trafo fiir positive messbare Funktionen f: D — [0, o0]:
Sei (fy) eine monoton wachsende Folge in 7 (D) mit (f,) * f. Dann gilt fir g, := (fn 0
®) - Jp, dass g, > 0und (g,) /g = fo®-Jp. Mit monotoner Konvergenz folgt also

n—oo n—oo

[ s@aa=tm [ fu@)ac® i [ guw)ay= [ av)ay.
D D G G
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4 Die Transformationsformel

(c) Trafo fiir integrierbare Funktionen f: D — R:
Mit f ist auch g := f o ® - Jp messbar und es gilt g = (f+ 0 ®) - Jp und g_ = (f- o ®)Js.
Also folgt mit Teil (b), dass mit f auch g integrierbar ist und

/Dfdarz/f+d:v—/fd:r=/g+dy—/gdy:/gdy-

O

Der schwierige Teil ist nun, die Transfomationsformel fiir Mafle zu zeigen. Dazu erinnern wir uns
an die lineare Algebra und zeigen zunéchst die Formel fiir lineare Abbildungen:

4.10 Lemma. Ist T : R® — R" linear, so gilt fiir jede Borel-Menge B C R”
MNTB) = |detT|-A\(B).

Beweis. Fir detT =0 ist T'(B) C T(R™) =: H in einer Hyperebene H C R" enthalten.
Um zu sehen, dass A(H) = 0 gilt, sei j € {1,---,n} so, dass e; € H . Dann ist

MH) = /Al(H@j)dA”I =0,
=0

wobel wir = (x1,...,2,) in ; € Rund &; = (x1,...,%j-1,%j4+1,...,%,) aufgespalten haben.
Da die Schnitte Hj;; jeweils nur aus einem Punkt bestehen, ist /\1(H@j) =0.

Sei nun detT" # 0. Dann ist das Bildma$ p(B) = A(T'B) offensichtlich o-endlich und es geniigt,
gemif Eindeutigkeitssatz, u auf dem N-stabilen Erzeuger der Rechtecke zu betrachten. Aufgrund

der Translationsinvarianz von A\ konnen wir uns auf Rechtecke der Form

R(ai,...,a,) ={z € R"|0 < zj < a;}

beschrinken. Wir miissen also u(R(a1,...,a,)) = A(TR(a1,...,a,) bestimmen. Das haben wir
aber bereits in der linearen Algebra (Satz 4.14 aus MaPhy 2) getan: Das von den Vektoren
U1, ..., U, aufgespannte Parallelotop hat das , Volumen*“ V (v1,...,4,) = | det(¢, ..., ¥,)|. Dieser

Volumenbegriff ist eindeutig durch die Forderungen nach
(a) Homogenitét in jeder Richtung: V(v1,...,a0;,...9,) = |a|V(U1,...,¥,) Va € R
(b) Cavalierisches Prinzip: V(v ,...,0; + avy,...,v,) = V(V1,...,U,) Yk # jund a € R
(¢c) Normierung: V(&,...,6,) =1
festgelegt. Da wir genau diese Eigenschaften auch vom Lebesguemafl \ gezeigt haben, muss auf-
grund der Eindeutigkeit

MTR(a,...,an)) = V(1T ,...,an T&,) = [ ] la;| det |T| = det |T|\(R)
j=1

gelten. O

Damit ist klar, dass fiir nichtlineare Diffeomorphismen ® die Determinante Jp = |det D®| der
Linearisierung D® die neue Dichte liefert. Um das auch zu beweisen, brauchen wir folgendes
Lemma.

4.11 Lemma. Sei K C R™ kompakt und U = (U;);cs eine offene Uberdeckung von K. Dann
existiert ein A > 0 mit der folgenden Eigenschaft: fiir jedes x € K gibt es ein ¢ € I, so dass
By(z) C U;. So ein A heifit dann eine Lebesgue-Zahl von K fur U.
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Beweis. Angenommen die Aussage gilt nicht. Dann gibt es zu jedem n € N ein z,, € K mit
Bi(z,) NUf # 0 fiir alle i € I. Da K kompakt ist, hat die so definierte Folge () einen
ngfungspunkt z in K. Da U das Kompaktum K iiberdeckt, gibt es ein j € I mit = € Uj;. Da
U; offen ist, gilt B.(z) C U; fiir ein € > 0. Nun sei n so, das = < £ und |z — z,| < 5, also
Be(zn) C U; im Widerspruch zu B%(zn) NUS#0D. O

4.12 Lemma. Sei G C R™ ein Gebiet und ¢ : G — (0,00) eine stetige Funktion. Sei p ein Maf
auf der Borel-o-Algebra B™. Dann sind &dquivalent:

(a) w ist das MaBl mit Dichte g bzgl. des Lebesgue-Borel-Mafles A.

(b) Zu jedem yg € G und jedem € > 0 gibt es eine offene Umgebung Uy C G von g, so dass fiir
alle offenen V' C Uy gilt:

[1(V) = e(yo)A(V) | <eA(V).

Beweis. (a) = (b): Sei yo € G und € > 0 gegeben. Da p stetig ist, gibt es eine Umgebung U
von yo mit |o(y) — o(yo)| < ¢ fiir alle y € Up. Fiir offenes V' C Uy gilt also:

(V) = e(yo) A(V)| =

V(Q(y) —o(yo)) dk‘ < /V lo(y) — o(yo)|dA < €/V dA =eA(V).

(b) = (a): Die abgeschlossenen Quader @ C G sind durchschnittsstabil und erzeugen die Borel-
o-Algebra auf G. Aufgrund des Eindeutigkeitsatzes reicht es daher zu zeigen, dass (o)\)(Q) = u(Q)
fiir alle abgeschlossenen Quader Q gilt. Sei nun Q C G ein Quader und € > 0. Zu jedem y € @ sei
Uy, C G mit der Eigenschaft (b) gewihlt und zusétzlich so, dass |o(x) — o(y)| < € fur alle x € U,,.
Nach Lemma 4.11 gibt es eine Zahl a > 0 so, dass jeder Quader mit Kantenldngen kleiner gleich
a ganz in einem U, enthalten ist. Uberdecke nun @ mit solchen (teilweise halboffenen) Quadern

Ql)"'?Qma B
Q=01 UQn.

Es sei Q; C Uy;. Nun rechne:

Q) — oA Q)] = (1(Qj) — oM @y))

NE TI_MS

{m IANQ| + lo(y)A(Q;) — / g(y)dyr}
Qj
{m )= oy;) <@;>\+/ \g(w)—g@)rdy}
Q

J

1%
DM I

AN
™

DA + ¢ Z AMQ;j) = 2eNQ).

j=1 j=1

Da ¢ > 0 beliebig war, ist 1(Q) = oA(Q) und somit p = pA.

n () haben wir 4(Q;) = pu(Q3) verwendet, was aus u(9Q;) = 0 folgt. Letzteres folgt aus (b) und
A(0Q;) = 0. O

4.13 Bemerkung. Absolutstetigkeit und der Satz von Radon-Nikodym
Falls fi = oy mit ¢ : X — [0, 00] messbar, so gilt

pA) =0 = 4= [ edu=o.
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4 Die Transformationsformel

Sind v und g Mafle auf (X,.A) und gilt
wA) =0 = vA)=0 VAe A,
so nennt man v absolutstetig bzgl. © und A und schreibt
VLAWY

Der Satz von Radon-Nikodym besagt nun, dass fiir o-endliche Mafle v und p gilt: Falls v <4 p,
dann existiert eine messbare, fast iiberall eindeutig bestimmte Dichte ¢ : X — [0, o0] so, dass

V(A):/Qd,u VAe A.
A

Diese Dichte g heifit dann Radon-Nikodym-Ableitung und man schreibt

dv

Q:@-

4.14 Lemma. Seien G, D C R" Gebiete und ® : G — D ein C'-Diffeomorphismus. Dann gilt:
Fiir jedes yp € G und € > 0 existiert eine offene Umgebung Uy C G von yg, so dass fiir jedes
offene V' C Uy

Ap(2(V)) — Ja(yo) Aa (V)| < eAg(V)

gilt.

4.15 Bemerkung. Zusammen mit Lemma 4.12 beweist Lemma 4.14 das Korollar 4.6 und somit
auch den Transformationssatz.

Beweis. (von Lemma 4.14). Sei yo € G, ¢ > 0 und T' = D®(yp). Angenommen, Lemma 4.14 wire
fiir den Fall T = E,, schon bewiesen. Fiir den Fall T # E,, setze man dann D = T~!(D) und

»:G—-D, d=T"'0d.

Dann ist D®(y,) = T~ D®(y,) = T~'T = E,,, und nach Annahme existiert fiir ® zu & := [dorT]
eine geeignete Umgebung Uy von yg. Es gilt also fiir jedes offene V' C Uy, dass
Ap(@(V)) = Ja(wo)Ac(V)] = Po(T(B(V)) = Jpo(30) e (V)]
Lemma4.10 =
= |det T|Ap(2(V)) — | det T - Jg(yo) Aa (V')
< |det T|EAG(V) = eAlg(V).

Wir haben hier

Jrop = |det D(T 0 ®)| = |det T D®)| = | det T| det D® = | det T|

verwendet.

Es bleibt also der Fall D®(yp) = 1 zu zeigen. Sei dazu £ > 0 so klein, dass (1 +&')" < 1+ ¢ ist.
Da y — D®(y) stetig ist, gibt es eine Umgebung U; C G von yp, so dass [|[D®(y)|| < 1+ & ist
fiir y € Uy. (Hier bezeichnet || - || die Operatornorm bzgl. der || - ||oo-Norm auf R™: Es gilt also
| D®(y)z]loo < (14 €')||2]|0o fiir alle z € R™ und y € Uy). Also gilt mit dem Mittelwertsatz auf
jedem Wiirfel W C Uy

12(21) = @(22)[loc = [DP(€) - (21 — 22)lloc < (1 +&')[[21 — 22]|00

fiir 21,20 € W und & € [21, 29] .
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Fiir jeden Wiirfel W C U; mit Kantenlédnge a > 0 ist also ®(W) in einem Wiirfel der Kantenldnge
(1 + £')a enthalten. Insbesondere gilt

Ap(®(W)) < (1 + El)n Ac(W) < (1+¢)Ag(W)

fiir jeden Wiirfel W in U;. Da jedes offene V' C U; abzéhlbare disjunkte Vereinigung von halbof-
fenen Wiirfeln ist, folgt
(x)  Ap(®(V)) < (1+¢)Ara(V)

fiir alle offenen V C Uj.

Die gleiche Argumentation wendet man auf ®~!: D — G in 29 = ®(yo) an und findet ein offenes
A C D mit xg € A, so dass fiir alle offenen B C A gilt:

Aa(®@71(B)) < (14 e)Ap(B).

Setzt man schlieBlich Uy := Uy N ®~1(A), so gilt fiir alle V' C Uy offen sowohl (*) als auch

AD(R(V)) 2 TA(V) 2 (1-a(V),
\21,4-/ +e
also insgesamt [Ap(®(V)) — Ag(V)| < erg(V). O

4.16 Bemerkung. Etwas Terminologie aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Die in den bisherigen Kapiteln vorgestellten Begriffe tauchen teilweise unter etwas anderen Namen
auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie auf. An dieser Stelle sollen einige von Thnen zumindest kurz
erwihnt werden.

Eine Mafiraum (X, A, 1) mit einem normierten Mafl pu(X) = 1 heifit Wahrscheinlichkeits-
raum und p ein Wahrscheinlichkeitsmaf3. Die Punkte in X heiflen Elementarereignisse,
die messbaren Teilmengen A € A heiflen Ereignisse. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis
A € A eintritt ist dann durch p(A) gegeben.

Sei (Y,C) ein weiterer Messraum. Eine messbare Abbildung F' : X — Y wird Zufallsvariable
genannt und das Bildmaf$ Fiu auf (Y, C) ihre Verteilung. Wegen F,u(Y) = u(F~1(Y)) = u(X) =
1 ist auch Fipu ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Sei beispielsweise X (1) = {1,2,3,4,5,6} der Raum der moglichen Ergebnisse beim Wiirfeln mit
einem Wiirfel. Ein fairer Wiirfel ist durch das WmaB p(!) = %I/ beschrieben, wobei v das Zahlmaf
bezeichne. Das zweimalige Wiirfeln mit einem solchen Wiirfel ist dann auf dem Wraum X®) =
XMW X mit 42 = 1Mo = %y beschrieben. Wieder hat jedes Elementarereignis (21, x2) €
X@ die gleiche Wahrscheinlichkeit, ndmlich 3—16. Eine in vielen Spielen relevante Zufallsvariable
ist die Summe der beiden Wiirfelergebnisse, also

S:X® 542,3,...,11,12},  (z1,22) — 21 + T2

Die Verteilung dieser Zufallsvariable ist das Wma S, u(?) auf {2,...,12} gegeben durch

/

falls y € {2, 12}
falls y € {3,11}
falls y € {4,10}
falls y € {5,9}
falls y € {6,8}
fallsy =7.

S*,U«(Q) (y) =

Sloslogl i

Als weiteres, physikalisch relevantes Beispiel sei X = [0, L]3N x R3N der klassische Phasenraum
eines Systems aus N Teilchen in einer Box mit Seitenldnge L > 0 und Hamiltonfunktion H :
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4 Die Transformationsformel

X — R. Dann ist die kanonische Verteilung p5 (oft auch kanonisches Ensemble) zur Temperatur
T = B~! das MaB mit der Dichte

1
_ EG_BH (g,p)

relativ zum Lebesguema A6V auf X, also pg = pA. Beispiele fiir physikalisch relevante Zufallsva-

p(q,p)

riablen wiren dann die Gesamtenergie H, der mittlere Impuls P : X — R3, (¢,p) % Z;V: 1Dj
oder bei identischen Teilchen auch der Impuls eines beliebigen Teilchens, z.B. des Ersten: P :
X — R3, (¢q,p) — p1. Fiir ein freies Gas mit Hamiltonfunktion H(q,p) = ﬁ Z;\Tzl Ip;|? ist die
Verteilung von P dann durch die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung gegeben,

2 2
Popis(A) = + / d*g / d’p / Epy ... dPpy e Fme P Dbl = ¢ / e dlp,
Z [O,L]3N A R3(N-1) A

wobei C' wieder die Normierung sicherstellt. Betrachtet man nun noch |P| : X — [0, 00), so ergibt
sich

2
| P|pis(A) :47rC/ e~ B dy.
A
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5 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

FEine regulir parametrisierte Kurve ist gegeben durch
eine stetig differenzierbare Abbildung

v : (a,b) > R"

mit 7/(t) # 0 fiir alle ¢ € (a,b). Ist C := v((a,b)) C R™ und
f : C — C stetig, so setzt man in Verallgemeinerung der
Transformationsformel fiir n =1

/f ds—/f )!dt . :

Langenelement

Y

Dieses Wegintegral ist unabhingig von der Parametrisierung: Sei 7 : (¢,d) — R”™ eine weitere
Parametrisierung von C, so ist ¢ =~y ' 07 : (¢,d) — (a,b) ein Diffeomorphismus und

d
/ FGW) 5 @) dt = / Fre(0) W (0(t)e ()] dt

Die Bogenldnge von C' ist gegeben durch

b
~ [l

Wir definieren im Folgenden analog reguléir parametrisierte Flichen S C R™ oder allgemeiner
regulédr parametrisierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten M C R”.

Da wir stetige Funktionen auf S bzw. M betrachten wollen, vorher ein paar topologische Vorbe-
merkungen:

5.1 Definition. Sei M C R"™ eine Teilmenge. Eine Teilmenge U C M heifit offen in M oder
relativ offen bzgl. M, wenn es eine offene Menge U C R" gibt, mit U = M NU.

5.2 Beispiel. o Wegen M = M NR" ist jede Teilmenge von R" offen in sich selbst.
e [0, 2) ist offen in [0, 1].

Die offenen Mengen in M C R™ bilden eine Topologie O(M ), die so genannte Relativtopologie.
Sie macht M zu einem topologischen Raum:

(i) O,M € O(M) (= sind offen in M)

(ii) U1,Us € O(M) = Uy NUz € O(M), da Uy = U N M und Uy = Uy N M impliziert, dass
UyNUy = (U NUy) N M € O(M), wobei Uy N Us offen in R ist.

(iti) (U;)jer offen in M = JU; = J(U; " M) = (JU;) " M € O(M).

5.3 Erinnerung. Eine Abbildung zwischen topologischen Raumen heifit stetig, falls Urbilder
offener Mengen offen sind. Sie heifit ein Hom6omorphismus, wenn sie stetig und bijektiv mit
stetiger Umkehrfunktion ist.
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5 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

5.4 Definition. Regulidr parametrisierte Untermannigfaltigkeit

Sei 1 < k < nund V C R¥ ein Gebiet (also offen und wegzusammenhingend). Eine regulir
parametrisierte Untermannigfaltigkeit der Dimension k& des R ist gegeben durch eine
stetig partiell differenzierbare Abbildung

w:V - R",

so dass gilt:
(a) Ist M = ¢(V), soist ¢ : V — M ein Homéomorphismus (insbesondere ist ¢ injektiv).
(b) Fiir alle t € V ist rang(Dep(t)) = k.

Fiir £ = 1 nennt man ¢ eine Kurve, fiir k£ = 2 eine Fldche und fiir k = n — 1 eine Hyperfliche.

5.5 Bemerkung. Die Bedingungen in Definition 5.4 haben die folgenden direkten Konsequenzen
bzw. Bedeutungen:

(a) p:V — R" stetig = M ist wegzusammenhéingend
(b) ¢ injektiv. = M hat keine Selbstiiberschneidungen

(c) o' : M — V stetig = keine Selbstberiihrungspunkte, da Bilder offener Mengen dann
relativ offen sein miissen

< : : ; % \h’QiCh‘c relativ offen
N~

(d) ¢ :V — R™ stetig partiell differenzierbar = M ist glatt, hat also keine Ecken und

Kanten
(e) rang(Dyp(t)) = k =  die partiellen
Ableitungen (g—;‘i, ce g—i sind linear un-

abhéngig in R™ und der von ihnen aufge-
spannte Tangentialraum hat Dimension k.

5.6 Beispiel. (a) Ebene: Seien u,v € R? linear unabhingig und E = span(u,v) C R3. Dann
ist 0 : R2 — E, (t1,t2) + t1u + tov eine regulir parametrisierte Fliche.

(b) Zylinder: Durch
Q : (O, 27T) xR — R3 , (tl,tg) — (COS(tl),Sin(tl),tz)

wird der Kreiszylinder Z = {(z1, 2, ¥3) | 23 + 23 = 1} ohne die Mantellinie {(1,0,z3) |73 €
R} reguldr parametrisiert: mit

0 0
a% = (—sin(t1),cos(t1),0)  und aTi =(0,0,1)
sind (g—tf , gTi) linear unabhéngig fiir alle ¢.
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(c) Sphére: Durch
@ :(0,m) x (0,27) — R3, (t1,t2) — (sin(t1) cos(t2),sin(t1)sin(ta), cos(t1))

wird die Sphére
5% = {(w1, 2, m3) | 2T + a5 + 23 = 1}

ohne den Nullmeridian regulér parametrisiert.

5.7 Bemerkung. Die ganze Sphire kann nicht homéomorphes Bild einer offenen Menge V' C R?
sein, denn sie ist kompakt als Teilmenge von R? und somit auch relativ-kompakt. Und Homéomor-
phismen bilden Kompakta auf Kompakta ab. Aber S? ist, wie wir sehen werden, trotzdem eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Bevor wir den allgemeineren Mannigfaltigkeitsbegriff einfithren, wollen wir uns zunéchst tiber-
legen, wie man auf regulédr parametrisierten Untermannigfaltigkeiten integriert. Was ist also die
richtige Verallgemeinerung des , Lidngenelements“ |4/(¢)|d¢ fiir hoherdimensionale Mannigfaltig-
keiten?

Beginnen wir mit linearen Flichen: Seien u,v € R? linear unabhingig und sei ¢ : R?2 — R3,

(t1,t2) = t1u + tov. Wie grofl ist dann der ,,Flicheninhalt“ des Parallelogramms ¢(W) C R3 fiir
W =1[0,1] x [0,1] € R? ?

xs3
At2 1
U NN
1 ¥ Tl
P N ’
o(W)
W AN
/ S T2
1 :tl 1 u

Die ganz naive Antwort Vola(o(W)) = , det(u,v)“ funktioniert nicht, da (u v) € Mat(3 x 2)
nicht quadratisch ist. Wir miissen (W) wieder in die Ebene zuriickholen: Sei S : R3 — R3
eine orthogonale Transformation so, dass fiir £ = span(u,v) gilt S(E) = {z3 = 0}. Sei weiter
7R3 = R? (21,79, 23) — (71, 272) und setze A : R? - R? A =m0 Sop. Nun ist

Vol (p(W)) = Vola(A(W)) = N2 (AW) = |det A| \*(W) = Videt ATA = \/det((Dcp)TDgo) :

da
ATA = (D) STrT1SDy = (D) STSDyp = (D) Dy .

Wir haben verwendet, dass 7! 7 = E3 auf dem Bild von S o ¢ und STS = E3. Mit

tr (u,u)y (u,v)
Do=| us wv9 ergibt sich Do)l - Dy = < ’ ’ ) .
o D) (v,0) (0,0}

Allgemein stellen wir also fest: Fiir ¢ : R® — R" transformiert sich das Volumenelement mit
J, = | det Dy|. Fiir ¢ : R — R™ verallgemeinert sich das zu .J, = /det(DpT D).

5.8 Definition. Mafitensor, Gramsche Determinante und Jakobische

Sei V' C R” ein Gebiet und ¢ : V' — R" eine reguliir parametrisierte Untermannigfaltigkeit. Fiir
jedes t € V nennt man
G(t) = (Dp(1))" - Dp(t) € Mat(k, R)
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5 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

den Maflitensor von ¢ in t. Es heifit
g(t) = det G(t)

die Gramsche Determinante von ¢ in ¢ und

die Jacobische von ¢ in t.
5.9 Bemerkung. G(t) ist offensichtlich symmetrisch und auch positiv definit, denn fiir = €
RF\ {0} ist
2, Gr)pr = (2, Do’ - Dox)pr = (Do, Dpx)gn > 0,
( rE = ( ¥ ex)pr = (Do PT)R
#0

da D¢y vollen Rang hat. Insbesondere wird durch (z,y)qu) = (z, G(t)y)gr ein Skalarprodukt auf
R” definiert.

5.10 Definition. Das Integral auf regulédr parametrisierten Untermannigfaltigkeiten

Sei V C R¥ ein Gebiet und ¢ : V. — M C R” eine reguliir parametrisierte Untermannigfaltigkeit.
Man nennt eine Funktion f: M — R messbar bzw. integrierbar, wenn h: V — R,

h(t) = (f o (1)) - Jo(t)

es ist. Im intergrierbaren Fall setzt man nun:

/Mde::/‘/fogo-J¢dt,

wobei dt die Integration beziiglich des k-dimensionalen Lebesguemafles bezeichne. Insbesondere
heiit eine Menge B C M C R™ messbar, wenn ¢~ !(B) C V messbar ist und ihr k-dimensionales
Volumen Vol (B) ist gegeben durch

Voly(B) = / JT(8)dt.
¢~ 1(B)

5.11 Bemerkung. Man kann zeigen, dass B C M genau dann messbar ist, wenn B bzgl. des
k-dimensionalen Hausdorff-Mafles auf R™ messbar ist, und dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so
dass

Vol (B) = ¢H*(B) fiir alle messbaren B C M

ist. Das zeigt schon, dass Volx(B) unabhéingig von der Parametrisierung ¢ sein muss.

5.12 Proposition. Unabhingigkeit des Integrals von der Parametrisierung, Teil 1

Sei M C R™ und seien V,V C R¥ Gebiete und ¢ : V. — M und @ : V — M reguliire Parametrisie-
rungen von M derart, dass der Parameterwechsel 7 : V — V, 7 = Lo ein C''-Diffeomorphismus
ist. Dann ist fiir f : M — C die Funktion h : V' — R, h = f o ¢ - J, genau dann messbar bzw.
integrierbar, wenn h = f o @ - Jz es ist und im integrierbaren Fall gilt

/Vh(t)dt:/vﬁ(f)df.

5.13 Bemerkung. Wir werden spéter zeigen, dass der Parameterwechsel zwischen reguldren Pa-
rametrisierungen immer ein C'*-Diffeomorphismus ist. Somit ist der Wert von [ u J ds unabhéngig
von der Parametrisierung.
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Beweis. (von Proposition 5.12) Mit g o7 = ¢ ist Dp = D@ o 7 - D7 und somit
(D))" Dy = (Dr)T (D@ oT)'(DpoT)Dr.
Nimmt man auf beiden Seiten die Determinante, so ergibt sich Jf, = J? le)g;or Also ist
/ htdt = / fogou]sodt:/(fo¢OT)JTJD¢OTdt:/(fogb‘Jsg)orJTdt
\%4 \%4 \%4

1%
TrafoZ—Satz / f °0p- J¢ df = / iz(f) dt.
7 v

5.14 Beispiel. Flicheninhalt der Einheitssphire
Es ist

@:(0,7) x (0,21) = R3,  (t1,t2) — (sin(t1) cos(ta),sin(ty) sin(t2), cos(t1))

eine reguldre Parametrisierung der Einheitssphére bis auf den Nullmeridian, da

cos(t1) cos(ta) — sin(t1) sin(t2)
O1p = | cos(t1)sin(t2) und Oy = sin(t1) cos(t2)
—sin(t) 0

linear unabhéngig sind. Die Komponenten des Mafitensors sind also
Gi1(t) = (010, 010)(t) =1, Gia(t) = G21(t) =0, Gag(t) = sin’(t1)
und das “Fléchenelement” ist
AS(t) := J(t) dt = sin(t1) dty dts .

Fiir die Oberfliiche der Einheitsspére S2ergibt sich also

2 ™
Voly(S?) = / ds = / ( / sin(tl)dt1> dty = 4.
52 0 0

Wir wollen nun unseren Mannigfaltigkeitsbegriff erweitern: Mit einer einzigen Parametrisierung
erreicht man nicht immer die gesamte Fliche M C R3. Beispiele sind die Sphére und der Torus,
die als relativ kompakte Mengen nicht homdomorphes Bild offener Teilmengen des R? sein kénnen.
Deshalb fordert man von einer Mannigfaltigkeit nur, dass sie sich lokal regulér parametrisieren
l&sst, nicht notwendigerweise global.

5.15 Definition. Untermannigfaltigkeiten des R"

Sei 1 < k < n — 1. Eine Teilmenge M C R"™ heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
wenn es zu jedem Punkt p € M eine relativ-offene Umgebung U C M von p, eine offene Menge
V C RF sowie eine regulidre Parametrisierung ¢ : V. — U € M C R gibt. Ein solches ¢ heifit
lokales Koordinatensystem oder Karte auf M.

Der Satz iiber implizite Funktionen erlaubt eine dquivalente Charakterisierung von Mannigfaltig-
keiten als Nullstellengebilde.

5.16 Satz. Untermannigfaltigkeiten als Nullstellenmengen

Fine Teilmenge M C R"™ ist genau dann eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es zu
jedem p € M eine offene Umgebung U C R™ von p und ein stetig differenzierbares F : U — R**
gibt, so dass gilt:
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5 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

(a) rang(DF)(p) =n — k, d.h. (VFi(p),...,VE,_r(p)) ist linear unabhéngig.
(b) MNU ={z e U|F(z)=0}.

5.17 Beispiel. Die Einheitssphéire S™

Die n-dimensionale Einheitsspdhre

S" = {z e R |l2]* = 1}
ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"*!. Es ist niimlich S™ = F~1(0) fiir
F:R"™ SR, Fz)=ai+...22,, -1
und gradF'(z) = 2z # 0 fir alle x € S™.

5.18 Erinnerung. Der Satz iiber implizite Funktionen

Sei G C R* = R x RZ‘k ein Gebiet F' : G — R"* stetig differenzierbar. Sei p = (ps,py) € G
mit F(p) =0 und

(2N . 0F1
aF 8y ayn—k
67(2)) = : f (p)
Y OF, .. OF,
Oy OYn—k

sei invertierbar. Dann existieren offene Umgebungen U, C R¥ von p, und U, C R™* von Py mit
U, x Uy C G und eine C'-Funktion ¢ : U, — Uy, so, dass fiir alle (z,y) € U, x U, gilt

Flr,y) =0 < y=g(x).

Beweis. (von Satz 5.16) ,<“: Sei p € M und F : U — R" % mit rang(DF)(p) = n — k und
MNU = {F(z) =0}. Mit z = (z,y) € R¥ x R" ¥ sci 0.B.d.A.
OF OF;
87(1)) = O
Y Yi /1<ij<n—k

von vollem Rang, also invertierbar. Der Satz iiber implizite Funktionen liefert also die Existenz
von Umgebungen U,, Uy mit p € U, x Uy, C U und g : U, — U, mit

(x,y) e MN Uy, xUy) & y=g(x).

Setze nun V = U, und ¢ : V. — R", t — (¢,¢(t)). Dann ist ¢ offenbar injektiv und rangDy =
n — k. Weiterhin ist ¢ ein Homoomorphismus auf sein Bild U := ¢(V'), denn die Einschrénkung
7|y : U — V der Projektion 7 : R — R¥, (z,y) — z ist die stetige Inverse von ¢. Also ist ¢ eine
Karte.

,=“Seip€ Mund ¢ : V — U C M eine Karte. O.B.d.A. sei ¢(0) = p. Da rangDy(t) = k,
konnen wir

Iy g

Ay vy Ay Onk

oty Otp e
=A

9y 99
oty’ 7 Oty

) geeignet zu einer Basis

des R™ ergénzen. Sei
D:VxRY"F SR (t,t) = o(t)+ At

Dann ist D®(0,0) = (Dy, A4)(0,0) regulér. Wegen des Umkehrsatzes gibt es eine Umgebung~f/
von (0,0), so dass @[, : V — U := ®(V) ein C;-Diffeomorphismus ist und es gilt fiir (¢,¢') € V

ot,tYeM < t=0.
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Sei F: V = R*™  (¢,1) — t', dann ist I := Fod . (~]~ — R F stetig partiell differenzierbar
und erfilllt rangDF = rangDF = n — k und fiir alle x € U gilt:

Fz)=0 < o Y2)=(0 < zcM.

5.19 Korollar. “Glattbiigeln”

Sei E = {(z,2/) € RF x R*"*|2' = 0} C R". Es ist M genau dann eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R", wenn jedes p € M eine Umgebung U C R" besitzt und es eine offene
Menge V' C R™ und einen Diffeomorphismus ® : V' — U gibt, so dass

Y MNU)=ENnV.

2’ P
M
@
E >
T
2

Beweis. ,=“: Wurde im ,,=“-Teil von Satz 5.16 gezeigt.

,<=“: Sei ® wie oben, dann ist V := V N E C R* offen und =2, :V=>Mn U ist injektiv,

stetig, stetig partiell differenzierbar und wegen ¢! = @fllq)(v) ein Hom6éomorphismus. O

5.20 Satz. Kartenwechsel sind Diffeomorphismen

Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien ¢ : Vi — U; C M und
w9 : Vo = Uy C M zwei Karten auf M, so dass Uy NUs # (). Es sind dann T} = gol_l(Ul NUsz) und
Ty = gogl(Ul N Us) offen und 7 := @51 oy : T} — Ty ist ein C'-Diffeomorphismus.

/

]Rk:

B
|

Beweis. Weil @1, o stetig sind, folgt 77 C Vi und T5 C V5 sind offen. Durch Einschrinken von
w1 und o auf U = Uy N U, diirfen wir annehmen, dass U; = Uy = U, also 71 = V; und 15 = Vs.
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5 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Es ist 7 als Komposition von Homéomorphismen ein Homéomorphismus. Es bleibt also zu zeigen,
dass 7 stetig differenzierbar ist. Denn dann folgt durch Vertauschen der Rollen von ¢; und s,
dass auch 77! stetig differenzierbar ist, also, dass 7 ein Diffeomorphismus ist.

Sei p € U beliebig. Zu zeigen: 7 ist in einer Umgebung von ¢ L(p) stetig differenzierbar. Geméf
Korollar 5.19 existieren eine Umgebung U C R™ von p mit UNM C U, eine offenes V C R” und
ein Diffeomorphismus ® : V — U, so dass

TOUNM)=VNE.

Setze nun ¥ := &~ ! und ¥ := (¥, ¢"), ¥ := ® o Dann ist
n

T=pylopr=(py 0 ®)o(Voy).
Es sind nun ¥ o p; und ¥’ o ¢y stetig differenzierbar. Auerdem ist
D(V' 0 ¢9) = DV 0 ¢y - Dipy

von vollem Rang, da sowohl DW¥ und somit DW’ als auch Do injektiv sind. Mit dem Umkehrsatz
gilt also, dass (nach evtl. weiteren Verkleinerungen) ¥’ o @9 ein Diffeomorphismus ist. Damit ist
050 ® = (U o)~ ! stetig differenzierbar und somit auch 7. O

5.21 Definition. Differenzierbare Funktionen auf Mannigfaltigkeiten
Sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und f : M — R*. Es heifit f differenzierbar, falls

fogp:V—)Rk

fiir jede Karte p : V. — U C M differenzierbar ist. . . 3 .
In diesem Sinne ist also mit Satz 5.20 fir jede Karte ¢ : V' — U die Inverse "L :U — V eine
differenzierbare Funktion auf dem Kartengebiet U.

5.22 Bemerkung. Atlas und Kartenwechsel

Man kann also eine Untermannigfaltigkeit M mit einer Familie von Karten {p; : V; = U; C M }ier
iiberdecken, M = J;c; Ui, so dass die Uberginge

iy, ((UiNUp) = o7 (UiNUy), 75 =95 o
alle Diffeomorphismen sind. Man nennt eine solche Familie von Karten einen Atlas fiir M und

die Diffeomorphismen {7;;} die Kartenwechsel.

Es stellt sich nun die Frage, wie man das Integral | [ dS definiert, wenn sich M nicht mit nur
einer Karte darstellen l4sst.
Einfacher Fall: “f lebt nur auf einer Karte”
Definiere den Triger (support) von f: M — R durch
supp(f) := {z € M| f(z) #0} C M.

Sei ¢ : V — U C M eine Karte mit supp(f) C U. Setze dann wie zuvor

/Mfdszz/v_fogp.Jsodt.

Verallgemeinerung: Sei M Vereinigung endlich vieler Karten (geht z.B. immer, wenn M kom-
pakt ist), M = |J;_, Uj und ¢; : V; — U; C M.
Um nun f: M — C zu integrieren, zerlege f in eine Summe f = f; +--- + f, mit supp(f;) C U.

und definiere . .
fds = /f-dS: /f-o<p~-J.dt.
/ X[ B =X froe T

Man bekommt eine solche Zerlegung fiir jedes f, sobald man eine ,,Zerlegung der Eins“ hat.
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5.23 Definition. Zerlegung der Eins

Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und (Uj);ecs eine lokal-endliche offene
Uberdeckung von M (d.h. fiir jedes p € M existiert eine Umgebung W, so dass W N U; # 0 fur
endlich viele j € I).
Eine Familie von Funktionen {a; : M — [0, 1]} 1 heiit stetige bzw. differenzierbare Zerlegung
der Eins bzgl. (U;), falls alle a; : M — [0, 1] stetig bzw. differenzierbar sind und

(a) supp(ej) C Uj fiir alle j € I,

(b) 1= )" aj(z) fir alle z € M.

jeI

Die Summe in (b) enthélt wegen der lokalen Endlichkeit der Uberdeckung nur endlich viele Terme
ungleich Null.

Oéj_

5.24 Bemerkung. Jede Untermannigfaltigkeit von R™ besitzt einen abzéhlbaren lokal-endlichen
Atlas, also eine abzidhlbare Menge von Karten ¢; : V; — U; mit Uje ;Uj = M und die Uber-
deckung ist lokal-endlich.

Beweis. Ubung. Ul

Wir zeigen in Proposition 5.27, dass zu jedem lokal endlichen Atlas auch eine differenzierba-
re Zerlegung der Eins existiert. Zunécht wollen wir diese aber zur Definition des Integrals auf
Untermannigfaltigkeiten verwenden.

5.25 Definition. Das Integral iiber Untermannigfaltigkeiten

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und {y; : V; — Uj;};jer ein abzdhlbarer
lokal-endlicher Atlas. Es sei (;)jcs eine Zerlegung der Eins bzgl. der Uberdeckung (U;);ec; und
es sei f: M — C eine Funktion auf M.

Es heifit nun f integrierbar auf M, wenn jedes o f : U; — R auf der parametrisierten Fléche
@; : V; = Uj integrierbar ist und falls ) ; ij ajj f dS endlich ist. In diesem Fall setzen wir

/Mde::j;/Ujajde.

Zu priifen ist die ,,Wohldefiniertheit*, d.h. die Unabhéngigkeit der Definition sowohl vom Atlas
als auch von der Zerlegung der Eins. Sei also

M=u =T, ¢:Vi=U, &-Vi=U,
jel i€l

und seien (a;) baw. (58;) Zerlegungen der Eins bzgl. (U;) und (U;). Dann gelten offensichtlich

a=a; ¥ Bi=> a;fi, Bi=PFY a;j=> a8 und supp(a;Bi) C U;NT;.
: i j :

J
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5 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Also ist

Z/ a;f]ds 2/ Salrlas = Z/V.Z!(ajﬁif)owj'%\dt

Jel

— %;/(p . 043/31 )OQOJ wj‘dt 5.12 Z/~1(UmU) O‘jﬁif)o@i'z]@i‘dt
) Z:/Vi%:‘(ajwowbi’dt B ;/@ijajﬁjmds _ ;/U B:f1dS

Da alle Terme positiv sind, ist die Vertauschung von Summen und Integralen hier kein Problem.
Somit ist Integrabilitit von f unabhéngig von Atlas und Zerlegung der Eins. Die gleiche Rechnung
ohne Betragsstriche liefert Wohldefiniertheit von [, f dS fiir integrierbares f.

Es bleibt zu zeigen, dass zu lokal-endlichen Atlanten immer eine Zerlegung der Eins existiert.

5.26 Lemma. Sei U C R” offen und K C U kompakt. Dann existiert eine unendlich oft diffe-
renziebare Funktion h : U — [0, 1] mit

(i) hlg =1
(ii) supp(h) C U ist kompakt.

Beweis. Ubungen (sieche auch Forster, Analysis 3, Seite 22-23). O

5.27 Proposition. Existenz einer Zerlegung der Eins

Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und {¢; : V; — U, }er ein lokal-endlicher
Atlas. Dann existiert zur Uberdeckung (U;)jer von M eine d1fferenz1erbare Zerlegung der Eins.

Beweis. O.B.d.A. seien alle U; beschrénkt. Zu jedem U existiert dann ein kompaktes K; C Uj,
sodass (K7)jer immer noch M iiberdeckt, M = |J;c ; K

[ Das sieht man so: zu jedem p € M wihle eine kompakte Kugel Bj um p so, dass B{, ganz in
Uj liegt. Falls p in mehreren Uj liegt, withle j beliebig. Die (B}°)icr pen bilden eine offene Uber-
deckung der kompakten Menge U; und wir Wahlen eine endliche Teiliiberdeckung (Bi Jiel, peP;-

Mache das fiir alle U; und setze K; = U{BJ|j € I und p € P; fiir ein i € I'}. Wegen der lokalen
Endlichkeit ist die Vereinigung immer nur iiber endlich viele Mengen und K ist kompakt. |

Sei L; = 4,0;1(Kj), dann ist auch L; C V; kompakt, da gp;l stetig ist. Mit Lemma 5.26 existiert ein
differenzierbares h; : V; — [0,1] mit k|, = 1 und supp(h) C V; kompakt. Setze &; : M — [0, 1],

N hjowj_l(x) falls x € U;
aj(x) = { 0 sonst.

Dann ist &; differenzierbar, supp(a;) C U; und &;|x; = 1. Auerdem ist

Za] < oo firallexe M,
jeJ

denn (K7) ist eine lokal endliche Uberdeckung von M. Dann ist a; := &;/a& die gewiinschte
Zerlegung der Eins. O
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6 Der Divergenzsatz von Gaul3

6.1 Definition. Vektorfelder und Divergenz

(a) Sei A C R™, so heifit eine Abbildung v : A — R™ ein Vektorfeld auf A.
(b) Sei A offen und v : A — R” stetig differenzierbar, so heifit

div(v) : A= R, div(v)(z) == Y -2 (x) = Spur(Dv)(z)

die Divergenz des Vektorfeldes v.

6.2 Motivation. Fluss eines Vektorfeldes in einen kleinen Wiirfel und die Divergenz

— 4
—~—

Wir berechnen den “Nettofluss” des Vek- —— —_
torfeldes v in den Wiirfel Wy (z) := i< | < R
[}y [2j, zj+h] fiir h — 0, wobei wir Fluss T W)
in den Wiirfel negativ und Fluss aus dem L L
Wiirfel positiv werten. o

. — X'z + he;

Der ,Fluss® durch L; ist fiir differenzierbares v gegeben durch —v;(x)h"~! + o(h"" ') und der
,Fluss“ durch R; durch vj(z + e;h)h" ! + o(h"~1). Damit ergibt sich fiir den Nettofluss durch
die Oberfliche geteilt durch das Volumen des Wiirfels

3 (vj(z + €jh)h; vj(x)) A" "0 div(e)(z).

J

Die Divergenz div(v)(x) ist also die “Quellstiarke” des Vektorfeldes v bei x. Der Satz von Gauf3
besagt, dass man den Fluss durch die Oberfliche 0K eines Volumens K berechnen kann, indem
man die Quellstérke, also die Divergenz, des Vektorfeldes iiber das ganze Volumen integriert:

/Kdiv(v)(x)dw:/ (v,nydS

oK

Die verwendeten Begriffe werden wir in diesem Kapitel prizisieren und dann den Satz von Gaufl
beweisen.

6.3 Erinnerung. Der Rand einer Menge im R"

Fiir A € R™ heifit x € R™ Randpunkt von A, falls fiir jede
offene Umgebung U C R" von zx gilt:

UNA#0) und UNA“#0.

Die Menge der Randpunkte 0A = {x € R™ |z ist Randpunkt A
von A} heifit der Rand von A.
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6 Der Divergenzsatz von Gaufl

6.4 Definition. Kompaktum mit glattem Rand

Eine kompakte Teilmenge K C R™ hat einen glatten Rand,
wenn es zu jedem p € 0K eine offene Umgebung U C R"

h >
gibt und ein stetig differenzierbares h : U — R, so dass a K ‘a
(i) KNU = {z e U|h(z) <0} ’ U
(ii) gradh(p) # 0.
h <0
6.5 Beispiel. Die Einheitskugel B" := {z € R" |||z| < 1} ist ein Kompaktum mit glattem Rand,
denn A : R" =+ R
h(z) = ||lz||* — 1
erfiillt B® = {h < 0} und fiir p € dB™ = S"! ist gradh(p) = 2p # 0.

6.6 Satz. Sei K C R” ein Kompaktum mit glattem Rand. Dann ist der Rand M = 0K von K
eine Hyperflache, d.h. eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

Beweis. Seip € M = 0K und U C R"™ eine Umgebung von p so, dass eine beschreibende Funktion
h:U — R fir K NU existiert. Da gradh(p) # 0 und grad(h) stetig ist, konnen wir annehmen,
dass grad(h)(x) auf ganz U ungleich Null ist (sonst verkleinere U).

Wir zeigen nun, dass h auch fiir M N U eine beschreibende Funktion ist, d.h.
MNU={zeU|h(z)=0}. (%)

Es ist M dann nach Satz 5.16 eine Hyperfliache.

Es bleibt (x) zu zeigen:

,C“ K ist als Kompaktum abgeschlossen und enthélt somit seinen Rand, M C K. Also ist
h(z) < 0 fir alle x € M N U. Angenommen es gilt h(zg) < 0 fiir ein z9 € M N U, dann
muss aufgrund der Stetigkeit schon h(z) < 0 fiir  aus einer Umgebung V von z( gelten. Da
V C {h <0} ist V C K und somit zp doch kein Randpunkt von K. Also gilt h(z) = 0 fiir alle
reUNM.

,D Fiir o € U mit h(z) = 0 ist

h(z +¢) = (grad(h)(z) ,e) + o(e) .
=:w#0

Setzen wir € = tv, so ergibt sich
h(z + tv) = t||v]|*> + o(t) .

Also gibt es in jeder Umgebung von z Punkte mit h < 0 und Punkte mit A > 0, also Punkte in
K und Punkte in K¢ Damit muss « ein Randpunkt sein. OJ

6.7 Definition. Tangentialvektoren und der Tangentialraum

Sei M C R eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M . Es heifit v € R" ein Tan-
gentialvektor an M in p, wenn es eine reguléir parametrisierte Kurve

a:(—ee) > M
gibt mit
a(0)=p und ' (0) =wv.

Der Tangentialraum von M in p ist

T,M = {v € R"|v ist Tangentialvektor an M in p}.
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6.8 Satz. Eigenschaften und Charakterisierung des Tangentialraums

Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M .
Dann gilt

(a) Tp,M C R™ ist ein k-dimensionaler Unterraum des R" .

(b) Sei ¢ : V. — U C M eine Karte und ¢(s) = p. Dann ist (D1¢,..., Drp)(s) eine Basis von
T,M und
T,M = Bild(Dy(s)) .

(c) Ist UcR"® Umgebung von p und F' : U — R™* eine beschreibende Funktion fiir M N U,
so gilt
T,M = Kern(DF(p)).

Beweis. Sei T1 = Bild(D¢(s)) und T = Kern(DF(p)). Da Dy injektiv und DF surjektiv ist,
sind 77 und T» k-dimensionale Untervektorrdaume. Wir zeigen

Ty C T,M C Ty,

also 11 = T,M = T5, woraus (a), (b) und (c) folgen.
I C T,M“: Seiv = Zle \;D;p(s) € T; beliebig. Setze A = (A,..., ;) € R¥ und € > 0 so
klein, dass « : (—€,e) — U € M definiert ist,

a(7) i= pls +7A)

Dann gilt a(0) = ¢(s) = p und o/(0) = Dy(s) - A = \iDjp = v. Also ist v € T,M.

JIpM C Tp%: Sei a: (—e,e) = M mit a(0) = p und v = /(0). Zu zeigen ist DF(p) - v = 0. Da
fiir alle 7 € (—¢,¢) gilt F o a(r) = 0 gilt, folgt das sofort (wie bei “der Gradient steht senkrecht
auf den Hohenlinien”),

0= (%_ —r:OF oa(r) = DF(a(0))-a/(0) = DF(p) -v.

6.9 Definition. Normalenvektor und Einheitsnormale

Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M. Es heifit v € R™ ein Nor-
malvektor an M in p, wenn v € T,M ist, also (v, w) = 0 fiir alle w € T, M gilt. Falls zusétzlich
|lv|| = 1 ist, so heifit v eine Einheitsnormale.

6.10 Bemerkung. Einheitsnormale an Hyperflichen

Ist M C R™ eine Hyperfliche, p € M und h : U — R eine beschreibende Funktion fiir M N U.

Dann ist
grad(h)(p)

V=
lgrad(h)(p)]|
eine Einheitsnormale an M in p. Die einzige andere Einheitsnormale ist —v.

Beweis. Nach Satz 6.8 liegt jedes v € T, M in Kern grad(h)(p), also (grad(h)(p),v) = 0. Da jede
Basis von T, M zusammen mit v bereits eine Basis des R" bildet, kann es keine weiteren, von v
linear unabhingigen Normalenvektoren geben. O

6.11 Beispiel. (a) Fiir M = $"!(r) = { € R"|||z|| = r} ist v(p) = £ Einheitsnormale, denn
F(x) = ||x||*> — r? ist beschreibende Funktion fiir M und grad(F)(p) = 2p. Also ist

y(p):ﬂ:p
2llpll
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6 Der Divergenzsatz von Gaufl

(b) Sei V.C R""! offen und g : V — R differenzierbar. Sei
M =graph(g) = {z € R" |z, = g(x1,...,2pn_1)}.
Es ist dann fiir p € M und p = (p/, pp)

(_Dl g,-- '7_Dn71 9, 1)(])/)
[

Einheitsnormale an M in p, denn F : V x R = R, (2/,z,,) — 2, — g(2') ist beschreibende
Funktion fiir M.

v(p) =

6.12 Satz. Einheitsnormale an ein Kompaktum mit glattem Rand

Sei K C R™ ein Kompaktum mit glattem Rand und p € 0K = M. Es gibt dann genau eine
Einheitsnormale v, an M in p mit der Eigenschaft, dass ein € > 0 existiert mit

pt+ty, g K firalle0<t<e.

Es zeigt also v, nach auflen.

Beweis. Sei U C R" eine Umgebung von p und h : U — R eine beschreibende Funktion fiir UN K,

also UNK = {z € U|h(xz) < 0}. Setze v, = %, dann ist v, Einheitsnormale und wegen

h(p +tvp) = h(p) + tllgrad(h)(p)|| + o(t) = tllgrad(h)(p)[| + o(t) ,

gilt h(p + tvp) > 0 filr 0 < t < € und € > 0 klein genug. Fiir die einzig andere Einheitsnormale
Uy = —1, ergibt sich sofort h(p +t,) = h(p —trp) > 0 fiir 0 <t < € und € > 0 klein genug, also
p +ty, € K. Damit ist v, durch die Bedingung “nach auflen zu zeigen” eindeutig festgelegt. [J

6.13 Definition. Das duflere Normalenfeld

(a) Sei K C R™ ein Kompaktum mit glattem Rand M = 0K. Dann heifit v : M — R", p — 1,
das &uflere Normalenfeld an K, wobei v, die eindeutige duflere Normale an M in p aus
Satz 6.12 ist.

(b) Ist A C R™ beliebig und f : A — R eine Funktion, so heifit f differenzierbar, wenn es eine
Umgebung U C R" von A gibt und ein differenzierbares f : U — R mit f|, = f.

6.14 Satz. Der Divergenzsatz von Gauf3-Ostrogradski

Sei K C R” ein Kompaktum mit glattem Rand 0K = M und sei v : M — R"™ sein dufleres
Einheits-Normalenfeld. Sei w : K — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf K. Dann gilt

/K div(w)dr = /d (w)as

Die linke Seite ist das Volumenintegral iiber die Quellstédrke im Inneren von K. Die rechte Seite
ist das Oberflichenintegral {iber den Fluss des Vektorfeldes w durch die Oberfliche von K.

6.15 Bemerkung. Zusammenhang mit dem Hauptsatz in einer Dimension

Ist n = 1, so ist I = [a,b] C R ein Kompaktum mit glattem Rand M = {a,b}. Die duBere
Einheitsnormale v : M — R ist n(a) = —1, n(b) = +1. Ist f : [a,b] — R differenzierbar, so ist

/Xﬂ@dszﬂw—fmy
M

Da divf(z) = f'(x) ist, liefert der Gaufische Satz also einfach den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung;:

b
/fmmmzﬂw—ﬂw.
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6.16 Lemma. Sei U C R” offen, f : U — R stetig differenzierbar mit kompaktem Trager
supp(f) = K C U. Dann gilt fiir alle j = 1,...,n, dass

of

81']( z)dr =0.

Beweis. Sei 0.B.d.A. U = R" (setze f = 0 auf R” \ U). Ebenfalls ohne Einschrankung sei j = n
und setze x’ := (z1,...,7,_1). Wihle R > 0 so, dass supp(f) C R""! x [-R, R]. Dann folgt aus
dem Hauptsatz

o / . o _
/axn 2 x, dxn—/ pr. (', xp)dzy, = f(2',R) — f(2/,—R) =0,

also

Rnﬁxnf( )dw—/Rn 1</fo xn)dxn> dz' =0.

Komponentenweise lautet die Aussage des Gauflschen Satzes ja

Z/KDj’wjd)\ = Z/aijdeS.
j=1 7=1

Wir werden sehen, dass hier nicht nur die Summen sondern sogar die entsprechenden Summanden

gleich sind. Dazu rechnen wir im folgenden Lemma den Gaufischen Satz zun#chst fiir den Fall

nach, dass der Rand M durch den Graphen einer Funktion gegeben ist und nehmen an, dass
= f kompakten Tréger hat.

6.17 Lemma. Sei V C R"! offen, I = (a,b) C R und u : V — I stetig differenzierbar. Sei
K = {(@,2,) eV xT|z, <u(z)} CR"
M = {(@ z,) eV xI|z,=u(z)} CR"

Es sei weiter f: V x I — R stetig differenzierbar mit kompakten Tréger in V' x 1.
Dann gilt fiir alle j =1,...,n

ALn supp(f)
/DjfdA:/ f-v;ds bl--
K M

M =graph(u)
mit T o
vi(z',x,) = —Djule’) - firj=1,....,n—1 K
(14 [Vu(z')?)2 ar .
Vn(x,axn) - +1 . V - Zl?/

=

(1+ [Vu(a)[?)
Beweis. 1. Fall: j=1,...,n—1: Setze F : V x I — R,

F(2' z,) = /% f(2',2)dz

und betrachte die Abbildung 2’ — F(z',u(x’)). Dann ist
D;F(a',u(2’)) = (D;F)(2',u(a’) + (DuF)(a', u(a’)) - Dju(z’)

u(z’)
= / D;f(a,z)dz + f(a',u(z')) - Dju(z").
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6 Der Divergenzsatz von Gaufl

Da F(2',u(z")) kompakten Triiger in V hat, folgt mit Lemma 6.16, dass

[ Dusteyas = /V([l"<w”pjf<xzdz) - [ 1) Dyt

Fiir die Karte ¢ : V. — M, 2/ — (2, u(2")) gilt nun

\/ 9po(x') = /14 |Vu(z’)?.

Damit ist
/Mf.z/de = /f(a:’,u(x’ v u(@”)) - 1+ [Vu(e')? da’
= /f:U u(z')) - Dju(z") da’ —/ Djf(x

/Kan(x)dx _ /V</GU(II)an(x’,z)dz> dz’ _/V f(x',u(x’))—z%%ﬂ da’

= [ ) o) fa@a = [ fevas.
O

Beweis. Beweis des Gauflschen Satzes: Da M = 0K eine Hyperfliche ist, gibt es zu jedem
p € M ein k € {1,...,n}, eine Umgebung I = (a,b) von p und eine Umgebung V' C R"~! von
p = (p1,--,Pk,---,Pn) 0, dass

M N (V x I) = graph(u)

fiir ein stetig differenzierbares v : V — I.
Also existiert eine Uberdeckung (Uj;)j_o von K mit

(1) UyCc K \ M
(2) Uj =V; x (aj,b;) und U; N K = {(2', wy(j)) | wp(jy < uj(a’)} fiir ein uj 2 Vi — (ag, b))
Betrachte nun eine Zerlegung der Eins (o) zu (U;) mit supp(a;) C U; und.

Yaj@) =1 firallexze |JU;.
=0

j=0

Fiigen wir auf beiden Seiten des Gauflschen Satzes diese Zerlegung der Eins ein, so ergibt sich
/ div(w) d\ = / div() ajw)dr = Z/ div(ojw) dA

und

w,v)dS = ajw,v)dS = / ajw, v)
ftoras= [ Soyunas=3 | o

Es bleibt also zu zeigen, dass der Gaufische Satz jeweils lokal gilt, also fiir jedes Vektorfeld w mit
supp(w) C Uj fiir ein j € {0,...,r}.
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Im Fall j = 0, also supp(w) C Uy, haben die Funtionen wy, k = 1,...,n, kompakten Triger in
Uy. Mit Lemma 6.16 ist dann
/ div(w)dA =0.
K

Andererseits ist w|y; = 0 und somit

/69K<w,u>d5—0.

Im Fall j € {1,...,r} liefert Lemma 6.17 sofort, dass

div(w)d\ = / Dywy d\ = / wiv dS = (w,v)dS.
I, 2 )i by ox

6.18 Definition. Der Laplace-Operator

Sei U C R"™ offen. Der Laplace-Operator A : C?(U) — C(U) ordnet jedem f € C?(U) die
Funktion

Af Z DDy f(x Z = Spur(Hessf)(z) = divograd(f)(z)

k=1

zZUu.

6.19 Definition. Normalenableitung

Sei K C R" ein Kompaktum mit glattem Rand, U D 0K eine Umgebung von 0K und f: U — R
glatt. Sei p e M := 0K.

Die Normalen-Ableitung von f in p ist die Richtungsableitung von f in Richtung der dufleren
Normalen v, von K, d.h.

Duf(p) = 9. (0) = (v DI ).

6.20 Korollar. Satz von Green
Sei K C R™ ein Kompaktum mit glattem Rand und f,g € C?(K). Dann gilt

/ngd)\ aKfade /Vf,Vg

_ _ 99 _ Of
/K (fAg — gAf)dA = aK( 29 (%)

und somit

Man beachte hier die Analogie zur partiellen Integration.

Beweis. Betrachte w := fVg. Da div(fVyg) = fAg+ (Vf,Vg) ist und

dg

<w,l/>:<fvg,1/>:f$,

folgt die Behauptung aus dem GauBschen Satz. O
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6 Der Divergenzsatz von Gaufl

6.21 Beispiel. Archimedisches Prinzip

AT3

In einer Fliissigkeit der Dichte g > 0 befinde sich ein Kérper
der das Volumen K einnehme. In jedem Punkt z € 0K iibt
die Fliissigkeit eine Kraft F'(x) aus, die senkrecht zu T'(0K )
wirkt und proportional zur Hohe x3 und nach innen gerichtet
ist (z3 < 0),

0

F(x)=ox3v(x).

Die gesamte Auftriebskraft ist also

F:(Fl,FQ,Fg):/ F(z)dS = oxsv(z)dsS.
oK oK

Setzte wy := (x3,0,0), dann ist

F1:<F,el>:/

oK

oxz(v,e1)dS = Q/

(v,wi)dS = Q/ div(wy)dA =0.
oK K

Analog sieht man, dass Fy = 0 gilt. Fiir ws = (0,0, z3) ist hingegen div(ws) = 1 und daher

ngg/ <1/,w3)dS:Q/ d\ = o Vol(K).
oK K

Der Auftrieb wirkt also in z3-Richtung und ist gleich dem Gewicht der verdréngten Fliissigkeit.
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7 Differentialformen

Motivation

Bisher haben wir R™ als Euklidischen Raum (R",(-,-)) betrachtet. Durch das Skalarprodukt
hatten wir einen natiirlichen Léngenbegriff und, als Konsequenz, auch einen natiirlichen Volu-
menbegriff.

Jetzt sei W ein n-dimensionaler R-Vektorraum ohne Skalarprodukt (allgemeiner eine Mannigfal-
tigkeit ohne Metrik). Auch wollen wir im folgenden keine Basis in W auszeichnen. Offene Mengen,
Stetigkeit und Differenzierbarkeit betreffend identifizieren wir aber W wieder mit R" (allgemein
betrachtet man Mannigfaltigkeiten mit differenzierbarer Struktur).

7.1 Beispiele. Vektorrdume ohne natiirliches Skalarprodukt (= Metrik)

(a) Der Minkowski-Raum (R*, < -, - >>) mit
<@,y > = Toyo — T1Y1 — T2Y2 — T3Y3

ist zwar ein 4-dimensionaler R-Vektorraum, tragt aber kein natiirliches Skalarprodukt.

(b) Der Phasenraum der klassischen Mechanik fiir N-Teilchen ist der 6 N-dimensionale Vektor-
raum

W= {(q17"'anVap1a"'apN)|q_j GRg,pj ER?)}.
Auch hier gibt es kein natiirliches Skalarprodukt, da z.B.

n

(@p), (@p)) = > (gl + lp;lI*)

J=1

schon aufgrund der unterschiedlichen physikalischen Dimension von Ort und Impuls keinen
Sinn macht.

(c) Der Raum der thermodynamischen Gleichgewichtszusténde lasst sich zwar z.B. durch die
“Koordinaten” Volumen V und Entropie S mit [0,00) x [0,00) C R? identifizieren. Das
entsprechende Skalarprodukt auf R? hat aber keinerlei physikalische Bedeutung.

Unser Ziel in diesem Kapitel ist die Integration iiber Untermannigfaltigkeit von W. Bisher haben
wir skalare Funktionen f : M — R iiber Untermannigfaltigkeiten M C R integriert, indem wir
letztendlich mit Hilfe des Skalarprodukts Volumen- und Flichenelemente konstruiert haben.

Die Objekte, die man ohne Skalarprodukt bzw. Metrik integrieren kann, sind die Differential-
formen. Wir erkliren die grundlegende Idee zundchst ohne mathematische Details:

Eine Differentialform vom Grad k oder kurz k-Form auf einer offenen Teilmenge U C W ist eine
Abbildung w von U in die alternierenden k-Linearformen auf W, d.h.

wp W xWx---xW =R fiir jedespeU.

k-mal

Zur Erinnerung, eine alternierende Form erfiillt

wp(v1, -5 k) = 85gn(T) Wp(Va(1), - -+ > V() fiir jede Permutation w € Sy .
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7 Differentialformen

Fine k-Form w kann man nun iiber eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M integrieren,
indem man w verwendet um das Flichenelement zu definieren. Wir werden sehen, dass die Setzung

/ w::/w(DM(t),...,Dk@(t))dt
M 14

einen kartenunabhéngigen Integrationsbegriff liefert, wobei ¢ : V' — M eben eine Karte sei. Die
Kartenunabhéngigkeit wird aus dem Transformationsverhalten von alternierenden Formen unter
linearen Abbildungen folgen: Sei L : W — W linear und invertierbar, dann ist

w(Lvy,...,Log) = det(L)w(vi,...,vx) .

Wir merken uns also, dass wir die k-Form w verwenden, um auf dem k-dimensionalen Tangenti-
alraum an eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit das Flachenelement w(D1¢(t),. .., Dip(t))
zu definieren. Da w alternierend ist, liefert eine andere Reihenfolge der Basisvektoren allerdings
moglicherweise ein anderes Vorzeichen. Der Wert des Integrals héngt also von der Orientierung
ab.

7.2 Definition. Orientierung

Eine Orientierung 2 auf einem Vektorraum W ist eine der beiden Aquivalenzklassen der Menge
aller geordneten Basen von W modulo der Relation

(v1,...,0n) ~ (wi,...,w,) & det(a;;) >0, wobei wi:Zaijvj.
J

Die Basen in () heiflen positiv orientiert, die anderen negativ orientiert. Ein Isomorphismus
7 : W — R"™ heifit positiv orientiert, wenn

(t71er), ..., 7 en)) €Q,
wobei e; € R™ den j-ten kanonischen Basisvektor bezeichne.

7.3 Definition. Glattheit, Integrierbarkeit und Messbarkeit von Formen

Die k-Form w auf U C W heifit glatt, integrierbar oder messbar, wenn fiir einen (und damit
fiir jeden) Isomorphismus 7 : W — R” und fir alle j1,...,jx € {1,...,n} die Abbildung

U—-R, p— wp(771(€j1>7 ce 7771(63'1&))

glatt, integrierbar bzw. messbar ist. Die Menge der glatten k-Formen auf U bezeichnen wir mit
E®)(U). Die glatten 1-Formen heiBen Pfaffsche Formen und die n-Formen heifien Volumenformen.

Wir iiberlegen uns zunéchst, wie man n-Formen iiber offene Gebiete in W integriert.

7.4 Satz. und Definition. Integration von n-Formen

Sei Q) eine Orientierung auf W, U C W offen und w eine integriebare n-Form auf U. Dann hat

/U o= | gy e o) dy

fiir jeden positiv orientierten Isomorphismus 7 : R” — W denselben Wert, das Integral von w
iiber U.

Beweis. Ist 7 ein anderer positiv orientierter Isomorphismus, so ist #=' o7 : R® — R eine
linerare Abbildung mit det(7~! o 7) > 0. Insbesondere ist 7! o 7 ein Diffeomorphismus, und die
Transformationsformel sagt

=) (T(e1),...,7(e T = w ler). . e ct(7Lonr .
/%—1(U)W7-(x)( (1)7 ’ (n))d / T(y)( ( 1)7 > (n))d t( )dy

T=1(U)
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Wir miissen also zeigen, dass
wr(Tler), ..., T(en)) = det(7 L o7T) wry(T(er), ..., 7(en))
Da w alternierend ist, gilt, wie oben bemerkt, fiir jeden Isomorphismus L : W — W

wp(Lwi, ..., Lu,) = det(L) wp(vi, ..., vp) -

1

Hier ist p = 77 (y), vi = 7 Y(e;), L = 7 ' o7 und

det(L) = det(f’_1 o1)=det(To 7loro %_1) = det(7 o 71—1) = det(7 o 7_—1)—1 .

O
Die anschauliche Bedeutung von wy(v1, ..., v,) ist das ,signierte Volumen* des von den Vektoren
V1, ..., U, aufgespannten Parallelepipeds. Man nennt deshalb eine n-Form auf dem R™ Volumen-

form. Es bringt also w seinen eigenen Volumenbegriff mit.

Wir fithren zunéchst noch ein paar weitere Begriffe aus der Differentialgeometrie ein.

7.5 Definition. Das Tangentialbiindel und Vektorfelder auf Untermannigfaltigkeiten

Sei M eine Untermannigfaltigkeit von W und
T,M ={(p,d(0)) | a: (—&,e) — M differenzierbar mit a(0) = p} C {p} x W
der Tangentialraum von M in p. Die disjunkte Vereinigung der Tangentialrdume

TM=|J)T,McMxW
peEM

heifit Tangentialbiindel von M. Eine Abbildung
v:M—TM mit v(p) € T,M
heifit Vektorfeld auf M.

7.6 Bemerkung. (a) Allgemein nennt man Mengen der Form

E= U E, wobei E, eine Menge der Form {p} x E, ist
peEM

Biindel iiber M, und Abbildungen der Form
s:M—E mit s(p)€E,

Schnitte durch das Biindel E.
(b) Ein Vektorfeld ist also ein Schnitt durchs Tangentialbiindel.
(c) Ist M = U offen, d.h. dimM = n = dimW, dann ist TU, = {p} x W und TU =U x W.

(d) Daher stimmt die bisherige Definition eines Vektorfeldes auf offenem U C R™, also v : U —
R™, mit der neuen Definition iiberein, indem man v(p) = (p, 0(p)) setzt.

7.7 Definition. Der Cotangentialraum
Der Dualraum T, M* =Hom(7,,M,R) von T,M heifit der Cotangentialraum an M in p, seine

Elemente Co(tangential)vektoren und TM* = (J,c), T,M* das Cotangentialbiindel. Die
Schnitte durch das Cotangentialbiindel sind dann die Covektorfelder.

7.8 Bemerkung. (a) Die 1-Formen auf U C W offen sind also genau die Covektorfelder auf U.
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7 Differentialformen

(b) Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass der Dualraum V* eines Vektorraums V' ebenfalls
ein Vektorraum ist mit dimV* = dimV. Insbesondere ist also fiir w, & € €1 (U) und glattes
f:U — R auch

wp + f (p)p
wieder eine glatte 1-Form.

(c) Ein Skalarprodukt (-, -) auf einem Vektorraum V' definiert einen kanonischen Isomorphismus
in den Dualraum,
V=V v (v-).
Mit Hilfe eines Skalarprodukts (=Metrik) lassen sich also Vektoren und Covektoren identi-
fizieren.

(d) Covektoren w stellt man sich manchmal graphisch als Schar paralleler (Hyper-)Ebenen mit
gleichen Abstéinden vor. Es ist dann w(v) = ,Anzahl“ der vom Vektor v durchstoflenen
Ebenen.

7.9 Definition. Das totale Differential als 1-Form

Sei U C W offen und f : U — R glatt. Das totale Differential df von f ist folgende 1-Form
auf U: fir p € U und § € TU, setze

d
dfp(§) = a‘tzo fp+tg).

Es ist also d f,(&) die Richtungsableitung D¢ f(p) von f am Punkt p in Richtung &.

7.10 Bemerkung. 1-Formen und Vektorfelder

Hat man ein Skalarprodukt (-,-) auf W, so gibt es zu jeder 1-Form w,, einen eindeutigen Vektor
F e W mit
wp(&) = (F,€) fiir alle £ € W.

Das zu der 1-Form d f assoziierte Vektorfeld ist der Gradient gradf,

dfp(§) = Def(p) =: (gradf(p),§) -

7.11 Bemerkung. iiber Koordinaten
Sei U C W offen und  : U — G C R" ein Diffeomorphismus.

(a) Die j-te Komponente z; : U — R von z liefert die 1-Form dz;. Fir p € U bilden
(dz1(p), ..., dz,(p)) eine Basis von TU.

(b) Fiir glattes f: U — R und ein Vektorfeld v auf U gilt

Af0) = I+l = 50 o) (2l + 1))y

n o .73_1 n
- ; %J(x(p))ixj@ + to(p))|,—g = 2 ;i;(p) dzj(v(p)) .
Man kiirzt hier o o 71)
o, @) fir = ).

ab.
(c) Ist f: U — R eine skalare Funktion und v ein Vektorfeld auf U C W, kann man sich wegen

df(v) =v(f) = Duof
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auch vorstellen, dass v als Differentialoperator D, auf f operiert. In diesem Sinne sind
Vektorfelder Differentialoperatoren erster Ordnung. Insbesondere ist % ein Vektorfeld auf

W, namlich
0 d
| = il te:
= (0 0+l )

> eine Basis von T'U), die
p

also das j-te Koordinatenvektorfeld. Es ist <£1 e By
p n

duale Basis zu (dzi(p),...,dz,(p)). Das bedeutet

0 6951 .
nio) (G-ly) = o) =i

Zu jedem Vektorfeld v und jeder 1-Form w auf U C W offen gibt es also n Skalare
A1y ey QnyBly.o .y Bn U — R, so dass

n a n
v = Qj—, w= B; dx; .

Wir kommen nun zur Integration von 1-Formen und schreiben im Folgenden wieder R" statt W.
Damit haben wir Zugriff auf die kanonischen Basen (dz;) von TU* und (8%1_) von TU.

7.12 Definition. Das Integral iiber 1-Formen
Sei U € R” offen, w € EM(U) und v : (a,b) — U eine glatte Kurve. Man setzt

form | pmi g

€TUX ) ETU, (y)

7.13 Bemerkung. Man nennt eine Umparametrisierung 7 : [a, 5] — [a, b] orientierungserhal-
tend, wenn 7/(s) > 0 fiir alle s € (a, 8) ist, also 7(«) = a und 7(8) = b. Wenn 7/(s) < 0 fiir alle
s € (a, B) ist, so heifit 7 orientierungsumkehrend.

Das oben definierte Integral ist invariant unter orientierungserhaltenden Parameterwechseln, denn
ist ¥ :== o, soist fiir w=> a;dz;

B . LI ., "B R »
[o=[ @ 6)ds =3 [ a6 deysoF@)ds =Y [ (a0 9)(6) 7 ds.
v o j=17

j=1’°

Mit & (v;07)(s) = 7;(7(s)) - 7'(s) ergibt sich

[ - i/j(aj oxom)(0) (o)) s ds = 3 [ (agomfnat = [

Fiir 7(a) = b und 7(8) = a ist dagegen

Frage: Wenn 7 : (a,b) — U eine regulir parametrisierte Kurve ist, C = vy((a,b)), und f : C' — R
eine integrierbare Funktion, wie hingt dann obiger Integralbegriff mit fC fdS aus Kapitel 5
zusammen?
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7 Differentialformen

7.14 Definition. Einheitstangentenfeld an eine Kurve

Sei v : (a,b) — U eine regulir parametrisierte Kurve und C' = v((a,b)) C U die entsprechende
eindimensionale Untermannigfaltigkeit. Man nennt dann

T:C—=>TC, ~(t)—T1(y()) =

das Einheitstangentenfeld an C' entlang von .

7.15 Bemerkung. Man beachte, dass 7 : C — T'C' nur von C' und der Orientierung von C
abhéngt, d.h. sich unter orientierungserhaltenden Umparametrisierungen nicht &ndert.

7.16 Satz. Sei U C R offen, w € EM(U) und 7 : (a,b) — C C U eine reguléir parametrisierte
Kurve mit Einheitstangentenfeld 7. Dann gilt

/w = / w(T)dsS.
¥ C
Beweis.

[etnas = [(woeonmrna= [on (Z9) ol = [ woeoan- [

O

7.17 Bemerkung. Falls w = df, so hidngt das Integral
b b
[ = [ar = [ano@ea = [(viam).o)a
v gl a a

b
_ / CHaA = FGO) - fo@)

nur von den Endpunkten von 7 ab und fiir geschlossene Wege v mit y(a) = ~y(b) ist

?idf:().

Frage: Wann ist w € £ (U) totales Differential einer Funktion f € £)(U), also w = df?
Falls w = df fiir ein f € C?(U) ist, so gilt

df = ; a—xjdxj = ; Fjda;

mit
oF; OF;

_ of _ _of
6$i N 6$j

8173'81'1' - 8.%,(91'] '

() da

7.18 Definition. Geschlossene und exakte 1-Formen, Stammfunktion

(a) Man nennt eine glatte 1-Form w = " ajdz; € ED(U) auf U C R" geschlossen, wenn fiir
alle 1 <1,7 <mn gilt:
Di aj = Dj Qy; .

(b) Es heiBt w € EM(U) exakt, wenn es ein f € £ (U) gibt, so dass w = df ist. Es heifit f
dann eine Stammfunktion fiir w.

7.19 Bemerkung. Mit (x) ist also jede exakte 1-Form auch geschlossen.
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7.20 Definition. Sternférmige Gebiete

Ein Gebiet U C R"™ heifit sternférmig, wenn es einen Punkt p € U gibt (einen Sternpunkt),
so dass fiir alle x € U die gesamte Verbindungsstrecke [p, z] = {p+ t(x —p) |t € [0, 1]} ganz in U
liegt.

7.21 Satz. von Poincaré

Sei U C R™ ein sternformiges Gebiet. Ist w € £M)(U) geschlossen, so ist w bereits exakt.

Beweis. Sei 0.B.d.A. p=0. Sei w= ) ajdz; und Dja; = D;a;. Setze
f:U—=R, f(m):/ w mit 7y, [0,1] = U, t— y,(t) =tx.

Wir zeigen nun, dass D; f = aj, also w = df:

1
D;f(z) = D; /va(t)((fy\’(iz)dt = D, Z/ ai(te) doi(x) dt

7$Z

= Z/ a;(tz) x )dt = En:/l ((Djai)(tx)tmi —I—(Sijai(t:):)) dt

_ / (aj tz) +Z (Dya;)( tx)txz))dt = /Oli(taj(tx))dt:taj(ta:)‘;:aj(a;).

0

O
7.22 Bemerkung. Also gilt
w geschlossen = w lokal integrabel = w lokal exakt.

Vollig analog zum Cauchy-Integralsatz in der Funktionentheorie zeigt man nun:

7.23 Satz. Einfach zusammenhingend: geschlossen = exakt

Sei U C R" ein einfach zusammenhingendes Gebiet und w € £M(U) geschlossen. Dann ist w
exakt, also w = df fiir ein f € £©

7.24 Bemerkung. Integrabilitidt von Vektorfeldern

Mit Hilfe des Skalarprodukts kénnen wir diesen Satz von 1-Formen auf Vektorfelder iibersetzen.

(a) Seiv:U — R"™ ein Vektorfeld. Wann ist v Gradient einer Funktion f : U — R, also v = V f7
Mit w = (v,-) = 377, v dz; ist

v=Vf & w=df.
Damit erhalten wir die folgende notwendige Bedingung an v,
Dijv; = Djv; firallel <i,5<n (Integrabilitatskriterium).

Ist U einfach zusammenhéngend, so ist dieses Kriterium mit Satz 7.23 auch hinreichend.

(b) Speziell fiir n = 3 setzt man

D2v3 — D31}2
rot(v) : U — R®,  rot(v) = | Dsvy — Dyvs
D1v2 — D2'U1

Es gilt also:
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7 Differentialformen

(i) rot(Vf) = 0 fiir alle f € C%(U).
(ii) rot(v) = 0 und U einfach zusammenhingend = es gibt ein f € C?(U) mit v = Vf.

7.25 Beispiel. 1-Formen in der Thermodynamik

Fiir ein System mit fester Teilchenzahl kann man den Gleichgewichtszustand eindeutig durch
Angabe des Volumens V und der Entropie S charakterisieren. Die Energie F kann man dann als
Funktion E(S,V) auf der Menge der Gleichgewichtszusténde auffassen. Die zugehorige 1-Form

oF OF

spaltet man in die zwei 1-Formen
Wirme = 6Q =TdS und  Arbeit = §W = —pdV

auf. Arbeit und Wirme sind also keine Funktionen des Zustands, sondern 1-Formen. Es macht
nur Sinn, nach der in einem Prozess geleisteten Arbeit/entstandenen Wérme zu fragen, d.h. die
entsprechenden 1-Formen entlang eines Weges im Raum der Gleichgewichtszustéinde zu integrie-
ren. Da 6W und §@Q) nicht geschlossen sind, werden Arbeit und Warme im Allgemeinen nicht nur
von Anfangs- und Endzustand abhéngen, sondern vom gewédhlten Weg. Im Gegensatz dazu ist
dFE exakt und man liest die Energiedifferenz einfach an Anfangs- und Endzustand ab. Bei einem
Kreisprozess éndert sich die Energie des Systems also nicht. Allerdings sind Wérme und Arbeit
entlang eines geschlossenen Weges typischerweise nicht Null, was den Bau von Wirmekraftma-
schinen ermdglicht.

Man beachte auch, dass die Gleichung TdS = 6Q eine Gleichung fiir 1-Formen ist und somit
Multiplikation beider Seiten mit der Funktion 1/7" wieder eine Gleichung fiir 1-Formen liefert,

1
ds = -0Q.

Die Form 6Q/T ist also exakt und man nennt 1/7 dann einen integrierenden Faktor fiir die
Form Q).

Wir kommen nun wieder zu den k-Formen und wollen zunéchst einige Grundbegriffe aus der
multilinearen Algebra bereitstellen.

7.26 Definition. Alternierende Multilinearformen

Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n und V* = Hom(V, R) sein Dualraum. Sei 1 < k < n.
Eine alternierende k-Form auf V ist eine k-lineare Abbildung

w:Vx--xV =R,
~—_——

k—mal
sodass w(...,v,...,w,...) = —w(...,w,...,v,...) fir alle v,w € V ist.

7.27 Bemerkung. (a) Die Menge aller alternierenden k-Formen ist selbst ein Vektorraum und
wird mit

AR (V)
bezeichnet. Fiir k = 1 ist A*(V*) = V*. Fiir k = 0 setzt man A°(V*) := R
(b) Fiir Linearformen \1,...\; € V* setzt man A\ A ... A\, € AFV* fest durch

AMALLA )\k(vl, ce ,Uk) = det()\i(vj))lgi,]ék .
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(c) Sei(A1,...,A\,) eine Basis von V*. Fiir jedes geordnete k-Tupel I = (iy, ... i) aus {1,...,n},
d.h. 1 <4 <... < i <n, setze man

A=A A AN

i
Dann ist

{Ar| I ist geordnetes k-Tupel in {1,...,n}}

eine Basis von AFV*. Insbesondere ist

A*V* = {0} fir k>n und dimAkV*:<Z> fir 0<k<n.

(d) Fiir k = n ist also A"V* 1-dimensional und wird von A\; A ... A A\, aufgespannt.
(e) Fiir k =n — 1 ist A" 1V* n-dimensional und wird von
Wi=MA...ANA...AN, fiiri=1,...,n

aufgespannt. Der Hut auf \; bedeutet wie immer, dass dieser Faktor ausgelassen wird.

7.28 Bemerkung. Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n und 0 < k,I < n. Dann gibt
es genau eine bilineare Abbildung

A ARV ATV 5 ARV (0 0) s w Ao

so, dass gilt: ist w =AM A ... A X fir A, ) A € Viund 0 = pg Ao A g fir pg, ..., € V'
so ist
WAT=MA L AXNAULA oA . (%)

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt, da () die Abbildung A auf einer Basis von A¥V* x A'V* festlegt.
Die Existenz wurde in den Ubungen gezeigt. O

7.29 Bemerkung. Die Abbildung A wird als dufleres Produkt, Dachprodukt oder Keil-
produkt bezeichnet und hat die folgenden Eigenschaften:

(1) (w1 A UJQ) ANwg = w1 A (u}g A w3)
(2) Fiir w € AFV* und 0 € A'V* ist

who=(-1)"oArw.

Das Dachprodukt A macht

n

@ AFV*

k=0

zu einer Algebra, der sogenannten dufleren Algebra oder Graimann-Algebra von V.

7.30 Definition. Differentialformen

Sei U C R™ offen und 0 < k < n. Eine Differentialform der Ordnung k (kurz k-Form) ist
eine Abbildung

. k *
w:U— A TU;,
peU

so dass fiir alle p € U
w(p) € A" TU;;

gilt.
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7 Differentialformen

7.31 Bemerkung. (a) Seien x = (x1,...,2,) die kanonischen Koordinaten auf U C R". Wir
wissen bereits, dass (dz1,...,dr,)|, eine Basis von TU; ist und mit Bemerkung 7.27 (c)
bilden

dzy =dx;, A...Adwxj,, I ist geordnetes k-Tupel aus {1,...,n},

fir jedes p € U eine Basis von AkTU;. Also gibt es zu jeder k-Form w auf U eindeutig
bestimmte Funktionen a; : U — R, so dass gilt

w= Zal(x) dzy.
1

Es heifit w glatt (stetig, usw.), falls die Koeffizientenfunktionen a; es sind.

(b) Oft wéhlt man auch die alternative Darstellung
~ 1
W= Z o Qiyowiy () dgy A+ - Aday,
i1 ey =1

in der man {iiber alle k-Tupel summiert und nicht nur {iber die geordneten. Man verteilt
also das Gewicht a; gleichméBig auf alle Permutationen des gordneten Tupels I. Die Koef-
fizienten a;,...;, (x) wechseln ihr Vorzeichen bei Vertauschung zweier Indizes.

(¢) Der Vektorraum der glatten k-Formen auf U wird mit £*)(U) bezeichnet.
Das bilineare Dachprodukt A : £8)(U) x EO(U) — £FHD(U) ist punktweise definiert

(wAo)(p) :==w(p) No(p)

und macht auch

zu einer Algebra.

7.32 Definition. Integration von k-Formen

Sei V. C R¥ offen und ¢ : V. — M C R" eine reguliir parametrisierte Untermannigfaltikeit. Sei
U C R” eine offene Umgebung von M und w eine glatte k-Form auf U. Man setzt dann fiir jedes
Kompaktum K C M

K e 1K)

Die k-Form w ordnet also dem Spat (D, ..., D) ,sein signiertes Volumen® zu.

Wir miissen wieder zeigen, dass die Definition nicht von der Wahl der Karte abhéngt. Sei also
7 :V — V eine orientierungserhaltende Umparametrisierung, so ist zu zeigen, dass fiir ¢ := por

/I(K)%(t)(Dw(t),--.,Dk@(t))dt=/ 1(K)w¢(8)(D195(3)7-~-7Dk95(5))d5
0 @

gilt.

7.33 Definition. Der Pullback von Differentialformen

Seien U C R" und V C R™ offen und f : V — U glatt. Sei 0 < k < nund w € E(k)(U). Der
Pullback (oder Riicktransport)von w unter f ist die k-Form f*w auf V', welche fiir ¢ € V und
&1, ..., & € TV, so definiert ist:

(frw)q(€r, - &) = wi(q) (Dfe(&1)s - Dfo(Er)) -
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Hier fasst man das Differential D f, in natiirlicher Weise als eine lineare Abbildung
qu : TVq — TUf(q)

auf, wobei die Verallgemeinerung auf (Unter-)Mannigfaltigkeiten durch

) d
&(0) = o (f 0 @)(0)
gegeben ist. Man nennt f, = Df : TV — TU auch den Push-forward.

7.34 Bemerkung. Nach Definition 7.4 (mit 7 =Id) ist fiir eine n-Form w = fdx; A ... A dzy,
auf U C R” fiir jedes Kompaktum K C U

/Kw:/Kf(x)dx

Mit obiger Notation des Pullbacks ist fiir eine k-Form w auf U und jedes Kompaktum K C M
und jede Karte ¢ : V. — M
/ w= / Yrw.
K e~ H(K)

Auf der rechten Seite steht hier das Integral einer k-Form iiber eine kompakte Teilmenge des R¥.

7.35 Bemerkung. Seien U C R*, V C R™ und f : V — U glatt. Dann gilt fiir jede k-Form
w=>Y ardrr auf U, dass f*w =) B;dys mit

— Zdet(AJ[(q)) ocf(f((J)) )
1

wobei Ajr(q) der I-J-Minor der n x m-Matrix

of;

?)
y; 1<i<n, 1<j<m

Alq) = (

ist. (D.h. streiche aus A alle Zeilen mit ¢ € I und alle Spalten mit j ¢ J um Aj; zu erhalten.)

0 0 -~ 0
I+ <8y] q> =Dfq, (8;1/] q) = ; aji(CI)aT%

0 0
a0 = (Pl (G o)

9 0
- et <f* (B l) (ayjk )

= oy | X e Z @i
J1 1 8:611 Jk k 8«Tzk

11=1

0
= Z (Z ajyiy (¢ ‘f(q) - ,%:1 ajkik(Q)aTik
23

‘Il k i1€l

Beweis. Mit

f(@)
ergibt sich

f(a)

f(q)> '
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7 Differentialformen

7.36 Lemma. Transformationssatz fiir Volumenformen

Seien U,V C R" und ® : V — U glatt. Dann gilt fiir jede n-Form w = adxy A ... A dz, auf U,
dass ®*w =bdxz1 A ... A dx, mit

b(q) = (a0 ®)(q) - det(DP(q)) -

Beweis.
0 0 d d
g = D), ((MM) = wla) <q>*8$1,... ,@M)
= a(®(q)) (dxy A ... A day) (Dq)(q)ail, e 7D¢(q>8§’n>
= a(P(q))det (DP(q)) - (dz1 A ... Adxy) (ail, ce Egn) :

=1

O

7.37 Lemma. Seien U C R", V C R™ und W € RP offen, f: V — U, g: W — V glatt, sowie
w,w1,ws € 5(k)(U), o€ 5(l)(U), a1, as € R. Dann gilt

(a) f*(oaawr + aows) = a1 ffwi + ag frws
(b) fflwno)=frwA fro
(c) g"f*(w) = (fog)"(w)

Beweis. Sei ¢ € V und p := f(q).

(a) f*(iwr + aswa) (&1, .-+, &) = (aqwr + aowa) (full, - -, fiér) = arwi(...) + agwa(...) =
= alf*wl(. . ) + a2f*w2(. . )
(b) Fiir k=1=1ist

frlwno)(&n) =wAo(fl; fun) = w(feb)o(fin) — w(fsn)o(f£) = ffwn fra(&n).

Firw=MA...AX;und 0 = pu A ... A ganz analog und dann mit (a) fiir alle w und o.
(c) Mit der Kettenregel ist (f o g)x = frgs also

(ng)*w<£1,...,§k) - w(f*g*gla"' 7f*g*§k) :g*f*w(kh'"agk) .
O

7.38 Definition. Seien V,V C R¥ offen und ¢ : V — M C R" eine reguldre parametrisierte
Untermannigfaltikeit. Eine Umparametrisierung 7 : V' — V heifit orientierungserhaltend, wenn
D7(p) : TV; = TV, es fiir jedes t € V ist, also wenn det(D7)(#) > 0 fiir alle £ € V.

7.39 Satz. Kartenunabhingigkeit des Integrals iiber k-Formen

Sei 7 : V — V eine orientierungserhaltende Umparametrisierung der regulir paramterisierten
Untermannigfaltikeit ¢ : R¥ 5V — M Cc R” und K C M kompakt. Dann gilt fir ¢ = ¢ o7 :
V — M und jedes w € £®)(U) mit U Umgebung von M, dass

/ Yw = / Pw.
e 1K) 1K)

68



Beweis. Sei ¢*w = a(t)dt; A ... A dt; dann ist

/ Fru = / ot 20 / (a0 7)(f) det(Dr(f)) df
F1(K) F1(K) F1(K)
det(gT)>0 / (ao7’)(t~) JT({?) dt~ Trafo:—Satz / Oé(t) dt
1 P (K)

“HK)
= / Prw.
1K)

Wir definieren nun das Analogon des totalen Differentials d : £0(U) — £M(U), f — df auch
fiir k-Formen.

O

7.40 Definition. Die duflere Ableitung

Sei U C R” offen und w € E¥(U), w = 3", ardzr. Man definiert dann die #uBere Ableitung
dw € E#+D(U) von w durch

dw = Z day A dxg
I|=k

also
- 8a1
dw = E g %dxj/\dxil/\.../\dxik.

dxy

day

7.41 Beispiel. (a) Fiir £ = 0 ist df genau das totale Differential und fiir £ = n gilt dw = 0
fiir alle w € £M(U).

(b) k=1: Sei w = Zl ajdxj, dann ist
]:
dw = Z Z % dz; A dzj = Z(Diaj — Djai> dz; A dzj .
i=1 j=1 v i<j

Fir n = 3 ist
dw = rot(a) - dS,

mit a = (a1, as,a3) € R3 und dem vektoriellen Oberflichenelement

—

dsS = (d.%'Q Adzs,drs Adzxy,dz; A d.l‘g) .
(¢) Fir k =n — 1 setzt man allgemeiner
4S; = (D) Vday AL Aday A ... A day,

und

dS = (dSy,...,dS,).

Da die dS; eine Basis von A""1TU, bilden, gibt es zu jeder (n — 1)-Form w genau ein
Vektorfeld a = (ay,...,a,) auf U, mit

w:Zn:aidSi ::a-dg.
=1
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7 Differentialformen

Es ist nun

do = Y3 Djaida; A (-1 dey A A dzi AL A day,
i=1 j=1

= (Z 8a¢> dzi AL A dx,, = div(a)dV,
i=1

wenn man mit dV := dzy A ... A dx, das Volumenelement bezeichnet.

7.42 Satz. Eigenschaften der dufleren Ableitung

Sei U C R" offen, w,wq,wy € S(k)(U) und o € S(Z)(U), V C R™ offen, f : V — U glatt und
a1, a2 € R. Dann gilt

(a) d(aiwi + asws) = ardwi + agdws
() dwA o) =dwAo+ (-1)kwAdo
(c) d(f*w) = f *(dw)

(d) d(dw) =

Beweis. Man rechnet alle Behauptungen einfach nach. Zu (d) findet man, dass fiir w = adzy

oa
d(dw) = d |3 B - daj Adzg ZZ 8:1:1 8% day A daj A day
7j=1 =1 j=
%a %a
= — dz; A dzj A dzr = 0.
Z (8@6@ a$]’axl> i i o
<y
O
7.43 Definition. Geschlossene und exakte k-Formen
Sei w € ER(U).
(a) Die k-Form w heifit geschlossen, wenn dw = 0 ist.
(b) Die k-Form w heifit exakt, wenn w = do fiir ein o € EF-D(U) ist.
7.44 Bemerkung. Mit Satz 7.42 (d) ist jede exakte Form geschlossen.
7.45 Satz. Lemma von Poincaré
Sei U C R™ sternférmig und w € £#)(U) geschlossen. Dann ist w bereits exakt.
Beweis. Ahnlich zum Fall £ (U) in Satz 7.21 (siehe z.B. Forster, Seite 229). O

7.46 Warnung. Fiir w € E®)(U) mit dw = 0 gilt nicht mehr:
U einfach zusammenhéngend = w exakt.

Jetzt muss man nicht nur geschlossene Wege, sondern auch geschlossene k-Mannigfaltigkeiten auf
einen Punkt zusammenziehen kénnen.

Beispielsweise ist R? \ {0} zwar einfach zusammenhingend, aber S? C R3\ {0} lit sich nicht
stetig auf einen Punkt zusammenziehen.
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8 Der Satz von Stokes

8.1 Definition. Orientierung

(a) Eine Orientierung o auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R”™ ist eine Fa-
milie von Orientierungen (op)pen auf (T, M) so, dass gilt:
Fiir jedes p € M existiert eine Umgebung U von p in M und eine Karte ¢ : V — U C M,
V C RF offen, so dass (D1¢(t), ..., Dyp(t)) fiir alle t € V eine positiv-orientierte Basis von
Tgo(t)M ist, d.h. (D1p(t),..., Drep(t)) € Op(t)-

(b) Eine Untermannigfaltigkeit M C R™ heifit orientierbar, wenn es eine Orientierung o auf
M gibt.

8.2 Beispiel. (a) Sei K C R"™ ein Kompaktum mit glattem Rand M = 0K und v : M — R"
das duflere Einheitsnormalfeld. Dann ist M orientierbar und es gibt genau eine Orientierung
o auf M, die Folgendes erfiillt: fiir p € M und eine Basis (&1,...,&,—1) von T,M ist

(&1,....6n—1) €0p = (v(p),&,...,En—1) ist positiv orientiert in R™ .

Wir verwenden immer die Standard-Orientierung von R"™, bzgl. derer die kanonische Basis
positiv orientiert ist.

Beweis. Sei o : V. — U C M eine Karte mit p € U und V zusammenhéingend. Dann
ist mit A(t) = (v(e(t)), D1p(t),...,Dn_1p(t)) wegen der Stetigkeit entweder detA(t) >
0 fiir alle t € V oder detA(t) < O fiir alle £ € V. Im ersten Fall definiere o,y durch
(D1¢(t), ...y Dp—1p(t)) € 0y(1)- Im zweiten Fall ersetze ¢ durch ¢ : V — U mit V = {z €
RF ’ (—xl, X2, ... ,.Tn_l) € V} und (ﬁ(t) = (p(—tl, to, ... ,tn_l) . O

(b) Das Mobiusband ist nicht orientierbar:

Ry s SR

g LTSS

L] D%
[T $’

8.3 Bemerkung. Existenz orientierter Atlanten

Sei (M, o) eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es einen Atlas von
Karten {¢; : V; — U}, so dass fiir alle Kartenwechsel 7;; = gofl o @; gilt det(D7;;) > 0.

Beweis. Sei {¢; : f/Z — U;} ein Atlas mit V; C Rk zusammenhéngend. Nun ist entweder Dg;(t) :
(R¥, 0g1q4) — (Ts4) M, 0p(1)) fiir alle t € V; orientierungserhaltend oder -umkehrend. Im ersten

Fall setze V; = V; und ¢; = @;. Im zweiten Fall setze V; = {t € RF|(~ty,ta... 1) € ‘72} und
wi(t) = Pi(—t1,ta, ..., tr). Damit ist {¢; : V; — U;} ein Atlas positiv orientierter Karten. Weil
die Verkniipfung orientierungerhaltender Isomorphismen wieder orientierungserhaltend ist, folgt,
dass DT;(t) : (RF, 05q) — (R¥, 0g4q) orientierungstreu ist. dJ

8.4 Definition. Das Integral iiber k-Formen

Sei U ¢ R™ offen und w € £®). Sei M C U eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, o eine
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8 Der Satz von Stokes

Orientierung auf M und K C M ein Kompaktum. Man wéhle nun einen positiv-orientierten Atlas
{¢i : Vi = U;} von M und eine (U;) untergeordnete Zerlegung der Eins («;). Dann ist

m
Jw=3 [ aw,
K i=1 /Ui

wobei o; w € £F)(U) kompakten Triiger hat und durch

/aiw:/ 05 G W

7 T

gegeben ist.

8.5 Bemerkung. Man priift wieder leicht nach, dass die Definition unabhéngig von dem positiv-
orientierten Atlas und der Zerlegung der Eins ist. Dabei verwendet man, dass detD7;; = |det D75
fiir alle Kartenwechsel gilt.

8.6 Definition. Randpunkte von Untermannigfaltigkeiten

Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und K C M kompakt. Man nennt p € M
einen Randpunkt von K relativ zu M, wenn gilt: fiir jede Umgebung U C M von p ist

UNK#0 und UN(M\K)#0.

8.7 Definition. Randadaptierte Karten
Ein Kompaktum K C M hat glatten Rand, wenn gilt: Jeder Randpunkt p € 0K besitzt eine
Umgebung U C M mit einer Karte ¢ : V — U, fiir die mit Hy, := {t € R* |#; < 0} gilt:

(i) o VNH)=UNK

(ii) o(VNOHE) =UNoK

Man nennt eine solche Karte randadaptiert um p.

H, A IRk U M

SN

8.8 Bemerkung. Sei (M, 0) eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und
K C M ein Kompaktum mit glattem Rand C' = K. Dann gilt

(a) C ist eine (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(b) Auf C wird durch randadaptierte Karten eine Orientierung oc definiert: Ist p € C und
¢ : V — U randadaptiert um p, so ist 0H;, = R¥~! und es definiert ¢ : VN OH, - UNC
eine positiv orientierte Karte.

8.9 Theorem. Der Satz von Stokes

SeiU C R*"offen, 1 <k <nund w € E(kfl)(U). Sei M C U eine orientierte k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und K C M ein Kompaktum mit glattem Rand 0K. Es trage 0K die

induzierte Orientierung. Dann gilt:
/ dw = / w.
K oK
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8.10 Bemerkung. (a) Ist M = U, also k = n und w = 3. a;dS; € £~V (U), dann gilt mit

a= (al,...,an)
/ w:/ (@,v)yds
oK 0K

wobei K C U und v : 9K — R" das #ufiere Einheitsnormalenfeld ist (vgl. Ubungen). Da
aber dw = div(a@)dV ist, folgt der Satz von GauB als Spezialfall des Stokesschen Satzes,

/Kdiv(c?)dV—/de—/aKw—/aK(d’,u)dS.

(b) Im Falle n = 3 und k = 2 sei w = (@,-). Dann ist dw = rot(a@) - dS. Fiir eine orientierte
Fliche M C R? und ein Kompaktum K C M mit glattem Rand C = 0K gilt dann der
,klassische Satz von Stokes“:

/K(rot(d’),y>d5:/Krot(cT)-dgz/de:/aKw:/C(d’,T>dS,

wobei 7 das Einheitstangentenfeld an die Kurve C' ist.

(c) Ist die k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R™ selbst kompakt, so ist M = () und
der Satz von Stokes besagt: Fiir alle w € EF=1(U) ist

/ dw=0.
M

Das Integral einer exakten Form iiber eine Mannigfaltigkeit ohne Rand verschwindet also
immer.

8.11 Bemerkung. Wir haben also fiir den R? die folgende Ubersetzung in die Sprache der
Vektoranalyis,

eomy L o L oy 4L 0@
) ) ) )
w=f w=(d,-) w=a-dS w=fdV
{ { { {
coWRr) M om0 co@ry W co@R).

Wir beweisen nun den Satz von Stokes mit Hilfe des folgenden Lemmas, dessen Beweis spéter
nachgereicht wird.

8.12 Lemma. Sei V C R offen und w € £*~1 (V) mit kompaktem Triiger in V. Dann gilt

/ dw = / w.
VNHy VNOH
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8 Der Satz von Stokes

Beweis. des Satzes von Stokes:
Uberdecke K C M mit randadaptierten Karten ¢; : V; — U;, @ = 1,...,r. Wihle eine (U;)
untergeordnete Zerlegung der Eins (a;). Dann ist

Jom 2 e =2 [ o =3 [ atan

Mit Lemma 8.12 ergibt sich

T

,
dw = / d(¢; aw) = / i (aw) = / aw:/ w.
/ Z ViNHy, e Zl ViNOHy ! ’ ; U;NOK ' 0K

O
Beweis. von Lemma 8.12
Betrachte die Karte
G RF! 0H; C Rk, ($1y--58Kk-1) = (0,81,...,8k_1) -
Jede (k — 1)-Form w auf V kann man schreiben als
k —~
w = Zadej ZCL] ] 1dt1/\ /\dtj/\.../\dtk.
Es ist also
/ w = Brfw = / wg(s)(Bee1, ..., Breg—1)ds = / a1(0,s)ds.
8Hk RE—-1 RE-1 Rk—1
Andererseits ist
0
dw = divadV = Z | Lt A A
Da a kompakten Tréger hat, folgt mit dem Haupsatz
B 8(11
dt; = 0,t,...,1
8t1() 1 al( s U2, ) k)
und © g
aj .
_ooa—tj(t)dtjzo fir j > 2.
Fubini liefert dann
0
991y 4 — / ( b, )dt1> dt = / a1(0,s) ds
Hy, oty Rk-1 o Ot1 RF-1
und entsprechend
8aj
—(t)dt = 0 fiir j > 2
m, Otj
Insgesamt ist also
/ dw—/ div( )dt:/ al(O,s)dS:/ w
Hk Hk RF—1 aHk
O
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8.13 Bemerkung. Der Hodge-Isomorphismus

Sei (V,(-,-)) ein orientierter n-dimensionaler euklidischer Raum. Dann definiert man den Stern-
oder Hodge-Isomorphismus
w0 ARV — ARy

wie folgt. Fiir jede positiv-orientierte Orthonormalbasis (v1,...,v,) setze
kW (Vg1 - Un) = w(V1,...,0k) .

Diesem Isomorphismus liegt zugrunde, dass das Skalarprodukt einen Isomorphismus von Vektoren
und Formen liefert:
Vovmw=(v,)eV"

und mit Multilinearitat
Ve YT

Es gilt

also von A" FV* nach AFV*
*—1 _ (_l)k(n—k) % .

Die #uBlere Ableitung d : £ — £*+1) kann dann zur Coableitung umgedreht werden,
§:EW — gt= 1§ = (—)MH g st
im Diagramm

ek 4o okt

gn—k) DY o(og1)

Mit Hilfe der Coableitung kann man schliellich einen Laplace-Operator auf k-Formen definieren,
den Laplace-Beltrami-Operator,

Ag®) 5 e®) T A=ds+ad.
Die Formen im Kern von A heifilen harmonische Formen und sind Gegenstand der Hodge-Theorie.

Als Einstieg in weiterfithrende Literatur sei hier noch das Buch Vektoranalysis von Klaus Jénich
empfohlen.
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