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Einleitung

Dieses Skriptum ist eine Ausarbeitung der Vorlesung Analysis 1 im Sommerseme-
ster 2020 und wird laufend aktualisiert. Im Wesentlich wird dieses Skriptum eine
Neuauflage des Skriptums von Thomas Markwig aus dem Sommersemester 2017
sein. Ich werde an einigen Stellen einige zusétzliche Anmerkungen einfiigen, um das
Selbststudium zu erleichtern. Bei Tippfehlern oder Unklarheiten kontaktieren Sie
mich bitte gerne.

An dieser Stelle mochte ich meinem Kollegen Thomas Markwig fiir die Bereitstellung
der TeX-Dateien des alten Skripts ganz herzlich danken.

Einleitung von Thomas Markwig zur alten Auflage

Die vorliegende Ausarbeitung zu den Vorlesungen Analysis 1 und 2 im Sommer-
semester 2017 und Wintersemester 2017/18 wird im wesentlichen wiedergeben, was
wahrend der Vorlesung an die Tafel geschrieben wird. Einige wenige Abschnitte wer-

den ausfiihrlicher sein. Die Ausarbeitung ersetzt somit in keiner Weise ein Lehrbuch.



EINLEITUNG

Hinweise zur Benutzung dieses Skriptes

Dies ist eine ungewohnliche Vorlesung. Fiir mich ist es die erste Vorlesung, die

(zumindest vorerst) online stattfindet und nicht auf traditionelle Art und Weise.

Dies erfordert von Thnen ein horeres Mafl von Selbststéindigkeit beim Erlernen des

Stoffes. Ich mochte daher hier einige Hinweise zum Lesen des Skriptes geben.

Lesen Sie langsam und genau. Ein Skriptum liest sich nicht wie eine Zeitung
und ein mathematisches Skriptum erst recht nicht. Lesen Sie erst weiter, wenn
Sie einen diskutierten Sachverhalt wirklich genau verstanden haben.

Machen Sie sich die mathematische Sprache und Denkweise so friih wie méglich
zu eigen. Sie mag einem am Anfang wie unotige Pedanterie erscheinen. Sie ist
aber notwendig, um mathematische Aussagen prizise zu formulieren und zu
beweisen.

Uberlegen Sie sich Beispiele. Belegen Sie Definitionen und Sétze mit Beispielen
verschiedenster Art. Das wird Thnen helfen, ein Gefiihl fiir einen Begriff oder
Sachverhalt zu geben. Ich werde an einigen Stellen im Skript auch Hinweise
dafiir geben.

Lernen Sie konsequent mit. Es passiert in der Mathematik unglaublich schnell,
dass man nicht mehr mitkommt. Gerade die ersten Wochen erfordern einiges
an Anstrengung. Starten Sie sofort damit, das Skript zu studieren und bleiben
Sie stets am Ball.

Studieren Sie alternative Literatur, die Sachverhalte aus einer anderen Perspek-
tive erkldrt. Zu Kapitel 1 empfehle ich das Buch [SS18]. Besuchen Sie auch die
im Literaturverzeichnis angegebene Webseite und die darin geteilten Videos.



KAPITEL 1

Grundlegende Begriffsbildungen

Wir beginnen damit, grundlegende Begriffe einzufiithren und zu besprechen, die fiir

alle mathematischen Disziplinen gleich wichtig sind.

§ 1 Etwas Logik

Wie alle Wissenschaftler versuchen auch die Mathematiker Aussagen iiber die Ob-
jekte ihrer Forschungsarbeit aufzustellen und als wahr nachzuweisen. Anders aber
als etwa in den Naturwissenschaften werden die zu untersuchenden Objekte nicht
von auflen an die Mathematiker herangetragen, vielmehr schaffen sie sie sich selbst
durch die Vorgabe sogenannter Aziome. Wie hat man dies zu verstehen? Was ist ein
Axiom? Was heifit es, eine Aussage als wahr nachzuweisen? Und was eigentlich ist

eine Aussage?

Nun, sobald wir uns auf eine Sprache geeinigt haben, in der wir uns versténdigen
wollen, sind wir in der Lage, Sdtze zu bilden, Sitze, wie etwa (in unserer Alltags-
sprache)

“Dieser Satz enthalt fiinf Worte.”
oder
“Lose die folgende Aufgabe.”

Ein solcher Satz stellt eine Aussage in unserem Sinne dar, wenn wir entscheiden
kénnen, ob er wahr oder falsch ist. Geméafl dieser Konvention ist der erste der obigen
Satze eine — wahre — Aussage, wihrend beim zweiten Satz, einer Aufforderung, die
Frage nach wahr oder falsch wenig Sinn ergibt. Er ist mithin keine Aussage. Wir
halten fest:

Aussagen erkennen wir daran, dass ihnen ein Wahrheitswert zugeord-

net ist, w fiir wahr oder f fiir falsch.

Im folgenden werden wir als Platzhalter fiir Aussagen meist Grolbuchstaben ver-
wenden: A, B, C,....

Eine Aussage als wahr nachzuweisen, soll bedeuten, dass wir sie durch logische
Schliisse auf andere, uns als wahr bekannte Aussagen zuriickfithren. Nehmen wir

etwa den folgenden Satz:
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A : Der Bundesprésident ist stets mindestens vierzig Jahre alt.

Wir stellen zunéchst einmal fest, dass es sich um eine Aussage handelt — und zwar
um eine wahre Aussage, wie wir aus Artikel 54 des Grundgesetzes ableiten. Dort
namlich finden wir zur Wahl des Bundesprésidenten folgende Aussage:

B : Waihlbar ist jeder Deutsche, der das Wahlrecht zum Bundesta-

ge besitzt und das vierzigste Lebensjahr vollendet hat.

Weil nun das Grundgesetz giiltig ist, ist Aussage A wahr. Wir haben Aussage A also

auf eine uns bekannte wahre Aussage zuriickgefiihrt.

Dass die von uns aus dem Grundgesetz zitierte Aussage B ihrerseits wahr ist, 148t sich
nicht weiter auf andere Aussagen zuriickfithren. Vielmehr handelt es sich hierbei um
eine Festlegung des Gesetzgebers, der das Gesetz erlassen und damit diese Aussage
fiir wahr erklart hat.

Eine Aussage, der der Wahrheitswert w schlicht durch Festlegung zu-

gewiesen wurde, nennen wir ein Aziom.

Man kann in diesem Sinne das Grundgesetz als eine Sammlung von Axiomen, oder
ein Axiomensystem, auffassen — auch wenn der Vergleich in mancher Hinsicht hinken

mag.

Eingangs haben wir erklart, dass die Mathematiker sich die Welt, die sie untersu-
chen, und ihre Objekte selbst erschaffen. Sie tun dies, indem sie sich einige wenige
Aussagen als Axiome vorgeben und sodann studieren, was sich aus diesen durch lo-
gisch korrekte Schliisse ableiten 148t. Freilich, so wie der Gesetzgeber seine Gesetze
nicht willkiirlich erlafit, so wihlen auch die Mathematiker die Axiome, die sie sich
vorgeben, mit Bedacht, das heifit, mit dem Ziel, interessante Strukturen zu gewin-
nen — und die vielfdltigen Anwendungen zeigen, dass die Mathematiker bei diesem
Vorhaben nicht nur sehr kreativ, sondern auch sehr erfolgreich gewesen sind. Immer
wieder haben sie sich von Fragestellungen der Alltagswelt inspirieren lassen, haben
die Probleme auf wenige Kernpunkte reduziert und in ein (mathematisches) Modell
iibersetzt. Dabei bedeutet letzteres nichts anderes, als dass man die zu benutzen-
de Sprache und die geltenden Axiome festlegt und dass man die Fragen in dieser
neuen Sprache formuliert. Die Stérke dieser Modellbildung besteht nun darin, dass
man innerhalb des Modells exakt und ohne Wenn und Aber feststellen kann, ob
eine Aussage wahr ist oder nicht. Wahr ist sie stets dann, wenn sie durch eine ganze
Reihe logisch korrekter Schliisse aus den vorgegebenen Axiomen hervorgeht. Wann
aber ist denn eine Aussage aus einer anderen durch einen logisch korrekten Schiufs
hervorgegangen?

Bevor wir uns dieser Frage erneut zuwenden, wollen wir kldren, wie man aus gegebe-
nen Aussagen iiberhaupt neue Aussagen gewinnen und so das Arsenal an Aussagen

erweitern kann.
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Eine ganz natiirliche Moglichkeit ist die Verneinung oder Negation einer Aussage,
etwa

—A : Der Bundesprésident ist nicht stets mindestens vierzig Jahre
alt.

Wir wollen generell die Negation einer Aussage X mit dem Symbol —X bezeichnen,
und es sollte gelten, wenn X wahr ist, so ist —X falsch, und umgekehrt. Das heif3t
insbesondere, der Wahrheitswert von —X héngt nur vom Wahrheitswert von X ab.
Dies erlaubt es uns, den Wahrheitswert von —X in Abhéngigkeit des Wahrheitswertes
von X in einer Tabelle festzuhalten:

X | =X
w| f
f| w

Aus unserer Alltagssprache sind wir es gewohnt, mehrere Aussagen in auflistender
Weise durch das Wort “und” miteinander zu verbinden. Betrachten wir etwa die

folgenden Aussagen

C : Waihlbar sind nur Deutsche, die das Wahlrecht zum Bundestag
besitzen.

sowie

D : Wahlbar sind nur Deutsche, die das vierzigste Lebensjahr
vollendet haben.

Man erkennt unschwer, dass die Verkniipfung der Aussagen C und D durch “und”
inhaltlich mit unserer obigen Aussage B {ibereinstimmt, und man spricht von der
Konjunktion von C und D. Auch hier wollen wir wieder eine symbolische Schreib-
weise einfiithren. Sind X und Y zwei Aussagen, so schreiben wir fiir “X und Y” auch
XAY. Wenn nun XAY wieder eine Aussage ist, so muf ihr auch ein Wahrheitswert
zugeordnet sein. Dabei sollte wohl X/\Y nur dann wahr sein, wenn sowohl X als auch
Y wahr sind. Wir kénnen den Wahrheitswert von X /A'Y also wieder in Abhéngig-
keit von den Wahrheitswerten von X und Y in einer Tabelle, auch Wahrheitstafel
genannt, festhalten.

XAY

o= 28| X
- S o<
o o S >

Ebenso ist uns aus unserem alltdglichen Gebrauch ein weiteres Bindewort bekannt,
“oder”, welches wir hier instrumentalisieren wollen. Sind X und Y wieder Aussagen,
so werden wir gewohnlich X V'Y statt “X oder Y” schreiben. Die so entstandene
neue Aussage nennt man die Disjunktion von X und Y, und damit sie wahr ist, soll

es uns reichen, dass eine der Aussagen X und Y wahr ist. Dies fiihrt zur folgenden
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Wahrheitstafel:

o 3 2| X
- S o<
-8 2|

Man beachte, dass oder hier nicht das ausschlieBende entweder oder ist! Die Aussage
etwa, dass die Kinder unserer Bundestagsabgeordneten stets die deutsche oder eine
andere Staatsangehorigkeit haben, ist wahr, weil sie nicht ausschliefit, dass sie die

deutsche und eine andere Staatsangehorigkeit haben.

Aufgabe 1.1

a. Wie wiirde eine Wahrheitstafel fiir das ausschlieende entweder oder aussehen?

b. Konstruieren Sie das ausschlieBende entweder oder mittels der bis hierhin ein-
gefithrten Operationen.

Im Absatz zur Konjunktion heifit es, daf§ die Aussage B mit der Konjunktion der
Aussagen C und D inhaltlich {ibereinstimme. Sprachlich sind beide Aussagen aber
deutlich verschieden. Anstatt sie gleich zu nennen, wollen wir deshalb nur davon
sprechen, dass B und C A D gleichwertig oder dquivalent sind. Dies soll zum Aus-
druck bringen, dass sie den gleichen Wahrheitswert besitzen. Gehen wir einen Schritt
weiter, so kénnen wir eine neue Verkniipfung zweier Aussagen X und Y einfiihren, die
Aquivalenz von X und Y, in Symbolen X & Y. Sie soll genau dann wahr sein, wenn X
und Y den gleichen Wahrheitswert besitzen. Dies fithrt zu folgender Wahrheitstafel:

XY |X&Y
W | W W
w| f f
flw f
f|f w

Beispiel 1.2

Die Aquivalenz folgender beider Aussagen ist wahr:
A : Ich wohne in Berlin.
B : Ich wohne in der bevolkerungsreichsten Stadt Deutschlands.

Ein kurzer Blick auf die bislang eingefithrten Operationen zur Gewinnung neuer
Aussagen aus gegebenen zeigt, dass die Wahrheitswerte der neuen Aussagen stets
allein von den Wahrheitswerten der gegebenen Aussagen abhéngen, und nicht von

deren konkretem Inhalt.

Wir erlauben uns deshalb, eine letzte Verkniipfung von Aussagen, die Implikation,

dadurch einzufiihren, dass wir bei gegebenen Aussagen X und Y den Wahrheitswert
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der Aussage “X impliziert Y” oder “wenn X, dann Y”, in Zeichen X = Y, festlegen:

XY | X=Y

W | W W

w| f f (1)
flw w

f|f w

Die Wortwahl legt nahe, dass die Aussage X = Y es erlaubt, aus der Wahrheit von
X Riickschliisse auf die Wahrheit von Y zu ziehen. Dies kommt auch in den ersten
beiden Zeilen der Wahrheitstafel zum Ausdruck, wird aber noch deutlicher, wenn
wir zeigen, dass die Aussagen X = Y und =X V'Y zueinander dquivalent sind. Ist
dann nédmlich X wahr, so ist —X falsch. Damit =X V'Y wahr sein kann, mufl mithin
Y wahr sein. Dies 148t sich so interpretieren, dass sich bei wahrer Aussage X und
korrekter Implikation X = Y fiir Y nur die Moglichkeit ergibt, ebenfalls wahr zu

sein.

In dieser Weise werden wir die Implikation immer wieder anwenden. Wir werden mit
einer wahren Aussage starten und mittels einer logisch korrekten Argumentations-
kette Y aus X ableiten — sprich wir werden X = Y als wahr erweisen. Damit haben

wir dann zugleich die Wahrheit von Y bewiesen.

Die Giiltigkeit der behaupteten Aquivalenz leiten wir durch eine Betrachtung der
Wahrheitstafeln her. Es reicht, festzustellen, dass die Werte in den Spalten von
X =Y und von =X V'Y iibereinstimmen:

XY = X|XVY|X=Y
w| w| f W w
w|f| f f f
flw| w W w
f| f| w W w

Beispiel 1.3

Tabelle (1) sei nun noch an zwei Beispielen illustriert:

a. Betrachten wir die beiden Aussagen
A : Ich wohne in Tiibingen.
B : Ich wohne in Deutschland.
Dann ist die Aussage A = B immer wahr. Die Aussage B = A ist jedoch nicht

immer wahr.

b. Ist A eine Aussage, die stets falsch ist, zum Beispiel
A 0=1,
dann besagt Tabelle (1), dass die Aussage A = B immer wahr ist, egal ob B
wahr oder falsch ist. Diese Tatsache ist auch unter dem Ausspruch aus Falschem
folgt Beliebiges bekannt.
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Wir halten fest:

Der Wahrheitswert der Implikation X = Y bewertet nur die Korrekt-
heit des Schlielens, nicht jedoch die Wahrheit der Aussagen X und Y.

Es sei deshalb jedem ans Herz gelegt, die Voraussetzungen, auf die er seine Aussagen

griindet, genauestens auf ihren Wahrheitsgehalt zu priifen! Sonst niitzt auch noch

so sauberes Schlieflen gar nichts.

Wir wollen den eingefiihrten Begriffsapparat nun an zwei Beispielen testen, die uns

einige wichtige Erkenntnisse liefern werden.

Beispiel 1.4

Es seien X und Y zwei Aussagen.

a. Wir haben bereits bei der Definition der Aquivalenz davon gesprochen, dass

X & Y bedeuten solle, dass “X genau dann wahr ist, wenn Y wahr ist”. Dies

wollte verkiirzt ausdriicken, “wenn X, dann Y” und “wenn Y, dann X”. Wir
behaupten deshalb, dass die Aussagen “X & Y” und “(X = Y) A (Y = X)”

dquivalent sind, mit anderen Worten, die Aussagen X und Y sind genau dann

dquivalent, wenn Y aus X folgt und umgekehrt.

Diese Tatsache werden wir immer wieder verwenden, wenn wir die Aquivalenz

zweier Aussagen beweisen wollen. Thre Giiltigkeit leiten wir wieder durch eine
Betrachtung der Wahrheitstafeln her.

XIYIX=2Y|Y=X]|(X=Y)A(Y=X) &Y
W | W w w w w
w| f f W f f
f|w w f f f
f|f w w w w

b. Die Aussagen “X = Y” und “—Y = —X” sind ebenfalls dquivalent, wie die

folgende Tabelle zeigt:

XY= X[7Y [ X=2Y|"Y=—X
w|w| f f W w
w|f| f|w f f
flw|w| f W w
f|f|lw|w w w

Man nennt diese Aquivalenz auch Kontraposition. Will man also zeigen, dass

eine Aussage X eine Aussage Y impliziert, so kann man statt dessen beide

Aussagen verneinen und zeigen, dass aus —Y die Aussage —X folgt.
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Kehren wir nun zu der Frage zuriick, wann eine Aussage Y aus einer Aussage X
durch einen logisch korrekten Schluf§ hervorgegangen ist. Bedeutet dies nur, dass
X = Y den Wahrheitswert w besitzt? Ja ... und nein! Ist X wahr und hat die
Implikation X = Y den Wahrheitswert w, so folgt unmittelbar, dass Y wahr ist. In
diesem Sinne gilt die Antwort ja. Aber damit haben wir das Problem nur verlagert,
da die Frage bleibt, wie wir priifen, ob X = Y denn wahr ist, ohne den Wahrheitswert
von Y zu kennen. Wir haben bereits weiter oben — sehr vage — angedeutet, dass wir
hierzu meist eine Kette von logisch korrekten und in sich schliissigen Argumenten
verwenden, und viel deutlicher wollen wir hier auch nicht werden. Im Verlauf der
folgenden Kapitel werden wir viele Beispiele dafiir sehen, wie eine Implikation durch
eine Reihe von Argumenten bewiesen — oder besser untermauert — wird; und es wird
sicher immer wieder vorkommen, dass Ihnen diese auf den ersten Blick nicht wirklich
schliissig vorkommen, dass es eines genaueren Hinsehens und vielleicht auch der
Ergénzung einiger Argumente bedarf, bis Thr der Kette das Pradikat logisch korrekt
und n sich schliissig verleihen wollt. Und das ist eine wichtige Erkenntnis, ob ein
Schluf} als logisch korrekt erkannt wird, héngt vom Betrachter ab. Und deshalb ist
die Frage, ob ein Schluf} logisch korrekt ist, weit mehr als nur die Frage, ob X = Y

wahr ist.

Beispiel 1.5
Hier nun einige mathematische Aussagen.

Jede gerade Zahl ist Summe zweier ungerader Zahlen.
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Jede gerade Zahl grofler zwei ist Summe zweier Primzahlen.

O 0 w >

Zu jedem Kreis 148t sich, nur mit Zirkel und Lineal, ein Quadrat konstruieren,
das den gleichen Flidcheninhalt hat.

E. Die Gleichung x™ + y™ = z" besitzt fiir n > 2 keine Losung mit positiven
ganzen Zahlen x, y, z.

F. Gegeben sei eine Ansammlung nicht-leerer Mengen. Dann 148t sich aus jeder

der Mengen ein Element auswéhlen.

Die Aussage A ist offensichtlich wahr, und auch die Aussage B ist richtig, allerdings
ist dies keine triviale Aussage. Sie mufl bewiesen werden. Die Aussage C ist die
bekannte Goldbachsche Vermutung aus dem Jahre 1742. Sie ist bis heute weder

bewiesen noch widerlegt.

Die Aussage D ist unter dem Begriff Quadratur des Kreises bekannt. Sie ist falsch,
was sich daraus ableiten ldft, dass die Kreiszahl 7t transzendent ist (Lindemann
1882). Umgangssprachlich sollte man also die Quadratur des Kreises nicht als Syn-

onym fiir etwas extrem Schwieriges verwenden, sondern fiir etwas Unmogliches.
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Die Aussage E hat jahrhundertelang als Fermatsche Vermutung die Mathematiker
beschéftigt. Sie wurde erst 1995 von dem englischen Mathematiker Andrew Wiles als
wahr nachgewiesen. Fiir den Beweis wurden modernste und tiefste mathematische

Methoden verwendet.

Die Aussage F, mochte man meinen, ist offensichtlich wahr, eher noch als Aussage A.
In gewissem Sinne ist diese Aussage jedoch weder beweisbar noch widerlegbar. Sie
ist im Axiomensystem der Mengenlehre von Zermelo und Fraenkel unabhéngig von
den anderen Axiomen. In der Tat kann man die Aussage F, die als Auswahlaziom
bezeichnet wird, als Axiom der Mengenlehre zulassen (was wir, wie die iiberwiegende
Zahl der Mathematiker, tun wollen) oder auch nicht. Da das Auswahlaxiom, wenn
iiberhaupt, so nur fiir sogenannte iiberabzéhlbare Ansammlungen strittig ist, sind
Zustimmung oder Ablehnung in dieser Vorlesung kaum von praktischer Relevanz. O

Wir wollen nun der besseren Ubersichtlichkeit halber in einer Bemerkung zusam-

menfassen, was wir bisher gelernt haben.

Bemerkung 1.6
a. Eine Aussage ist eine AuBerung, der eindeutig ein Wahrheitswert wahr (w)

oder falsch (f) zugeordnet ist.

b. Aus Aussagen X und Y konnen wir durch Anwenden logischer Operatoren neue
Aussagen bilden:

Symbol  Bedeutung Bezeichnung Alternative Beschreibung
—X nicht X Negation

XVY XoderY Disjunktion

XAY XundY Konjunktion

X=Y ausXfolgt Y Implikation  (—=X) VY und (—Y) = (—=X)

X&Y genaudann X, wenn Y  Aquivalenz X=Y)A(Y=X)

Neben Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen, sind Aussageformen oder Prddi-

kate wichtig.

Eine Aussageform ist eine AuBerung, die eine oder mehrere Variablen
enthélt und zu einer Aussage (d.h. wahr oder falsch) wird, wenn man

zuldssige Werte fiir diese Variablen einsetzt.

So ist etwa

a>b

eine Aussageform, die von den Variablen a und b abhéngt, fiir die wir die ganzen
Zahlen als zuléssige Werte ansehen wollen. Setzen wir konkrete Werte ein, so entsteht
eine Aussage, die wahr sein kann (z.B. fiir a =42 und b = 37) oder falsch (z.B. fur
a=2und b =4).
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Aussageformen werden in der Praxis haufig mit Quantoren gebraucht:

vV o “fir alle”.

d . “es existiert ein”.

Ji @ “es existiert genau ein”.
A . “es existiert kein”.

Ist P eine Aussageform, die von einer Variablen x abhéngt, so bedeutet:

Vx : P(x) : “fiiralle x gilt P(x)”,

dx : P(x) : “es gibt ein x, so dass P(x) gilt”.
Mit Hilfe der Quantoren haben wir aus den Aussageformen neue Aussagen gebildet.
Beispiel 1.7
Die Aussage

Vx,Vy,Vz,Vn : n>2=x"+y" #z".

ist fiir positive natiirliche Zahlen x, y, z und n die in Beispiel 1.5 formulierte Fer-

matsche Vermutung.

Wichtig ist das richtige Verneinen einer Aussage.
—(Vx: P(x)) & Ix : (—P(x)).

Die Verneinung der Aussage “fiir alle x gilt die Aussage P(x)” ist gleichbedeutend
mit “es gibt ein x, fiir das die Aussage P(x) nicht gilt”.

—(Ix : P(x)) & Vx : (ZP(x)).

Die Verneinung der Aussage “es gibt ein x, fiir das die Aussage P(x) gilt” ist gleich-
bedeutend mit “fiir alle x gilt die Aussage P(x) nicht” bzw. mit “fiir kein x gilt
die Aussage P(x)”. Ist P eine Aussageform, die von zwei Variablen x,y abhéingt, so
bedeutet:

Vx3dy : P(x,y) : “fiir alle x existiert ein y sodass P(x,y)” gilt.

IxVy : P(x,y) : “esgibt ein x, sodass fiir alle y P(x,y) gilt”.
Bemerkung 1.8
Beachten Sie, dass die Reihenfolge der Quantoren entscheidend fiir eine Aussage ist.
Die beiden genannten Aussagen sind nicht dquivalent. Uberlegen Sie sich das an

einem Beispiel.
Bei zwei Variablen verneint man wie folgt:

—(Vx3y : Plx,y)) & IxVy : (—P(xy)).
Ebenso gilt:

—(IxVy : Plx,y)) & Vx3Iy : (—P(x,y)).

Entsprechende Regeln des Verneinens gelten fiir eine beliebige endliche Anzahl von

Variablen.
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Bemerkung 1.9 (Griechisches Alphabet)

Es hat sich in der Mathematik eingebiirgert, neben den lateinischen auch griechi-
sche Buchstaben zu verwenden, um Objekte und Variablen zu bezeichnen, und das
werden wir immer wieder mal tun. Deshalb fiige ich hier das griechische Alphabet

an:

Ax| Bf Iy A b Eee |ZC H n ® 09
Alpha | Beta | Gamma | Delta | Epsilon | Zeta Eta Theta
I K k A A M un N v = & O o M=
Iota | Kappa | Lambda | My Ny Xi | Omikron Pi
P p >0 T Yv O o Xx| YU Q w
Rho | Sigma Tau | Ypsilon Phi Chi Psi Omega

Aufgaben

Aufgabe 1.10
Es seien X, Y und Z Aussagen. Zeigen Sie, dass die Aquivalenz der folgenden Aus-

sagen stets wahr ist.

a. Assoziativgesetze
o XVY)VZ & XV (YVZ).
o XAY)NZ & XAN(YNZ).

b.  Kommutativgesetze
e XVY — YVX
e XNY & YAX

c. Distributivgesetze
e XNA(YVZ) & (XAY)V(XAZ).
e XV(YNZ) & (XVY)A(XVZ).

d. De Morgansche Regeln
o —(XVY) & - XAY.
o —(XAY) & XV Y.
Aufgabe 1.11

a. Negieren Sie die folgenden Aussagen:
(i) Jedes Auto, das am Samstag um 9:00 auf dem Parkplatz parkte, war rot.

(ii) Mindestens ein Auto, das am Samstag um 9:00 auf dem Parkplatz parkte,

war rot.
(iii) Am Samstag um 9:00 parkten rote Autos auf dem Parkplatz.
(iv) Es gibt keine grofite ganze Zahl.

(v) Keine Regel ohne Ausnahme.
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Warum ist das Sprichwort ,Keine Regel ohne Ausnahme®“ in sich wider-
spriichlich?

b. Machen Sie sich anhand der Aufgaben (i)-(iii) die Wichtigkeit der korrekten
Verneinung deutlich.

c. Uberlegen Sie sich weitere Beispiele.

Aufgabe 1.12
a. Driicken Sie die folgenden Aussagen in Worten aus und, falls eine Aussage

falsch sein sollte, ersetzen Sie sie dabei durch ihre Negation.
i) VmelN,dneN: m=n+n,

(iil) dmeN,dneN: (m#n)A(m"*=n").

b. Driicken Sie die folgenden Aussagen in Symbolen aus:

(i) Zwischen je zwei verschiedenen reellen Zahlen gibt es eine weitere reelle
Zahl.

(ii) Es gibt keine grofite Primzahl in den natiirlichen Zahlen.
Aufgabe 1.13
Welche der folgenden Schlufolgerungen ist korrekt?
a. Falls es anfangt zu regnen, wird die Strafle naf}. Aber, da die Strafle nicht nass

werden wird, wird es auch nicht regnen.

b. Einige Politiker sind ehrlich. Einige Frauen sind Politiker. Also sind einige
weibliche Politiker ehrlich.

Aufgabe 1.14
Driicke die folgende Aussage in Worten aus:

VmeN,VnelN: m>n — dJlelN: m=n+L

Aufgabe 1.15 a. Negieren Sie die folgenden Aussagen:
(i) Zu jedem Vorschlag gibt es jemanden, der den Vorschlag kritisiert.

(ii) In manchen Hausern haben nicht alle Wohnungen flieBendes Wasser.

b. Beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:

(i) Jede ganze Zahl ist ein Vielfaches von drei.

(ii) Die Summe von je zwei ungeraden Zahlen ist gerade.
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§ 2 Mengen

Definitionsversuch 2.1 (Georg Cantor)
Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Ob-
jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die in einer

Menge zusammengefaiten Objekte nennen wir die Elemente der Menge.

Notation 2.2
a. Mengen angeben durch Auflisten der Elemente:

z.B.{1,2,5,3,4}
b. Mengen angeben durch Vorschreiben einer Eigenschaft:

z.B. {x | x ist eine natiirliche Zahl kleiner als 6}

c. Sei M eine Menge.
e x € M heifit “x ist Element von M”
o x & M heifit “x ist nicht Element von M”

d. {} und 0 bezeichnen die leere Menge, d.h. die Menge, die kein Element enthélt.

Definition 2.3 (Inklusionsrelationen)
Fiir zwei Mengen M und N definieren wir:

1) MCN &= (xeM =x€N) “M ist Teilmenge von N”
2) M=N &= (MCNANCM)
&— (xeM & xeN)
3) M#N & —(M=N)
& (AxeM : x¢N)V (IxeN : xgM))
4) M ;Cé N <—= (MCN A M#N) “M ist echte Teilmenge von N”

Beispiel 2.4
{1,2,5,3,4} = {x | x ist eine natiirliche Zahl kleiner als 6}.

b. {1,3}S(1,2,3}
C. {],2,]}:{],2}:{2,]}

d. 1¢{2,3},2 €23

Bemerkung 2.5 (Die Zahlbereiche)
Wir setzen die folgenden Mengen in unserer Vorlesung als bekannt voraus:

e IN={1,2,3,4,...} die Menge der natiirlichen Zahlen,

e Ny ={0}UN ={0,1,2,3,4,...} die Menge der nichtnegative ganzen Zahlen,
o 7 ={...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...} die Menge der ganzen Zahlen,

e )= {% ‘ P,qE€Z,qF# O} die Menge der rationalen Zahlen,

e R, die Menge der reellen Zahlen, d.h. der Punkte auf der Zahlengeraden.
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Man beachte:

NGEN &CZ S Q&R

Im Verlauf der Vorlesung werden wir viele bekannte Eigenschaften dieser Mengen

nochmals ausfiihrlich thematisieren.

Definition 2.6 (Operationen von Mengen)
Es seien M, N, P sowie M; fiir 1 € I Mengen.

a. MNN:={x|x e MAx & N} heilit der Durchschnitt von M und N.
b. MUN:={x|x € MV x € N} heiit die Vereinigung von M und N.

c. MA\N:={x|xe€ MAx ¢ N} heifit die Differenzmenge von M und N. Wir
sagen auch M ohne N.

d. M x N :={xy) | x € MAy € N} heilt das kartesische Produkt von M
und N. Dabei ist (x,y) ein geordnetes Paar, und fiir zwei geordnete Paare

(x,y), (u,v) € M x N gilt
xy)=(,v) — [k=uAy=v).
e. M und N heiflen genau dann disjunkt, wenn M NN = (), d.h. wenn sie kein

Element gemeinsam besitzen.

f. P=MUN = (P=MUN A MnNN=10().
Wir sagen dann, P ist die disjunkte Vereinigung von M und N.

Q. €e¢ 09

MUN
ABBILDUNG 1. Durchschnitt, Vereinigung, Differenzmenge, disjunkte Vereinigung

g [ieg Mi={x|x € My V1ie I} heiBt der Durchschnitt der M.
UiegMi=1{x|3iel : x € My} heilt die Vereinigung der M.

1. P:UiEIMi I<:> (P:UiEIMi /\ MlmMJZQVI,]GImItl#))
Wir nennen die (M;)ie; dann auch eine disjunkte Zerlegung von P, und wir
sagen, die M sind paarweise disjunkt.

Beispiel 2.7
Ist M ={1,2} und N ={e, 7, i}, so ist

M x N :{(1,6), (1>7T)a (LU) (2,6), (2>7T)> (231)}

Proposition 2.8 (Einfache Rechengesetze fiir Mengenoperationen)
Es seien M, N, P Mengen.

a. Assoziativgesetze
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e MUN)UP=MU(NUP).
e MNN)NP=Mn(NNP).

b. Kommutativgesetze
e MUN=NUM.
e MNN=NNM.

c. Distributivgesetze
e MN(NUP)=(MNN)U(MNP).
e MUNNP)=(MUN)N(MUP).

d. Identitétsgesetze
e MUJ =M.
e MCN =— MNN=M.

e. Komplementgesetze
e MCN = MU(N\M)
e MCN = Mn(N\M)

N.
0.

Beweis: a., d. und e. iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.
b. Es gilt:

MUN={x[xeMVxeN}'"F{x|xeNVxeM=NUM

und

MAN={x|xe MAxeN}'"L{x|xe NAxec M}=NnM.
c. Es gilt:

xe MN(NUP) & xeM A xeNUP

S xeM A (xeNV xeP)

&(XGM/\XGN) V (xeM N xe€P)
—xeMnNN V xeMnP
S xe(MNN)U (MNP

und

XxX€EMU(NNP) &<xeM V xeNNP
ESxeMV (xeN A xeP)

U xeMVxeN)A (xeM V xeP)
—SxeMUN AxeMUP
e xe (MUN)N(MUP).
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Bemerkung 2.9 (Paradoxon von Russel)

Man muf$ bei der Definition von Mengen mittels Figenschaften vorsichtig sein!
Betrachte die “Menge”

M ={X| X ist Menge N X & X}
aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten!

Angenommen, M wire eine Menge. Dann sind zwei Fille zu unterscheiden.

1. Fall: M ¢ M: Dann ist M eine Menge, die sich nicht selbst als Element
enthélt. Mithin gilt M € M aufgrund der Definition von M. Dies ist ein Wi-
derspruch.

2. Fall: M € M: Dann ist M eine Menge, die sich selbst als Element enthélt.
Mithin gilt M ¢ M aufgrund der Definition von M. Dies ist ebenfalls ein
Widerspruch.

Also kann keiner der beiden Fille auftreten, und wir haben insgesamt einen Wider-
spruch hergeleitet.

Fazit: M ist keine Menge! Auch die Menge aller Mengen gibt es nicht!

Aufgaben

Aufgabe 2.10 (De Morgansche Regeln)
Es seien M und M;, i € I, Mengen. Zeigen Sie die de Morganschen Regeln
M\ UM =M\ M
iel iel
und

M\ M =M\ M.

iel iel
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§ 3 Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir den fiir die Mathematik zentralen Begriff der Abbil-

dung einfiihren.

Definition 3.1 (Abbildungen)
Es seien M und N zwei Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von M nach N ist
eine eindeutige Zuordnung, die jedem Element x € M genau ein Element f(x) € N

zuweist. Wir werden den Begriff Funktion nur dann verwenden, wenn N = R ist.
Wir nennen M den Definitionsbereich von f und N den Ziel- oder Wertebereich.

Notation:

f:M— N:x— f(x).
Man beachte, aufgrund der Definition einer Abbildung, gilt fiir zwei Abbildungen
f:M— Nund g: X —Y:

f=g & M=XAN=YAVxeM: f(x)=g(x).

Beispiel 3.2
a. Die folgenden Bilder sollen den Begriff der Abbildung graphisch veranschauli-

] T ]

| — J—

chen:

Abbildung keine Abbildung keine Abbildung

b. f:INg — No:x x?und g: Z — INg : x — x?. Man beachte: f # g, da ihre
Definitionsbereiche nicht iibereinstimmen.

c. Sei f: M — N eine Abbildung und A C M. Dann heifit die Abbildung
fia: A — N:x— f(x)
die Finschrdnkung von f auf A.
d. Sei M eine Menge. Dann heifit die Abbildung
idy: M — M :x—x
die Identitdt auf M.

Definition 3.3 (Bilder und Urbilder)
Es sei f: M — N eine Abbildung, A C M und B C N.

a. Graph(f) :={(x,f(x)) | x € M} C M x N heifit der Graph von f.
b. f(A):={f(x) | x € A} C N heifit das Bild von A unter f.

c. Im(f):=f(M) C N heif3it das Bild von f.

d. f1(B):={x e M| f(x) € B} C M heiit das Urbild von B unter f.
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Beispiel 3.4
a. Wir betrachten die Abbildung f: R — R : x — x%.

Graph(f)

(6, (%))

ABBILDUNG 2. Graph(f) fir f: R — R : x — x?

Der Graph von f ist in Abbildung 2 zu sehen.
Fir A ={-1,0,1,2}ist f(A) ={0,1,4}.

Fiir B ={0, 1} ist f'(B) = {0,1,—1}.

e Fiir B’ ={—1}ist f'(B’) = 0.

e Im(f)={xeR|x >0}

b. Die Abbildung nf : Ny — Ny : x — x + 1 nennen wir die Nachfolgerfunktion.

Es gelten

Im(nf) =N
und
Vyelm(f) : nf '({y}) ={y—1.
Bemerkung 3.5 (Abbildungen und ihre Graphen)
a. Fiir zwei Abbildungen f: M — N und g: P — N gilt:
f=g <= Graph(f) = Graph(g).
b. Ist ' C M x N so, dass
VxeMdiyeN: (x,y)el]
dann gibt es eine Abbildung f: M — N mit I' = Graph(f).

Fazit: Man hidtte Abbildungen von M nach N auch als Teilmengen von M x N
definieren konnen, die die Bedingung in b. erfiillen. So wiirde man vorgehen, wenn
man die Mathematik ausgehend vom Begriff der Menge sukzessive aufbauen méochte.

Mit dieser Beschreibung sieht man iibrigens sehr schon, dafl es fiir jede Menge M
genau eine Abbildung f : ) — M gibt, und daB es fiir eine nicht-leere Menge M
keine Abbildung f: M — () geben kann.
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Definition 3.6 (Injektiv, surjektiv, bijektiv)
Es sei f: M — N eine Abbildung.

a. f heifit genau dann injektiv, wenn

Vx,x’ e M : f(x) =f(x') = x=x".
b. f heifit genau dann surjektiv, wenn
YVyeNdIxeM : f(x)=vy,
d.h. wenn Im(f) = N.

c. f heilt genau dann bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Bemerkung 3.7 (Injektiv, surjektiv, bijektiv)
Es sei f: M — N eine Abbildung.

a. Isty € N und x € M mit f(x) =y, so nennen wir x ein Urbild von y unter f.

b. Es gelten:
e fist injektiv = jedes y € N hat hdochstens ein Urbild.
o fist surjektiv & jedes y € N hat mindestens ein Urbild.

e f ist bijektiv jedes y € N hat genau ein Urbild.
injektiv nicht injektiv
‘ |
— — -
surjektiv nicht surjektiv bijektiv

Beispiel 3.8

a. Die Nachfolgerfunktion nf : Ny — Ny : x — x + 1 ist injektiv, aber nicht
surjektiv. Denn, x + 1 = nf(x) = nf(y) =y + 1 fiir x,y € Ny impliziert x =y,
und 0 & Im(f).

b. g:7Z — IN:x ~ x? ist nicht injektiv.
Denn, fir x =1 # —1 =y gilt g(x) = g(1) =1 = g(—1) = g(y).

c. Die Abbildung idy, ist bijektiv fiir jede Menge M.
Denn, fir y € M gilt idm(y) =y, so dass idp surjektiv ist, und fiir x,x" € M
mit idp (x) = idpm(x’) gilt x = x’, so dass idy injektiv ist.

d. Ist f: M — Nj injektiv, so ist die Abbildung M — Im(f) : x — f(x)
offenbar bijektiv.
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Definition 3.9 (Komposition von Abbildungen)
Seien f: M — N und g : N — P zwei Abbildungen. Die Abbildung

gof:M — P:x— g(f(x))
heifit die Komposition oder Verkettung von f und g.

Beispiel 3.10
Seien f:R — R:x+— x> und g: R — R:x+— x+ 1. Dann gilt

(gof)(x) =g(f(x) = g(x}) =x* +1

und
(fog)(x) =f(gx)) =f(x+1)=(x+1)?=x*+2x + 1.

21

Man beachte, dass die Abbildungen g o f und f o g nicht gleich sind, da (gof)(1) =

244 =(fog)(1).

Proposition 3.11 (Assoziativitit der Komposition)

Seten f: M — N, g: N — P und h: P — Q Abbildungen. Dann gilt

(hog)of=ho(gof).
Wir schreiben deshalb auch kurz hogof.

Beweis: Da die Definitions- und Zielbereiche der beiden Funktionen iibereinstim-

men, reicht es, die Abbildungsvorschrift zu iiberpriifen. Sei dazu x € M. Dann gilt

((hog)of)(x) = (hog)(f(x)) =h(g(f(x)) =h((gof)(x) = (ho(go)(x).

Dies zeigt die Behauptung.

Satz 3.12 (Bijektivitat = Existenz einer Umkehrabbildung)
FEs sei f: M — N eine Abbildung.

a. f ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung g : N — M ezistiert, so dass

gOfZidM undfog:idN.

b. Die Abbildung g in Teil a. ist dann eindeutig bestimmt und bijektiv. Wir nennen

sie die Inverse oder Umkehrabbildung von f und bezeichnen sie mit 7.

Bewelis:

O

a. 7&=": Wir wollen zunéchst zeigen, dass f surjektiv ist. Sei dazu y € N

gegeben. Setze x := ¢g(y) € M. Dann gilt

f(x) =f(g(y)) = (fo g)(y) =idn(y) = y.
Also ist f surjektiv.

Dann wollen wir zeigen, dass f injektiv ist. Seien dazu x,x’ € M mit

f(x) = f(x') gegeben. Dann gilt

x =idm(x) = (go f)(x) = g(f(x)) = g(f(x")) = (go f)(x') =idm(x) =x".

Also ist f injektiv.
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?==": Da f bijektiv ist, gibt es fiir jedes y € N genau ein Urbild x, € M
von y unter f, d.h. f(xy) =y. Wir definieren nun eine Abbildung
g:N—M:yrx,.

Dann gilt zundchst fiiry € N

(fog)(y) =f(gy)) =flxy) =y =idn(y).
Also ist fo g = idy.
Zudem gilt fiir x € M und y :=f(x) € N

f(xy) =y = f(x).

Da f injektiv ist, folgt daraus x = x,, und wir erhalten

(gof)(x) = g(f(x)) = g(y) = xy = x = idm(x).
Damit ist auch g o f =idy gezeigt.
b. Sei h: N — M eine zweite Abbildung mit hof =idy; und foh = idy. Dann
gilt firy e N

f(g(y)) = (fog)(y) =idn(y) = (foh)(y) = f(h(y)).

Da f injektiv ist, folgt mithin g(y) = h(y), und somit g = h. Die Eindeutigkeit
von g ist also gezeigt. AuBerdem ist g nach Teil a. auch bijektiv.

Beispiel 3.13
Die Abbildung f: R — R : x + 2x+1 ist bijektiv mit f': R — R:y— 3-y—1.
Denn fiir y € R gilt
- 1 1 .
und fiir x € R gilt

(f1of)(x) 2%-(27(—#1)—% =x = idg(x).

Die Behauptung folgt also aus Satz 3.12.
Proposition 3.14 (Injektivitiat, Surjektivitéit, Bijektivitdt unter Komposition)
Seien f: M — N und g : N — P zwei Abbildungen.

a. Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.

b. Sind f und g surjektiv, so ist g o f surjektiv.

c. Sind f und g bijektiv, so ist gof bijektiv.



§ 3. ABBILDUNGEN 23
Beweis: a. Seien x,x’ € M mit (go f)(x) = (go f)(x’). Dann gilt

g(f(x)) = (gof)(x) = (gof)(x) = g(f(x)).
Da g injektiv ist, ist f(x) = f(x’), und da f injektiv ist, ist auch x = x’. Also
ist g o f injektiv.
b. Seiz € P. Da g surjektiv ist, gibt es ein y € N mit g(y) = z, und da f surjektiv
ist, gibt es ein x € M mit f(x) =y. Die Surjektivitdt von g o f folgt dann aus
(gof)(x) = g(f(x)) = gly) = z.
c. Wegen a. ist g o f injektiv und wegen b. ist g o f auch surjektiv, also bijektiv.

O

Aufgaben

Aufgabe 3.15
Ist f: M — N eine surjektive Abbildung und y € N, so ist
g: M\ ({y}) — N\ {y}:xm f(x)
eine surjektive Abbildung.
Aufgabe 3.16
Es sei f: M — N eine injektive Abbildung, x" € M und y’ = f(x’) € N.
a. Dannist g: M\ {x'} — N\ {y’}: x — f(x) eine injektive Abbildung.
b. Ist f bijektiv, so ist g auch bijektiv.
Aufgabe 3.17
Fiir eine Abbildung f: M — N, M # (), beweise man die folgenden Aussagen:
a. fist injektiv & dg:N — M, so dass gof =idy.
b. fist surjektiv & Jg: N — M, so dass fo g = idn.
Aufgabe 3.18
Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbildungen injektiv, surjektiv oder bijektiv sind:
a. fi:R—R: x—3x+2
b. f:Z —7: x—3x+2
c. f3:RxR—RxR: (x,y)— (xy,x+1)
d. fi:RxR—RxR: (x,y)— (x—2y,2x +y)

Aufgabe 3.19

Seien M, N zwei nicht-leere Mengen und f: M — N eine Abbildung. Formulieren
Sie die folgende Aussage in Quantorenschreibweise und beweisen Sie sie:

f ist genau dann surjektiv, wenn fiir alle nicht-leeren Mengen X und fiir alle Abbil-
dungen g: N — X und h: N — X aus go f = h o f schon g = h folgt.
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Aufgabe 3.20
Seien L, M, N Mengen und f: L — M, g : M — N Abbildungen. Beweisen Sie

oder widerlegen Sie - durch Gegenbeispiel - die folgenden Aussagen:
a. Ist gof injektiv, so ist g injektiv.
b. Ist gof injektiv, so ist f injektiv.
c. Ist go f surjektiv, so ist g surjektiv.

d. Ist gof surjektiv, so ist f surjektiv.

Aufgabe 3.21
Seien M, N Mengen, A;,A; € M und B, B;,B; C N Teilmengen und f: M — N
eine Abbildung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a. f (B] N Bz) =f (B]) Nf! (Bz)

b. f(f'(B)) C B.

c. f(AJUA;Z) =f(A7)UTF(A,).

d. f(ATNA;) Cf(A;)NT(A,).

Geben Sie aulerdem konkrete Beispiele dafiir an, dass in b. und d. keine Gleichheit

gilt.
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§ 4 Vollstiandige Induktion

Bemerkung 4.1 (Prinzip der vollstdandigen Induktion)

Die folgende Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist uns wohl vertraut:

Addiert man zur Zahl 1 sukzessive die Zahl 1, so erhilt man nach und

nach alle natiirlichen Zahlen.

Man nennt sie das Prinzip der vollstindigen Induktion.

Mit Hilfe der Nachfolgerfunktion nf : N — IN : n — n 4 1 kénnen wir die Eigen-

schaft auch wie folgt formulieren:

[st MCINmitleMundvVneM : n+1=nf(n) €M, soist M =N.

Daraus leitet sich das im folgenden Satz formulierte Beweisprinzip fiir Aussagen ab,

die von einer natiirlichen Zahl abhéngen.

Satz 4.2 (Prinzip der vollstdndigen Induktion)
Sei A(n) eine Aussageform mit zulissigen Werten n € IN.
Falls A(1) wahr ist und A(m) = A(n+1) wahr ist, so ist A(n) wahr fir allen € IN.

Beweis: Setze M := {n € IN | A(n) wahr}. Nach Voraussetzung gilt dann 1 € M
und fir n € M folgt n +1 € M. Aus dem Prinzip der Vollstéindigen Induktion in
Bemerkung 4.1 folgt dann M = IN. Also ist A(n) wahr fiir alle n € IN. O

Bemerkung 4.3

Man beachte, um den Schluss A(n) = A(n + 1) als wahr zu erweisen, reicht es,
den Fall zu betrachten, dass A(n) wahr ist, da andernfalls der Schluss ohnehin den
Wahrheitswert wahr tragt.

Wir nennen:
e “A(1) wahr” den Induktionsanfang,

e “A(n) wird als wahr vorausgesetzt” die Induktionsvoraussetzung und

o “An) = An+1)” den Induktionsschluss.

Beispiel 4.4
Die Zahl n® —n ist fiir jedes n € IN durch 6 teilbar.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion und formulieren dazu
zundchst unsere Aussageform A(n):
A(n) : Es gibt ein k € Ny mit n®> —m =6-k.

Induktionsanfang: n =1: 13 —1=0=6-0. Also ist .A(1) wahr.
Induktionsvoraussetzung: Wir setzen voraus, dass A(n) wahr ist, d.h. es gibt
eink € Nmitn®—n=6- k.
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Induktionsschritt: n — n + 1: Man beachte, dass eine der beiden Zahlen n
oder n + 1 gerade sein muss, und dass deshalb die Zahl n - (n + 1) gerade ist.
Es gibt also eine natiirliche Zahl 1 € N mit n- (n+ 1) = 2 - 1. Damit erhalten

wir dann
M+1P—m+)=M*—n)+3-n-(n+1)=6k+6l=6-(k+1).
Wir haben also gezeigt, dass A(n + 1) wahr ist.

Also ist A(n) wahr fiir alle n € N, und das heifit, dass n® —n stets durch 6 teilbar
ist. U

Bemerkung 4.5 (Varianten der vollstandigen Induktion)
a. Alternativer Induktionsanfang:
Statt n = 1 als Induktionsanfang zu wéhlen, kann eine beliebige ganze Zahl
Ny € Z als Induktionsanfang dienen. Man erhélt dann, dass A(n) wahr ist fiir
alle n > ny. Denn, man erhélt alle ganzen Zahlen n > n,y, indem man zu ny

sukzessive 1 addiert.

b. Alternative Induktionsvoraussetzung:
Im Induktionsschritt schlieen wir von A(n) auf A(n+ 1), d.h. wir setzen nur
A(mn) als richtig voraus und schliefen daraus die Korrektheit von A(n + 1).
Stattdessen kénnen wir auch A(k) fiir k = ny,...,n als richtig voraussetzen
und auf A(n+ 1) schliefen (wobei A(n) der Induktionsanfang sein soll). Das

ist manchmal hilfreich.

Aufgaben
Aufgabe 4.6
Zeigen Sie, dass 3™ — 3 fiir jede natiirliche Zahl n € IN durch 6 teilbar ist.
Aufgabe 4.7

2n+1

Es sei a € IN eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie, dass dann a**' —a fiir jede natiirliche

Zahl n € N durch 6 teilbar ist.

Aufgabe 4.8
Sei M eine Menge und betrachte folgende beide Mengen von Abbildungen:

A:={f|f:{0,1} = M Abbildung} und B :={g | g: M — {0, 1} Abbildung}.
Zeigen Sie:
a. A ist gleichméchtig zum kartesischen Produkt M x M.
b. B ist gleichméchtig zur Potenzmenge P(M).
c. Ist M abzéahlbar unendlich, so ist A abzahlbar unendlich.
d. Ist M abzahlbar unendlich, so ist B iiberabzahlbar.
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8§ 5 Michtigkeit von Mengen

Definition 5.1 (Die Méchtigkeit von Mengen)
a. Wir nennen eine Menge M endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente enthélt.

In diesem Fall bezeichnen wir mit #M = |M| die Anzahl an Elementen in
M und nennen die Zahl die Mdichtigkeit von M. Enthilt M unendlich viele

Elemente, so nennen wir M unendlich und setzen #M = M| := oo.

b. Zwei Mengen M und N heiflen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
f: M — N gibt.

c. Eine Menge heif3t abzdihlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig zu IN ist.

d. Eine Menge heif3t iberabzdhlbar, wenn sie weder endlich noch abzéhlbar unend-
lich ist.

e. Fiir zwei ganze Zahlen m,n € Z bezeichnen wir mit
fmy....n}={keZ|m<k<n}
die Menge der ganzen Zahlen zwischen m und n. Man beachte, dass
{m,...,n} =0, wenn m > n.

Bemerkung 5.2 (Einfache Eigenschaften der Méchtigkeit endlicher Mengen)
a. Ist eine Menge endlich und enthélt genau n Elemente, so kénnen wir die Ele-

mente in M abzéhlen, etwa x1,X2,X3,...,X, und wir erhalten so eine bijektive
Abbildung

f:{l,...,nf— M:i—x,.
Umgekehrt erlaubt eine solche Abbildung, die Elemente von M abzuzéhlen und
wir erhalten M| = n. Damit sehen wir, dass eine Menge genau dann endlich
von Méchtigkeit 1 ist, wenn es eine Bijektion von {1,...,n} nach M gibt.

b. Ist M endlich und A C M, so ist auch A endlich und |[A] < [M|.
c. Ist M = A UB eine endliche Menge, so gilt M| = |A| + |B|.
Wir wollen den in Bemerkung 5.2 angedeuteten Zusammenhang zwischen der

Maéchtigkeit einer endlichen Menge und der Existenz von Abbildungen mit bestimm-
ten Eigenschaften im folgenden Satz vertiefen.

Satz 5.3

Es seien M und N zwet nicht-leere endliche Mengen.
a. Genau dann gilt [IM| < [N|, wenn es eine injektive Abbildung f: M — N gibt.
b.  Genau dann gilt IM| > IN|, wenn es eine surjektive Abbildung f: M — N gibt.
c. Genau dann gilt IM| = |N|, wenn es eine bijektive Abbildung f: M — N gibt.
Beweis: Es seien M = {x1,..., Xy} und N = {y,...,yn} mit paarweise verschiede-

nen Elementen x; # x; fiir i # j und y; # y; fiir i # j. Es gilt IM| = m > 0 und
IN[=n > 0.
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Ist m < n, so definiere f : M — N durch f(x;) = y; fir i = 1,...,m. Dann
gilt fir 1,j € {1,...,m} mit i #j

f(xi) =vyi #y; = f(x).
Mithin ist f injektiv.
Ist umgekehrt f : M — N eine injektive Abbildung, so gilt f(M) =

{f(x1)y...,f(xm)} € N eine Teilmenge von paarweise verschiedenen Elemen-
ten. Mithin enthdlt N mindestens m Elemente, und folglich gilt m < n.

Ist m > n, so definiere f : M — N durch f(x;) = y; fiir i = 1,...,n und
f(xi) =y; firi =n+1,...,m. Dann gilt offenbar f(M) = {y7,...,yn} =N
und f ist surjektiv.

Ist umgekehrt f: M — N eine surjektive Abbildung, so gilt {yi,...,yn} =N =
f(M) ={f(x1),...,f(xm)}. Mithin enthélt die Menge {f(x1),...,f(xn)} auch n
verschiedene Elemente, und folglich ist m > n.

Die Riickrichtung folgt unmittelbar aus den ersten beiden Teilen. Fiir die Hin-
richtung beachte man, dass die in a. und b. definierten Abbildungen im Fall

IM| = [N| iibereinstimmen und somit bijektiv sind.

O

Aus diesem Satz leitet sich unmittelbar ab, dass fiir Selbstabbildungen endlicher

Mengen die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv zusammen fallen.

Korollar 5.4 (Injektiv = surjektiv = bijektiv fiir gleichméchtige endliche Mengen)
Es seien M und N endliche Mengen mit M| = IN|. Dann sind die folgenden Aus-
sagen fiir eine Abbildung f: M — N dquivalent:

a. f ist ingektiv.

b. f ist surjektiv.

c. T st bijektiv.
Beweis:

a. = b.: Angenommen, f wére nicht surjektiv, dann gibt es ein

y € N\ Im(f)

und mithin ist

Im(f) € N\ {yh
Da f injektiv ist, ist g : M — Im(f) : x — f(x) nach Beispiel 3.8 bijektiv, so
dass mit Satz 5.3

M| 2 | Im(f)| < IN|—1 < [N| = [M|

folgt, was ein offensichtlicher Widerspruch ist. Mithin muss f surjektiv sein.
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b. = c.: Wir miissen zeigen, dass f injektiv ist. Dazu nehmen wir an, f sei
nicht injektiv. Dann gibt es x,x" € M mit x # x’ und y := f(x) = f(x’). Die
Abbildung

e MAF (fy)) — N\ {y}: z = f(2)

ist nach Aufgabe 3.15 surjektiv. Mithin gilt nach Satz 5.3

MI— 12 N[ = T = N\ )l £ M F ()] < M B, x') = M —

was offenbar ein Widerspruch ist. Mithin muss f injektiv sein.
c. = a.: Jede bijektive Abbildung ist auch injektiv, also ist f injektiv.

Damit haben wir die Aussage durch einen Ringschluss gezeigt. O

Nachdem wir uns bislang im wesentlichen mit endlichen Mengen beschéftigt ha-
ben, wollen wir uns nun unendlichen Mengen zuwenden und dabei zeigen, dass es
unterschiedliche Qualitdten der Unendlichkeit gibt.

Proposition 5.5 (Cantorsches Diagonalverfahren)
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar unendlich.

Beweis: Wir zeigen, wie man mit Hilfe des Cantorschen Diagonalverfahrens eine
bijektive Abbildung von IN nach Q konstruiert.

Dazu listen wir die rationalen Zahlen zunéchst wie folgt auf

1_ 1

0—1 1 —1 —
l/ YA
4

/ AT AP
i/ / 4 5
-z 2 _2 _2

2 3 4 5

und laufen sie dann wie angedeutet entlang der Pfeile ab. Dabei sammeln wir jede
rationale Zahl, die mehrfach vorkommt, nur bei ihrem ersten Auftreten auf. Auf dem
Weg erhalten wir eine bijektive Abbildung von IN nach Q. O

Proposition 5.6 (R ist tiberabzihlbar.)
Die Menge R der reellen Zahlen ist tiberabzihlbar.

Beweis: Auch dies zeigen wir mit Hilfe einer Variante des Cantorschen Diagonal-

verfahrens.

R ist sicherlich nicht endlich. W&re R abzéhlbar unendlich, so gébe es eine bijektive
Abbildung ¢ : IN — R, und wir schreiben dann @ (i), i € N, in Dezimaldarstellung
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(siche auch Aufgabe 12.44):

e(0) = ao,—po  QA0,—po+1 -+ Qoo, Qo1 Qo2 Qo3
e(1) = Q1 —p; Al—py+1 ... QA1po, Q11 Qg2 Q33
p(2) = a—p, a2—p,+1 ... Q20, a1 d22 {3

Dann setzen wir a := ag, ajjazpass--- € R, d. h. a ist diejenige Zahl, die in obiger
Aufzéhlung durch die unterstrichenen Diagonalelemente gegeben ist. Nun dndern
wir jede der Ziffern von a ab (etwa by = 2, falls ai = 0 und by = 0 sonst) und

erhalten eine Zahl

b = by, bbbz -+ € R,

mit ay # by fiir alle 1 € IN. Da @ bijektiv ist, gibt es ein 1 € IN mit @(i) = b, also
ai; = by, im Widerspruch zur Konstruktion von b. (Wir miissen noch beriicksichti-
gen, dass 0,9999 - - - = 1, was aber die einzige Zweideutigkeit der Dezimaldarstellung
ist, und dieser weichen wir durch unsere Wahl der b;; aus.) Also ist R iiberabzihl-
bar. O

Bemerkung 5.7 (Kontinuumshypothese)

Da Q und R nicht gleichméchtig sind und @Q eine Teilmenge von R ist, stellt sich
ganz natiirlich die Frage, ob es eine Menge M mit @ & M & R gibt, die weder zu
Q noch zu R gleichméchtig ist. Es hat lange gedauert, bis man feststellen musste,
dass die Frage auf der Grundlage des allgemein anerkannten Axiomensystems der
Mengenlehre von Zermelo-Frankel nicht entscheidbar ist. Man hat nun also die Wahl,
als neues Axiom hinzuzufiigen, dass es eine solche Menge gibt, oder auch, dass es
keine solche Menge gibt. Die lange bestehende Vermutung, dass man schon mit
den iibrigen Axiomen beweisen konnte, dass es keine solche Menge gibt, ist als

Kontinuumshypothese bekannt.
Definition 5.8 (Potenzmenge)
Es sei M eine Menge. Wir nennen die Menge

P(M):={A|ACM

aller Teilmengen von M die Potenzmenge von M.

Beispiel 5.9

PO)={0}y, P{OH =08 Pd{1,2}) ={0,{15{24{1,2}}
Proposition 5.10 (Potenzmengen endlicher Mengen)

Sei M eine endliche Menge mit n = M|, so ist [P(M)| = 2™.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n = 0: Dann ist M = () und P(M) = {0} hat genau 1 = 2°
Elemente.
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Induktionsschritt: n +— n+ 1: Sei also [M| = n + 1. Wir wéhlen ein y € M
und setzen N = M\ {y}, so dass [N| = [M| — 1 = n. Die Potenzmenge P (M)

ldsst sich nun wie folgt disjunkt aufspalten:
PM)={ACM[ygAIUHAC M|y €Al
Dabei ist
{ACMIygA}={ACM|ACN}=P(N)
und
ACMIyeAl={BU{yfCM[|BCN}={BU{y}C M |BeP(N)}.

Beide Mengen sind offenbar gleichméchtig zu P(N), und nach Induktionsvor-
aussetzung gilt [P(N)| = 2". Insgesamt erhalten wir also

[P(M)] =2" 42" =2,

Damit folgt die Aussage mittels Induktion. O

Aufgaben

Aufgabe 5.11
Die Menge 7 der ganzen Zahlen ist abzadhlbar unendlich.
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§ 6 Aquivalenzrelationen

Aquivalenzrelationen stellen ein sehr wichtiges Ordnungs- und Konstruktionsprin-
zip innerhalb der Mathematik dar, das im Verlauf der ersten Semester an einigen
zentralen Stellen benétigt wird, etwa im Zusammenhang mit Faktorrdumen , der
Aquivalenz von Matrizen oder der Konjugation von Matrizen und der Jordanschen

Normalform in der Linearen Algebra.

Definition 6.1 (Relation)
Seien M und N zwei Mengen, so nennen wir jede Teilmenge R C M x N eine Relation
zwischen M und N.

Bemerkung 6.2
Ist R eine Relation zwischen M und N, x € M und y € N, so wollen wir sagen
x steht in Relation zu y beziglich R, wenn (x,y) € R. Die Menge R legt also fest,
wann zwei Elemente in Relation zueinander stehen. Wir schreiben auch xRy statt
(x,y) € R.
Beispiel 6.3 (Abbildungen als Relationen)

a. Der Graph einer Abbildung f : M — N ist ein Beispiel einer Relation, bei der

jedes x € M zu genau einem y € N in Relation steht.

b. Ist M die Menge der Horer der Vorlesung und N die Menge der in Tiibingen

studierbaren Fécher, so ist
R ={(x,y) € M x N | x studiert y}

eine Relation zwischen M und N, die ganz sicher nicht Graph einer Funktion
ist.
Bemerkung 6.4 (Motivation des Begriffs Aquivalenzrelation)
Der folgende Begriff der Aquivalenzrelation bereitet den Studenten oft extreme
Schwierigkeiten. Dabei liegt auch ihm ein ganz einfaches Prinzip zugrunde, das wir

zunéchst an einem Beispiel erldutern wollen.

Die Gesamtheit aller Schiiler einer Schule werden von der Schulleitung zwecks sinn-
voller Organisation des Unterrichts in Schulklassen eingeteilt. Dabei achtet die Schul-
leitung darauf, dass jeder Schiiler zu einer Schulklasse gehért und auch nur zu dieser
einen. Etwas mathematischer ausgedriickt, die Schulleitung teilt die Menge S der
Schiiler in paarweise disjunkte Teilmengen Ki, 1 =1,...,k, ein, so dass wir anschlie-
Bend eine disjunkte Zerlegung

k
S == U Ki
i=1

der Menge S in die Schulklassen Kj,..., Ky haben. Dabei kann man fiir die Zu-
gehorigkeit der Schiiler Alfred, Ben und Christoph zu einer Schulklasse folgendes
feststellen:

1) Alfred gehort zu einer Schulklasse.
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2) Wenn Alfred in derselben Schulklasse ist wie Ben, dann ist Ben auch in dersel-
ben Schulklasse wie Alfred.

3) Wenn Alfred in derselben Schulklasse ist wie Ben und wenn zugleich Ben in der-
selben Schulklasse ist wie Christoph, dann ist auch Alfred in derselben Schul-
klasse wie Christoph.

Diese Aussagen sind so offensichtlich, dass man kaum glauben mag, dafl es einen
tieferen Sinn hat, sie zu erwdhnen. Aber nehmen wir fiir einen Augenblick an, die
Schulleitung hat ihre Einteilung der Schiiler vorgenommen und fiir jede Schulklasse
eine Liste mit den Namen der Schiiler erstellt, die zu dieser Schulklasse gehoren
sollen. Nehmen wir ferner an, die Schulleitung hat noch nicht iiberpriift, ob jeder
Schiiler in genau einer Schulklasse eingeteilt ist. Dann behaupte ich, wenn man in den
drei Aussagen 1)-3) die Schiiler Alfred, Ben und Christoph durch beliebige Schiiler
ersetzt und die Aussagen richtig sind fiir jede Kombination der Schiilernamen, dann

ist sichergestellt, dass auch jeder Schiiler in genau einer Schulklasse eingeteilt ist.

Als Mathematiker suchen wir nach moglichst einfachen Regeln, denen die Einteilung
der Schulklassen geniigen muss, um sicherzustellen, dass sie wirklich eine disjunkte
Zerlegung von S ist, d.h. dass wirklich jeder Schiiler in genau einer Schulklasse ist,
und die Regeln 1)-3) sind genau die Regeln, die wir dazu brauchen. Wenn wir nun
die Zugehorigkeit zweier Schiiler x und y zur selben Klasse verstehen als “x steht in
Relation zuy”, dann definieren uns die drei Regeln 1)-3) zudem eine Teilmenge von
S x S, namlich die Relation

R ={(x,y) € S x S| x ist in derselben Schulklasse wie y}.
Die Regeln 1)-3) lassen sich fiir Schiiler x,y,z € S dann wie folgt formulieren:

e (x,x) € R.
e Wenn (x,y) € R, dann ist auch (y,x) € R.
e Wenn (x,y) € R und (y,z) € R, dann ist auch (x,z) € R.

Eine solche Relation nennt man eine Aquivalenzrelation, man nennt Schiiler dersel-
ben Schulklasse dquivalent und die Schulklassen nennt man dann auch A quivalenz-

klassen.
Wir fithren den Begriff der Aquivalenzrelation nun fiir beliebige Mengen ein.

Definition 6.5 (Aquivalenzrelation)
Es sei M eine Menge. Eine A quivalenzrelation auf M ist eine Teilmenge R € M x M,
so dass fiir alle x,y,z € M gilt:

R1: (x,x) € R, (“Reflexivitét”)
R2: (x,y) € R = (y,x) € R, (“Symmetrie”)
R3: (x,y), (y,z2) € R = (x,z) € R. (“Transitivitat”)

Bei Aquivalenzrelationen hat sich eine alternative Schreibweise zu (x,y) € R durch-

gesetzt, die auch wir im folgenden verwenden wollen.
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Notation 6.6 (Schreibweise ~ fiir Aquivalenzrelationen)
Sei M eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf M. Wir definieren fiir x,y € M

X~y = (x,y)€R,

und wir sprechen dann meist von der Aquivalenzrelation “~” statt R, sofern keine

Missverstandnisse zu befiirchten sind.

Mit dieser Schreibweise lassen sich die drei Axiome in Definition 6.5 wie folgt for-
mulieren. Fiir x,y,z € M soll gelten:

R1: x ~x, (“Reflexivitit”)
R2: x~y = y~x, (“Symmetrie”)
R3: x~y,y~z = x~z (“Transitivitat”)

Definition 6.7 (Aquivalenzklassen)
Es sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir x € M heifit die
Menge
x:={yeM|y~x}
die Aquivalenzklasse von x. Jedes y € X heifit ein Reprisentant der Klasse X. Mit
M/ ~:={x|xeM}
bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen modulo der Aquivalenzrelation ~.

Beispiel 6.8 (Der Abstand vom Ursprung als Aquivalenzrelation)
Wir betrachten die Menge M = R? der Punkte in der reellen Zahlenebene und
wir bezeichnen mit |P| den Abstand von P zum Ursprung (0,0). Fiir zwei Punkte
P, Q € M definieren wir

P~Q <« I[PI=IQ]
d.h. wir nennen die Punkte dquivalent, falls ihr Abstand zum Ursprung gleich ist.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation.

R1: Sei P € M, dann ist |[P| = |P|, also P ~ P.

R2: Falls P,Q € M mit P ~ Q, dann ist [P| = |Q| und somit auch |Q| = |P|.
Damit gilt aber Q ~ P.

R3: Falls P,Q,R € M mit P~ Q und Q ~ R, dann gilt |[P| = [Q] und |Q| = [R|.
Aber damit gilt auch |P| = |R|] und somit P ~ R.

Die Aquivalenzklasse
P={QeM|IQI=IP}

von P € M ist der Kreis um den Ursprung vom Radius |P|.

Wir haben anfangs behauptet, dass die drei Axiome einer Aquivalenzrelation si-
cherstellen, dass die zugehdrigen Aquivalenzklassen eine disjunkte Zerlegung von M
induzieren, und umgekehrt, dass jede disjunkte Zerlegung eine Aquivalenzrelation
mit sich bringt. Dies wollen wir im Folgenden beweisen. Dazu sollten wir zunéchst

den Begriff disjunkt klaren.
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Proposition 6.9 (Die Aquivalenzrelation zu einer disjunkten Zerlegung)
Ist (My)ier eine disjunkte Zerlegung von M und definieren wir eine Relation auf M
durch

x~y < diel: x,yeM,

dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M.

Beweis: Ist x e M = )

~ ist also reflexiv.

ie1 M, so gibt es ein 1 € I mit x € M; und somit gilt x ~ x.
Sind x,y € M mit x ~y, so gibt es ein 1 € I mit x,y € M;. Dann gilt aber auch

y ~ x. Die Relation ist also symmetrisch.

Sind x,y,z € M mit x ~y und y ~ z, so gibt es i,j € I mit x,y € Mjund y,z € M.
Da die Zerlegung disjunkt ist und y € M; N M, folgt My = M. Also gilt x,z € M;
und somit x ~ z. ~ ist also auch transitiv. O

Proposition 6.10 (Die disjunkte Zerlegung zu einer Aquivalenzrelation)
Es sei M eine Menge. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, dann bilden die Aquiva-
lenzklassen eine disjunkte Zerlegung von M, d. h. jedes x € M liegt in genau einer

Aquivalenzklasse.

Insbesondere gilt fiir Aquivalenzklassen X und g entweder X =4 oder XNy = (.

Beweis: Sei x € M beliebig. Aus x ~ x folgt x € X C (Jjcp,. Y- Mithin gilt

M= ] v

yeM/~
Es bleibt also zu zeigen, dass die Aquivalenzklassen paarweise disjunkt sind.

Seien X,y € M/ ~ mit X NY # (). Dann gibt es ein z € X N7, und es gilt z ~ x und
z ~Yy. Wegen der Symmetrie gilt aber auch x ~ z und mittels der Transitivitdt dann
X ~ Y. Sei nun u € X beliebig, dann gilt u ~ x und wieder wegen der Transitivitét
u ~ Y. Also u € y und damit X C y. Vertauschung der Rollen von x und y in der
Argumentation liefert schlieflich X =7y. O

Korollar 6.11 (Aquivalenzrelationen auf endlichen Mengen)
Sei M eine endliche Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf M und My, ..., My seien

die paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen von ~. Dann gilt:

S

M= M.

i=1

Beweis: Mit M sind auch alle M; endlich und die Behauptung folgt aus Proposition
6.10 und Bemerkung 5.2. O

Ein Beispiel aus dem Alltag fiir eine Aquivalenzrelation haben wir oben bereits gese-
hen. Ein weiteres wichtiges und wohlbekanntes Beispiel sind die rationalen Zahlen!

Ein Bruch ist nichts weiter als die Aquivalenzklasse eines Tupels von ganzen Zahlen,
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und das Kiirzen des Bruches, z.B. % = %, ist nur die Wahl eines moglichst einfachen

Représentanten.

Beispiel 6.12 (Die rationalen Zahlen)
Man kann die rationalen Zahlen wie folgt als Aquivalenzklassen von Paaren ganzer

Zahlen definieren. Fiir (p, q), (p’,q') € M :=Z x (Z\{0}) definiere
(p,q) ~(p",q) = pd'=p'q.

Wir wollen nun zeigen, dass hierdurch wirklich eine Aquivalenzrelation auf M defi-

niert wird. Seien dazu x = (p, q),x’ = (p’,q'),x" = (p”,q") € M gegeben:!

R1: Fiir die Reflexivitdt miissen wir x ~ x zeigen. Nun gilt aber pq = pq, woraus
x = (p,q) ~ (p, q) = x folgt.

R2: Fiir die Symmetrie nehmen wir an, dass x ~ x’ gilt und miissen x’ ~ x
folgern. Wegen x ~ x’ gilt aber nach Definition pq’ = p’q, und folglich auch
p’q = pq’. Letzteres bedeutet aber, dass x’ = (p’, q’) ~ (p, q) = x.

R3: Fiir die Transitivitit nehmen wir schlieflich an, dass x ~ x’ und x’ ~ x”
gilt, und miissen daraus schliefen, dass x ~ x”. Wegen x ~ x’ gilt nun aber

I~

rq’ = p’q, und wegen x’ ~ x” gilt p’q” = p”q’. Multiplizieren wir die erste

der Gleichungen mit q” und die zweite mit q, so erhalten wir
pa'q”" =p'qq”" =p'q"q =p"d'q.

Da nach Voraussetzung q" # 0, konnen wir beide Seiten der Gleichung durch

q’ teilen und erhalten:
pq”" =p"q.

Das wiederum bedeutet, dass x = (p,q) ~ (p”,q") = x" gilt.

Die drei Axiome einer Aquivalenzrelation sind also erfiillt.

Wir setzen nun Q := M/ ~ und fiir (p,q) € M setzen wir % = (p,q), d. h. die
rationale Zahl % ist die Aquivalenzklasse des Paares (p, q) unter der obigen Aqui-
valenzrelation. Dann bedeutet die Definition von ~ soviel wie, dass % und (;L; gleich
sind, wenn die kreuzweisen Produkte von Zéhler und Nenner, pq’ und p’q, iiberein-
stimmen, oder in der vielleicht etwas bekannteren Formulierung, wenn die Briiche
nach Erweitern mit q’ bzw. mit q iibereinstimmen: % = ;ﬂ;—i = ;&:; = %.

IMan sollte sich nicht dadurch verwirren lassen, dass die Elemente von M nun selbst schon

Zahlenpaare sind! Wollte man die Relation als Teilmenge von M x M schreiben, so miisste man

R={((p,q),(p’,a") € M x M | pq’ =p'q}

betrachten. Das erldutert vielleicht auch, weshalb wir die alternative Schreibeweise bevorzugen —
solche Paare von Paaren werden doch leicht uniibersichtlich.
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Auch die Rechenregeln fiir rationale Zahlen lassen sich mit Hilfe der Aquivalenzklas-
sen definieren. Fiir (p, q), (1,s) € M definiere:

(p, q) + (1,5) :== (ps + qr, gs),
(p,q) - (r,8) == (pr,qs).

In Anlehnung an unser erstes Beispiel, der Einteilung der Schiiler in Schulklassen,
kann man das obige Rechenprinzip als “Rechnen mit Klassen” bezeichnen. Will man
zwei Klassen addieren (bzw. multiplizieren), so nimmt man aus jeder der Klassen ein
Element, addiert (bzw. multipliziert) diese Elemente und schaut, in welche Klasse
das Resultat gehort. Diese Klasse ist dann die Summe (bzw. das Produkt) der beiden

Klassen.

Was man sich bei diesem Vorgehen allerdings klar machen muss, ist, dass das Er-
gebnis nicht von der Wahl der Reprisentanten (d.h. der Elemente aus den Klassen)
abhéngt. Man spricht davon, dass die Operation wohldefiniert ist. Wir fithren das

fiir die Addition der rationalen Zahlen vor.

Sind (p’,q’) € (p,q) und (r',s’) € (r,s) andere Repréisentanten, dann gilt p’q =
q'p und v's = s'r. Es ist zu zeigen, dass (p’s’ + q'r’,q’s’) € (ps+ qr,qs) gilt.

Ausmultiplizieren liefert
(p's"+q'r")(as) = p'qs’s + q'qr's = q'ps’s +- q'qs'r = (ps +qr)(q’s),

was zu zeigen war. O

Aufgaben

Aufgabe 6.13
Wir definieren fiir zwei Punkte (x,y), (x,y’) € R?

(y)~x\y) = K+lyl =K+

Zeige, ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R?. Zeichne die Aquivalenzklassen zu (1,1)
und zu (—2,3) in die Zahlenebene R? ein.

Aufgabe 6.14 (Die ganzen Zahlen)
Essei M =INxNund m = (a,b) € Mund m’ = (a’,;b’) € M seien zwei Elemente
in M. Wir definieren

m~m <= a+b =a +b.

Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist und dass die folgende Abbildung bijektiv

1st:

(z,0), fallsz >0,

O:Z—M/~zH—H< — 2
[~z {(O,—z), falls z < 0.
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Aufgabe 6.15 (Die projektive Gerade)
Wir definieren fiir v = (vi,v2),w = (w;,w,) € R2\ {(0,0)}

vew & JAeR\{0}: v=A-w

wobei A - w = (A-wi, A - w,).

a.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf M = R2\{(0, 0)} ist. Es ist iiblich
die Aquivalenzklasse (v1,v,) von (vi,v2) mit (vi :v,) zu bezeichnen, und man
nennt die Menge M/ ~ der Aquivalenzklassen die projektive Gerade iiber R
und bezeichnet sie mit IP}R.

Die Menge S' = {(x,y) € R? | x* + y? = 1} ist Kreis vom Radius Eins um den
Mittelpunkt (0, 0). Zeigen Sie, dass die Abbilung

O:S'— IP}R: (x,y) — (x,y)
surjektiv ist.

Wenn wir in der Definition von ~ alle Elemente v,w € R? zulassen, definiert

~ dann eine Aquivalenzrelation auf R?? Falls ja, was ist die Aquivalenzklasse
von (0,0)7

Aufgabe 6.16 (Kongruenz modulo n)

Ist n € Z-, eine positive ganze Zahl, so definieren wir fiir x,y € Z

X =Y & x —y ist ein Vielfaches von n.

Zeigen Sie, dass = eine Aquivalenzrelation ist mit genau den n paarweise verschie-

denen Aquivalenzklassen 0,1,...,n — 1.

Man nennt zwei dquivalente Zahlen x und y dann auch kongruent modulo n. Diese

Aquivalenzrelation wird in der Vorlesung algebraische Strukturen genauer unter-

sucht.
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8§ 7 Gruppen und Korper

A) Gruppen

Definition 7.1 (Gruppen)
a. FEine Gruppe ist ein Paar (G, %) bestehend aus einer nicht-leeren Menge G und

einer zweistelligen Operation “x”, d. h. einer Abbildung
x:GxG—G:(g,h)— gxh,

so dass die folgenden Gruppenazxiome gelten:

Gl: (gxh)xk=gx*(hxk) Vg,hkeG, (“Assoziativgesetz”)
G2: dJecG:VgeG:exg=gqg, (“Existenz eines Neutralen”)
G3: VgeGIg'eG:g'lxg=e (“Existenz von Inversen”)

Ein Element mit der Eigenschaft von e nennt man neutrales Element der Grup-

pe G. Ein Element mit der Eigenschaft von g~' nennt man ein Inverses zu g.

b. Eine Gruppe (G, *) heiit abelsch oder kommutativ, wenn (G, *) zudem noch
dem folgenden Axiom geniigt:
G4: gxh=hxg Vg,heG (“Kommutativgesetz” )
Beispiel 7.2
a. (Z,+), (Q,+) und (R,+) mit der iiblichen Addition als Gruppenoperation
sind abelsche Gruppen. Die Zahl Null erfiillt jeweils die Rolle eines neutralen

Elements, und zu einer Zahl g existiert mit —g ein inverses Element.

b. (Q\{0},-) und (R\{0}, -) mit der iiblichen Multiplikation als Gruppenoperation
sind ebenfalls abelsche Gruppen. Die Zahl 1 ist jeweils ein neutrales Element,
und zu einer Zahl g existiert als inverses Element die Zahl é

c. Ist M eine Menge, so ist die Menge
Sym(M) :={f: M — M | f ist bijektiv}

mit der Komposition von Abbildungen als Gruppenoperation eine Gruppe. Die
Assoziativitdt von “o” haben wir in Proposition 3.11 gezeigt, die Identitat ist
das neutrale Element und in Satz 3.12 haben wir gezeigt, dass jede bijektive Ab-
bildung ein Inverses besitzt. Wir nennen (Sym(M), o) die symmetrische Gruppe

auf M. Enthdlt M mehr als zwei Elemente, so ist Sym (M) nicht abelsch.

Bemerkung 7.3
Es sei (G, %) eine Gruppe.

a. Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat die Eigenschaft:
exg=g*xe=g VgeaG.

b. Sei g € G. Das inverse Element g~' zu g ist eindeutig bestimmt und hat die
Eigenschaft:

glxg=gxg ' =e
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c. Fiir g,h € G gelten (9*1)71 =gund (gxh)'=hTxg
d. Wird die Gruppenoperation als Multiplikation und mit “” bezeichnet, so

schreiben wir fiir das Neutrale Element meist 1 und fiir das Inverse zu g wei-
terhin g~' oder é

Wird die Gruppenoperation als Addition und mit “+” bezeichnet, so schreiben
wir fiir das Neutrale Element meist 0 und fiir das Inverse zu g meist —g. Zudem

schreiben wir statt g + (—h) in aller Regel g — h.
e. In Ermangelung eines besseren Namens nennen wir auch “x” oft einfach die

Gruppenmultiplikation.

Die Aussagen in der Bemerkung werden in Vorlesungen zur (Linearen) Algebra

bewiesen. Fiir den interessierten Leser fiigen wir hier einen Beweis ein.

Beweis von Bemerkung 7.3: Da wir fiir das Paar (G, %) die Axiome G1-G3 aus
Definition 7.1 voraussetzen, gibt es ein neutrales Element e € G, und zu beliebigem,
aber fest gegebenem g € G gibt es ein Inverses g~' € G.

Wir wollen zuniichst zeigen, dass fiir dieses e und dieses g~' die in a. und b. gefor-

derten zusétzlichen Eigenschaften gelten.
Da (G, %) eine Gruppe ist, gibt es ein (g7')™' € G mit

()" xg ' =e (2)
Also folgt:

1y (2) L _ 1\ Gl 1\
gxg Zex(grg )= (g7 T xg ) x(gxg ) Z(g) % (g7 (gxg )
T 1 _ _ 1y 1y G2, _qy— (2)
2@ (g 59k g ) (@) T x(exg ) E(g ) T xg Ze (3)
Damit ist gezeigt, dass g~' die zusitzliche Eigenschaft in b. erfiillt, und wir erhalten:

greZgu(glrg) L (grg g LexgLy. (4)

Nun war aber g ein beliebiges Element in G, so dass damit die zusétzliche Eigenschaft

von e in a. gezeigt ist.
Sei nun € € G irgendein Element mit der Eigenschaft des Neutralen, d.h.
exh=h (5)

fiir alle h € G. Wir miissen zeigen, dass e = € gilt. Da wir bereits wissen, dass e die
zusitzliche Eigenschaft in a. erfiillt, konnen wir diese, d.h. (4), mit € in der Rolle

von g anwenden, und anschlieBend (5) mit e in der Rolle von h:

—
N2
—
=

e=¢exe=e.

Schliefllich miissen wir noch zeigen, wenn §~' € G ein weiteres inverses Element zu

g ist, d.h. wenn
xg=e (6)

Ko}
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gilt, dann ist schon g~' = g~'. Wenden wir das bislang Gezeigte an, so gilt:

— (4) - (3) - _ Gl /~_ _ (6) 1 G2 _
g' =g 'xe=g x(gxg ) =(g'xg)xg ' =exg =g

Damit sind die Aussagen in Teil a. und b. gezeigt und es bleibt noch, die Aussagen

in Teil c. zu zeigen.

Um die erste Gleichheit zu zeigen, reicht es wegen der Eindeutigkeit des Inversen
zu g~' zu zeigen, dass g die Eigenschaft des Inversen zu g~' besitzt. Beim Beweis
kénnen wir die Gruppenaxiome sowie die in a. und b. bewiesenen zusétzlichen Ei-

genschaften des Inversen anwenden:

Also ist g ein Inverses zu g~', und damit gilt wie angedeutet wegen der Eindeutigkeit

des Inversen zu g ':
T
(97) =9
Analog ist nach Voraussetzung (gh)~" ein Inverses zu gh, und es reicht wegen der

Eindeutigkeit des Inversen zu gh zu zeigen, dass h™'g™' ebenfalls die Eigenschaft
eines Inversen zu gh hat:

(h’1 * 9’1) *(g*h) STh« (g’1 * (g*h)) EL N ((g’1 * g)*h))

G:3h’1*(e*h)G:2h’1*hG:36.

Mithin ist h™! % g~' ein Inverses zu gh, und somit
(g * h) =h« 971.
Damit sind nun alle Aussagen der Bemerkung bewiesen. O

Lemma 7.4 (Kiirzungsregeln)
Sei (G, ) eine Gruppe, g,a,b € G. Dann gelten die Kiirzungsregeln:

a. gxa=g*b — a=>b, und
b. axg=bxg = a=0>.

Beweis: Die erste Kiirzungsregel folgt durch Multiplikation mit dem Inversen zu g

von links:

anze*aG:3(971*9)*aG:19’1*(g*a)

Vg'g_1 x (g*Db) L (9_1 *g) sbZexbZ.
Entsprechend folgt die zweite Kiirzungsregel durch Multiplikation mit g~' von rechts

und unter Beriicksichtigung der zusétzlichen Eigenschaft des Inversen in Bemer-

kung 7.3. Die Details {iberlassen wir dem Leser. O
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B) Korper
Definition 7.5 (Korper)

Ein Korper ist ein Tripel (K, +, ) bestehend aus einer Menge K zusammen mit zwei

zweistelligen Operationen
+:KxK—=K:(x,y) —x+y, (“Addition”)
und
S KxK—=K:(xy)—x-y, (“Multiplikation™ )

so dass folgende Axiome erfiillt sind:

a. (K, ) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O.
b. (K\{0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.
c. Es gilt das Distributivgesetz x - (y +z) =x -y + x - z fiir x,y,z € K.
Ist eine Teilmenge L C K eines Korpers mit den gleichen Operationen wieder selbst

ein Korper, so nennen wir L einen Teilkdrper von K.

Beispiel 7.6 (Die endlichen Korper Fy)
a. Die rationalen Zahlen (Q, +, -) und die reellen Zahlen (R, +, -) mit der iiblichen
Addition und Multiplikation sind Korper. @ ist ein Teilkorper von R.

b. Die ganzen Zahlen (Z,+,-) sind kein Korper, da z.B. der Zahl 2 ein multipli-
katives Inverses fehlt.

c. Auf der Menge I, := {0, 1} definieren wir zwei Operationen durch folgende
Additions- und Multiplikationstafeln:

+10]1 <01
01011 0100
11110 110]1

Mit ein wenig Aufwand kann man nachrechnen, dass alle Kérperaxiome erfiillt
sind und dass mithin I, ein Korper ist. I, ist der kleinstmogliche Korper, da
nach Definition ein Korper stets mindestens zwei Elemente, ndmlich ein Neu-
trales beziiglich der Addition und ein davon verschiedenes Neutrales beziiglich
der Multiplikation enthalten muss. Man beachte auch, dass aufgrund von Lem-
ma 7.8 keine andere Moglichkeit fiir die obigen Verkniipfungstafeln besteht,
wenn man einen Korper mit genau zwei Elementen haben méchte. — Beachten
Sie auch, dass IF, kein Teilkérper von R ist, da das Ergebnis von 1+ 1 in den

beiden Korpern nicht iibereinstimmt.

d. Allgemeiner zeigt man in Vorlesungen zur (Linearen) Algebra, dass man fiir
eine Primzahl p die Menge

F,:={0,1,...,p—1}
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auf folgende Weise zu einem Korper machen kann. Fiir eine natiirliche Zahl
a € Ny kénnen wir Division mit Rest durch die Zahl p durchfithren. Wir
erhalten dann eindeutig bestimmte Zahlen q € Ny und 0 <1 < p mit

a=qg-p+r.

Die Zahl r heifit der Rest von a bei Division mit Rest durch p, und wir be-
zeichnen sie r(a : p).

Mit dieser Notation definieren wir fiir zwei Zahlen a,b € I,
a+b:=r(a+b:p)

und
a-b:=r(a-b:p),

W

wobei das “+” bzw. das auf der rechten Seite jeweils die Operation in den
ganzen Zahlen bezeichnet, wihrend das “+” und das “.” auf der linken Seite
neu definierte Operationen sind. Formal wére es besser, fiir diese neuen Ope-
rationen neue Symbole zu verwenden, etwa “®” und “®”, aber Mathematiker
sind bequeme Menschen und schreiben nur ungerne mehr als notig. Deshalb
bleiben wir bei den bewédhrten Symbolen und miissen nur drauf achten, wo
wir gerade rechnen. Jedenfalls gilt, dass I, mit diesen beiden Operationen ein
Korper ist.

Man beachte auch, dass in I, fiir jede Primzahl p stets

I1+1+...+1=7(p:p)=0
p—mal
gilt! Damit ist auch das Negative einer Zahl a € IF, leicht zu berechnen als
P — a, hingegen ist das multiplikative Inverse 3—1 einer Zahl 0 # a € I¥, nicht so
ohne weiteres anzugeben. Man lernt in der (Linearen) Algebra, wie man dieses
mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus’ berechnen kann.

Z.B., gilt in 5

344=1r(344:5)=1r(7:5)=2
und

3-4=r(3-4:5)=1r(12:5)=2.

In der (Linearen) Algebra schreibt man iibrigens oft Z/pZ oder Z, anstatt I,
und die Zahl a wird dort meist mit @ oder [a] bezeichnet. Das liegt daran, dass
man den Korper mit der Menge der Aquivalenzklassen der Kongruenz modulo
p identifizieren kann (siche Aufgabe 6.16).

Notation 7.7

Ist K ein Korper und sind x,y,z € K mit z # 0, so schreiben wir statt x + (—y) in

1

aller Regel x —y, und statt x-z~" schreiben wir oft >. Auflerdem schreiben wir statt

X -y meist nur xy.
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Lemma 7.8 (Rechenregeln)
FEs sei K ein Korper, x,y,z € K und u,v € K\ {0}.

a.

b.

~(x) =,

Xx+y=z & x=z—Vy,
—(x+y)=—x-y,
0-x=x-0=0,

(%) y=x-(-y) =—(x-y),
(=) (=y) =x -y,
x-(y—z)=x-y—x-z
(xq)*1 =x, fiir x #0,

x-y=0 & x=0 odery =0,
z-x=z-Y,z2#0 = x =y,
=

SRR

Beweis: Die Aussagen a., b., c. und h. folgen unmittelbar aus Bemerkung 7.3 und
Lemma 7.4.

d.

Firx e Kgilt 0-x=(040)-x=0-x+0-x, also folgt 0-x = 0 mittels der
Kiirzungsregeln in (K, +). Analog sieht man x - 0 = 0.

Fiir x,y € K gilt wegen d.:
x-y+(=x)-y=Hx-—x)-y=0-y=0,
also —(x-y) = (—x) - y. Die Gleichheit des Ausdrucks zu x - (—y) folgt analog.
Fiir x,y € K folgt unter Zuhilfenahme von a. und e.:
(%) (—y)=—(x-(—y)) = (= (x-y) =x-y.
Fiir x,y, z € K impliziert e.:
x-(y—z)=x-y+x-(—z)=x-y+(—(x-2))=x-y—x-z

Ist x =0 oder y =0, so ist nach d. auch x -y =0. Ist x # 0 und y # 0, so ist
x -y € K\ {0}, da K\ {0} beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist.

Die Aussage zeigt man genau wie die Kiirzungsregeln fiir Gruppen (siehe Lem-
ma 7.4).

Unter Beachtung der Assoziativitit und Kommutativitdt der Multiplikation
sowie der Notation 7.7 gilt

x Y —(xou) (yv)=(x-y) - (uev) _xy

u v u

x

<
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1. Dies geht analog zu k. mit etwas mehr Schreibarbeit.

Notation 7.9 (Produkte und Summen)
Es sei K ein Kérper und X, Xmi1y« -+, Xn_1,Xn € K seien n —m + 1 Elemente in K,

| |xi::xm~...~xn

m,n € Z. Wir schreiben

n
E Xi i =Xm +...+Xn
i=m

fiir die Summe der Zahlen x,...,x,. Wir einigen uns dabei darauf, daf§ das leere
Produkt (d.h. ein Produkt, bei dem der obere Index n kleiner als der untere Index
m ist) den Wert 1 hat und die leere Summe den Wert 0.

Auflerdem definieren wir fiir x € K und n € INy die Potenzen von x durch

n—mal i=1
falls n > 1 sowie x° := 1. Ist zudem x # 0, so definieren wir

x M=) = x| =—.

Analog dazu setzen wir

und

fiirn > 1, sowie 0-x = 0.

Bemerkung 7.10 (Rekursionsprinzip)

Dem Prinzip der vollstindigen Induktion ist das Rekursionsprinzip eng verwandt.
Wollen wir einen Ausdruck fiir alle natiirlichen Zahlen definieren, so definieren wir
ihn fiir die Zahl 0 und fiihren die Definition fiir die Zahl n auf die Definition fiir die
Zahl n — 1 zuriick.

43 7
.« e

Die Notation mit Punkten in Notation 7.9 ist stets eine versteckte Induktion

oder Rekursion. Formal korrekt wiare es das Produkt rekursiv zu definieren durch
[T, xi == X und [0, % = (Hn_1 xi) - Xn. Analog sollte man die Summe

i=m i=m

rekursiv definieren durch )} " xi = X und Y I x; = (Zl:n]l Xi> + Xn. Und fiir
die Definition von x™ und n - x gilt Entsprechendes.
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Beispiel 7.11 (GauB)

Die Summe der nichtnegativen ganzen Zahlen bis zu einer gegebenen Zahl n ist

Man beweist die Aussage durch Induktion nach m, wobei sie fiir n = 0 offenbar
richtig ist. Nehmen wir nun an, daf§ sie fiir n gilt, so folgt

n+1

Zk Zk+ (n—+1) (g+”+(n+1)=(n+”é(n+2).

Also gllt die Aussage fiir alle n € IN nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion.

Satz 7.12 (Endliche geometrische Reihe)
Ist K ein Korper, 1 #q € K und n € Ny, so gilt

i v 1- n+1

q

=0 ] —d

Beweis: Der Beweis ist eine einfache Anwendung des Prinzips der vollstandigen
Induktion. 0

Definition 7.13 (Fakultét)
Fiir eine nichtnegative ganze Zahl n € INy definieren wir die Fakultit durch

n
:| |i=1-... n,
i=1

falls m > 1, und durch 0! :=1.

Fiir zwei nichtnegative ganze Zahlen k,n € Ny erkldren wir den Binomialkoeffizien-

ten von n iiber k durch

ny n! n-m=1-(n=k+T1)
(k) T oK)k K-(k—1)-...-1 :

falls 0 < k < n, und durch (E‘) := 0 sonst.

Proposition 7.14 (Binomialkoeffizienten)
Es seien n, k € Ny nichtnegative ganze Zahlen. Dann gilt

(D=0 ()

Beweis: Wir unterscheiden mehrere Falle.

1. Fall: k =0:

()03 o= ()00 )

()= Q) o Q) ) = () G
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3. Fal: k>n+1:

(1)-emor0- ()

4. Fall: 1 <k <n:

n ny _ n! n!
(k—]) + (k) T (n+1=K)!-(k=1)! * (n—%k)!- k!

B nl-k n-m+1-%)
_(n+1—k)!-k!+(n+1—k)!-k!
nl-(k+n+1-k) (m+1)! _(n+1
 (n+1=K)!-K _(n+1—k)!-k!_< k )

Satz 7.15 (Binomischer Lehrsatz)
Es sei K ein Korper, x,y € K und n € Ny, so gilt

(x+y)" = Z (1]:) xSy,

k=0
Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n = 0: Nach Definition gilt

0
(x+y)l=1=1-1-1 :Z(E) Xyt
k=0

Induktionsschluss: n— n+ 1: Es gilt

Die Aussage folgt damit aus dem Prinzip der vollstindigen Induktion.
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Bemerkung 7.16 (Pascalsches Dreieck)
Man ordnet die Binomialkoeffizienten gerne in der folgenden Form an, die als Pas-

calsches Dreieck bekannt ist:

@ O o 6 0

Berechnet man die Werte der Binomialkoeffizienten, erhélt man die folgende Gestalt:

0. Zeile: 1

1. Zeile: 1 1

2. Zeile: 1 2 1

3. Zeile: 1 3 3 1

4. Zeile: 1 4 6 4 1

Aufgrund von Proposition 7.14 kann man die Eintrdge der n + 1-ten Zeile aus den
Eintrdgen der n-ten Zeile berechnen. Graphisch im Pascalschen Dreieck nimmt die

Proposition folgende Gestalt an:
() + (%)

+1
(")
D.h. die Summe zweier benachbarter Eintrage der n-ten Zeile liefert den mittig unter

ihnen stehenden Eintrag der n + 1-ten Zeile.

Aufgrund des binomischen Lehrsatzes sind die Eintrédge der n-ten Zeile des Pascal-
schen Dreiecks genau die Koeffizienten, die wir erhalten, wenn wir (x + y)™ aus-
schreiben. Z.B.

x+yP=1-4+3-y+3-xy>+1-y>

Aufgaben

Aufgabe 7.17
Es sei K ein Kérper und x € K. Zeigen Sie, x> = 1 genau dann, wenn x € {1, —1}.

Aufgabe 7.18
a. Auf der Menge G := R X R definieren wir eine zweistellige Operation

+:GxG— G:((xy),(w,v) = (x+u,y+v).
Zeigen Sie, (G, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (0, 0).
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b. Auf der Menge H := (R x R)\{(0,0)} definieren wir eine zweistellige Operation
HxH—H: ((xy), (V) = (xu—yv,xv+yu).
Zeige, (H,-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (1,0).

c. Zeigen Sie, dass (R x R, +, ) ein Korper ist, wenn die Operationen “+” und

[k

wie in a. und b. definiert sind.

Aufgabe 7.19
Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion, dass

Z(k+1) : (E) =2"".(n+2)

k=0
fiir n € IN gilt.

Aufgabe 7.20 (Die projektive Gerade als Gruppe)
Wir haben in Aufgabe 6.15 die Projektive Gerade P) als Menge von Aquivalenz-
klassen auf R?\ {(0,0)} eingefiihrt.

Zeigen Sie, dass die zweistellige Operation
(viivy) - (W1 iwa) = (Vi - W1 — V2 - Wi v - Wy + Vv - W)

wohldefiniert ist, d.h. nicht von der Wahl der Représentanten fiir die Aquivalenz-
klasse abhingt, und dass P§; mit dieser Operation eine Gruppe ist.
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§ 8 Ordnungsrelationen

A) Ordnungsrelationen

Definition 8.1 (Ordnungsrelation)
Es sei M eine Menge. Eine Ordnungsrelation auf M, auch Halbordnung oder partielle
Ordnung genannt, ist eine Relation R € M x M, so dass fiir alle x,y,z € M gilt:

O1: (x,x) €R, (“Reflexivitét”)
02: (x,y),(y,x) €ER = x =y, (“Antisymmetrie”)
03: (x,y),(y,z) € R = (x,z) € R. (“Transitivitat”)
Beispiel 8.2
Es sei M = IN.

a. Die iibliche Groferrelation
R={(x,y) € Ny x Ny | x <y}
ist eine Ordnungsrelation auf INy.
b. Die Relation
R ={(x,y) € Ny x Ny | x teilt y}
ist eine weitere Ordnungsrelation auf INy (sieche Aufgabe 8.21).

Notation 8.3 (Schreibweise < fiir Ordnungsrelationen)
Es sei M eine Menge und R eine Ordnungsrelation auf M. Wir definieren fiir x,y €
M

x <y & (x,y) €R,
und sprechen in aller Regel von der Ordnungsrelation “<” statt R, sofern keine
Missverstandnisse zu befiirchten sind. Ferner sprechen wir von der partiell oder
teilgeordneten Menge (M, <).

Mit dieser Schreibweise lassen sich die drei Axiome in Definition 8.1 wie folgt for-
mulieren. Fiir x,y,z € M soll gelten:

O1: x <x, (“Reflexivitét”)
O02: x<y Ny<x = x=y, (“Antisymmetrie”)
O03: x<y Ny<z = x<z (“Transitivitat”)

Gilt fiir x,y € M, dass x <y und x # vy, so schreiben wir auch x <y.
Beispiel 8.4
Ist M eine Menge, so ist die Potenzmenge P(M) von M durch

A <B &= A CB, fir A,Be P(M),

partiell geordnet, aber im allgemeinen sind zwei Elemente von P(M) nicht unbe-
dingt vergleichbar beziiglich dieser Ordnungsrelation. Z. B. sind im Fall M = IN die
Elemente {2} und {3} in P(IN) nicht vergleichbar.
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Allgemeiner gilt, ist N eine Menge, deren Elemente wieder Mengen sind, so wird N

mit der analogen Definition von “<” eine partiell geordnete Menge.

Definition 8.5 (Total- und Wohlordnungen)
Es sei M ein Menge.

a. Eine Ordnungsrelation “<” auf M heifit Totalordnung oder lineare Ordnung,
falls je zwei Elemente aus M vergleichbar sind, d. h. fiir je zwei Elemente
x,y € M gilt x <y oder y <x.

b. Ist “<” eine Ordnungsrelation auf M, A C M und x € A, so heiit x minimal
(bzw. mazimal) in A, falls fiir alle y € A mit y < x (bzw. x < y) gilt x =y.

c. FEine Totalordnung heifit Wohlordnung, falls jede nicht-leere Teilmenge von M

ein minimales Element besitzt.

Bemerkung 8.6 (Minimum und Maximum)
Das Minimum bzw. Maximum einer Menge M beziiglich einer Totalordnung ist
offenbar eindeutig bestimmt, sofern es existiert. Wir bezeichnen es mit min(M)

bzw. mit max(M).

Beispiel 8.7
a. Diereellen Zahlen (R, <) mit der iiblichen Kleiner-Gleich-Relation < sind total
geordnet, aber nicht wohlgeordnet.

b. Gleiches trifft auf (Z, <) mit der iiblichen Kleiner-Gleich-Relation
L2102 <..
zu. Allerdings definiert die “uniibliche” Anordnung
0<—-1<l<—-2<2<-3<3<...

in der Tat eine Wohlordnung auf Z.

Bemerkung 8.8 (Archimedisches Prinzip)
Die natiirlichen Zahlen sind beziiglich der iiblichen Ordnungsrelation “<” wohlge-
ordnet, d.h.:

Jede nicht-leere Menge natiirlicher Zahlen enthélt eine kleinste Zahl.

Diese wohlbekannte Eigenschaft der natiirlichen Zahlen nennen wir auch das archi-

medische Prinzip.

Definition 8.9 (Charakteristik eine Korpers)
Es sei K ein Korper. Gibt es eine positive ganze Zahl n € IN mit n - Tx = Ok, so

definieren wir
char(K) :=min{fm > 0| m-1x =0k} € NN,

sonst setzen wir char(K) := 0. Die Zahl char(K) heifit die Charakteristik von K.
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Proposition 8.10 (Die Charakteristik eines Korpers ist eine Primzahl oder Null.)
Ist K ein Korper mit char(K) #£ 0, so ist char(K) eine Primzahl.

Beweis: Angenommen, n := char(K) sei keine Primzahl. Dann gibt es zwei Zahlen
l<a,b<mmitn=a-b. Setzen wir x =a-1x und y =b - 1k, so gilt

x-y=(a-Tg)-(b-1x)=(a-b)-Tx=n-1x=0.

Aus Lemma 7.8 folgt dann aber a-Tx =x =0 oder b-1x =y = 0, im Widerspruch
zur Minimalitét von n = char(K). Also muss n eine Primzahl sein. O

Beispiel 8.11
Ist p eine Primzahl, so hat der Kérper IF, aus Beispiel 7.6 die Charakterisitik
char(F,,) = p. Die Kérper Q, R und C haben Charakteristik null.

Definition 8.12 (Supremum und Infimum)
Es sei “<” eine Totalordnung auf einer Menge M und () # A C M eine nicht-leere
Teilmenge von M.

a. WIir nennen s € M eine obere Schranke von A, falls s > x fiir alle x € A.
b. Wir nennen A nach oben beschrinkt, falls A eine obere Schranke besitzt.

c. Wir nennen s € M das Supremum von A, falls s das Minimum der Menge der
oberen Schranken von A ist. Dieses Minimum ist eindeutig bestimmt, wenn es

existiert, und wir bezeichnen es dann mit sup(A).
d. Wir nennen s € M eine untere Schranke von A, falls s < x fiir alle x € A.
e. Wir nennen A nach unten beschrdinkt, falls A eine untere Schranke besitzt.

f. Wir nennen s € M das Infimum von A, falls s das Maximum der Menge aller
unteren Schranken von A ist. Dieses Maximum ist eindeutig bestimmt, wenn

es existiert, und wir bezeichnen es dann mit inf(A).

g. Wir nennen A beschrdnkt, wenn A nach oben und nach unten beschrénkt ist.

Beispiel 8.13
a. Besitzt eine Teilmenge A einer totalgeordneten Menge M ein Maximum, so
ist dieses offenbar auch das Supremum von A. Analog ist das Minimum einer
Menge A auch ihr Infimum.

b. Betrachten wir die reellen Zahlen mit ihrer iiblichen Ordnung und die Menge
A={xeR|0<x <1}, s0ist 1 =sup(A) = max(A) das Supremum von A,
das zugleich ein Maximum ist, und 0 = inf(A) ist ein Infimum von A, das kein

Minimum ist.

c. Betrachten wir die rationalen Zahlen mit ihrer iiblichen Ordnungsrelation, so
ist
(xeQ|x>0und x* <2}

nach oben beschréankt, besitzt aber kein Supremum in Q.
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Bemerkung 8.14 (Supremumsaxiom)

Die reellen Zahlen sind beziiglich ihrer iiblichen Ordnungsrelation nicht wohlgeord-
net, d.h. nicht jede nicht-leere Teilmenge besitzt ein kleinstes Element. Selbst, wenn
wir voraussetzen, dass die Teilmenge nach unten beschréankt ist, muss sie kein klein-
stes Element besitzen, d.h. kein Minimum enthalten, wie wir in Beispiel 8.13 gesehen
haben. Es gilt aber, dass zu jeder nicht-leeren, nach unten beschrinkten Teilmenge
von R ein Infimum in R existiert. Aquivalent dazu ist die duale Aussage fiir das

Supremum:

Jede nicht-leere, nach oben beschrénkte Teilmenge von

R besitzt ein Supremum in R.

Diese Eigenschaft ist als Supremumsaxiom der reellen Zahlen bekannt. Auch wenn
sich die Korrektheit der Aussage nicht unmittelbar aus unserer Alltagserfahrung mit
den reellen Zahlen als Dezimalzahlen erschliefit, wollen wir sie ohne weiteren Beweis
als gegeben voraussetzen.

B) Angeordnete Korper

Definition 8.15 (Angeordnete Korper)
Es sei K ein Korper und “<” eine Totalordnung auf K. Wir nennen das Quadrupel
(K, +, -, <) einen angeordneten Kérper, wenn die Totalordnung mit der Addition

und der Multiplikation vertriglich ist, d.h. wenn fiir alle x,y,z € K
X<y — x+z<y-+z
und
x<y, 0<z = x-z<y-z
gilt. Ist x € K und x > 0, so nennen wir x positiv, ist x < 0, so nennen wir x negativ.

Beispiel 8.16
a. Die rationalen Zahlen @ und die reellen Zahlen R mit der {iblichen Ordnungs-
relation sind Beispiele fiir angeordnete Korper. @ erfiillt das Supremumsaxiom
nicht (siehe Beispiel 8.13), R erfiillt es.

b. Es gibt keine Totalordnung auf F,, durch die I, ein angeordneter Korper
wiirde. Denn wiirde es eine solche Totalordnung “<” geben, so wére entwe-
der 0 < 1, was zum Widerspruch 1 =0+ 1 < 14 1 = 0 fiihrt, oder es wére
1 <0, was zum Widerspruch 0 =1+ 1< 0+ 1 =1 fiihrt.

Lemma 8.17 (Rechenregeln in angeordneten Kérpern)
Es sei (K, +, -, <) ein angeordneter Korper und x,y,u,v € K.

a. x>0 & —x<0.
b. Istx #0, so ist x> > 0.

c. 1>0.



54 I. GRUNDLEGENDE BEGRIFFSBILDUNGEN

: 1 _ 1
d. Ist0<x<y,sozst0<g<;.
e. Istx<yundu<wv, soistx+u<y-+v.
f. Ist0<x undn €N, soist 0 <x™.

g. Ist0<x,yundmnelN mitn>1, so gilt
x<y &= x'<y"
Beweis:
a. Aus 0 < x folgt durch Addition von —x
—x =0+ (—x) <x+ (—x) =0.
Umgekehrt folgt aus —x < 0 durch Addition von x
0=—x+x<0+x=x.
b. Ist x > 0, so folgt unmittelbar
0=0-x <x-x=x%
Ist x < 0, soist 0 < —x und es gilt
0=0-(—x) < (—x) - (—x) =x-x =x".
c. 1=12>0.

d. Nach Voraussetzung ist y > 0. Nehmen wir an, % < 0, so folgt
1
l=—-y<0-y=0
e

im Widerspruch zu Teil c., also ist 0 < % Entsprechend gilt 0 < J—(, so dass

auch D1 |
0=0-—-<~-—=—
y x 'y xy
und somit wegen x <y auch
1 1 1 1
—=Xx-— <Yy -— =—.
Y Xy Xy X

e. Wir wenden die Vertriglichkeit der Totalordnung mit der Addition mehrfach
an:
x+u<y+u<y+v.

f./g. Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Proposition 8.18 (Charakterisierung des Supremums und Infimums)
Ist (K, +, -, <) ein angeordneter Kirper, A C K und s € K, dann gelten

s=sup(A) < 1) VxeA : x<s und
2) VO<eeK:dxeA :s—e<x
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sowie
s=inf(A) & 1) Vx€A :x>sund
2) VO<eeK:dIxeA :s+e>x

Beweis: Ist s = sup(A), so ist s ein obere Schranke von A und somit gilt Bedingung
1). Sei also 0 < € € K, so ist s — ¢ < s und mithin ist s — ¢ keine obere Schranke
von A. Also gibt es ein x € A mit x > s — ¢ und Bedingung 2) ist erfiillt.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dafl die Bedingungen 1) und 2) gelten. Wegen 1) ist
s dann eine obere Schranke von A, und wir miissen nur noch zeigen, dass es keine
kleinere obere Schranke geben kann. Dazu betrachten wir eine beliebige kleinere
Zahlt € Kmit t < s. Fiir e :=s—t € K gilt ¢ > 0 und wegen 2) gibt es dann ein
x € A mit x > s — e =1t. Also ist t keine obere Schranke von A.

Die Aussage fiir das Infimum zeigt man analog. O

Das folgende Lemma ist interessant bei der Definition des Riemann-Integrals einer

Funktion.

Lemma 8.19
Seien A, B C R zwer nicht-leere Teilmengen von R mit a < b fiir allea € A, b € B.
Dann gilt

sup(A) < inf(B).

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt unmittelbar, dal A nach oben und B nach
unten beschréinkt ist, so dass sup(A) € R und inf(B) € R existieren.

Angenommen, sup(A) > inf(B), so ist € := w > 0. Somit ist sup(A) — ¢
keine obere Schranke von A und inf(B) + ¢ keine untere Schranke von B. Es gibt
also ein a € A und ein b € B mit

_ sup(A) + inf(B)

a>sup(A)—e= 3 =inf(B) +¢ > b,
was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. O
Aufgaben

Aufgabe 8.20
Ist M eine endliche Menge, so gilt

IM| =minfn e N |3 f: M — {1,...,n} injektiv},
und jede injektive Abbildung f: M — {1,..., M|} ist bijektiv.

Aufgabe 8.21
Zeigen Sie, dass durch

R:={(x,y) € N x IN | x teilt y}

eine Ordnungsrelation auf IN definiert wird. Ist R eine Totalordnung?
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Aufgabe 8.22
Definiere auf M = IN x IN eine Relation durch

(m,n) < (k,1) < 1. max{m,n} < max{k, 1} oder
2. (max{m,n} = max{k,l} und m < k) oder
3. (max{m,n} = max{k,l} und m =k und n > 1) oder
4. (m,n) = (k, 1).
Zeigen Sie, dass “<” eine Totalordnung auf M definiert. Stelle graphisch in der
Zahlenebene R? dar, wie die Elemente (m,n) in M mit max{m,n} < 4 angeordnet
sind.

Aufgabe 8.23

Sei K ein angeordneter Korper und A, B C K Teilmengen, so dass sup(A) und sup(B)
existieren. Wir setzen A + B :={a+b | a € A,b € B}. Beweisen Sie, dass auch
sup(A + B) existiert und sup(A + B) = sup(A) + sup(B) gilt.

Aufgabe 8.24

Bestimme Supremum, Infimum, Maximum und Minimum (sofern sie existieren) der

Mengen:
A:{m+“ ’ m,ne]N>o} CR
m-n
und 1
B:{n+(_ ) ne]N>o} CR.
n
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§ 9 Eigenschaften der reellen Zahlen R

Theorem 9.1 (Charakterisierung der reellen Zahlen)
Der Kirper R der reellen Zahlen mit der iblichen Ordnungsrelation ist der einzi-
ge angeordnete Korper, in dem jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Menge ein

Supremum besitzt.

Bemerkung 9.2

Die Aussage in Theorem 9.1 besagt zweierlei. Zum einen wird festgestellt, dass R
ein angeordneter Korper ist und dem Supremumsaxiom geniigt. Zum anderen wird
festgestellt, dass dies fiir keinen anderen angeordneten Korper gilt. Das soll heiflen,
wenn es einen anderen angeordneten Korper (K, +,-, <) mit diesen Eigenschaften
gibt, dann gibt es eine bijektive Abbildung

f:R— K,
so dass f(x +y) = f(x) + f(y), f(x-y) = f(x) - f(y) und
x<y <& f(x)<Af(y)

fiir alle x,y € R gilt. In dem Fall kann man die beiden Kérper nicht mehr unter-
scheiden. Man sagt deshalb auch, dafi die reellen Zahlen durch die Eigenschaften in
Theorem 9.1 charakterisiert sind, und man koénnte die reellen Zahlen axiomatisch

durch Angabe der Eigenschaften einfiihren.

Wir wollen Theorem 9.1 in dieser Vorlesung nicht beweisen. Stattdessen werden wir
von den reellen Zahlen von nun an nur noch die im Satz angegebenen Eigenschaften
wirklich verwenden. Wenn wir uns also R als einen beliebigen angeordneten Korper
mit Supremumsaxiom denken, dann wird alles, was wir von nun an beweisen, dort
genauso gelten. Wir miissten die reellen Zahlen also noch gar nicht kennen, um die
weitere Theorie betreiben zu konnen. Die wenigen oben gegebenen Axiome reichen
uns aus. Insofern befinden wir uns von jetzt an auf wesentlich sichererem Grund und
miissen nicht mehr immer wieder Bezug auf unser Vorwissen zu den Zahlsystemen

nehmen.

Satz 9.3 (R ist archimedisch angeordnet.)
Firx,y € R mit 0 <x <y gibt es eine natirliche Zahln € N, so dassy < m - Xx.

Beweis: Wir betrachten die nicht-leere Teilmenge
A=n-x|neN}CR
der reellen Zahlen und miissen zeigen, dass y keine obere Schranke dieser Menge ist.

Nehmen wir an, dies wére doch der Fall, dann ist A nach oben beschrankt und somit

existiert das Supremum

s:=sup(A).
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Da x > 0 ist, ist s —x < s und somit ist s — x keine obere Schranke von A, d.h. es
gibt eine natiirliche Zahl n € IN mit

s—x<TMn-X.
Dann ist aber auch
s=(s—x)+x<n-x+x=Mm+1)-x,
im Widerspruch dazu, dass s eine obere Schranke von A ist.

Damit haben wir gezeigt, dass A keine obere Schranke besitzt und insbesondere,

dass y keine solche ist, d.h. es gibt eine natiirliche Zahl n € N mit y <n - x. U

Korollar 9.4 (Konsequenzen der archimedischen Anordnung)
a. Fir alle x € R gibt es eine ganze Zahlm, so dassn < x <n+ 1.

b. Fir alle e € R mit ¢ > 0 gibt es eine natirliche Zahln, so dass 0 < 11_1 < €.

Bewelis:

a. Ist0<x<1,s0istn=0.Ist T <x, so gibt es nach Satz 9.3 eine Zahl m € IN
mit x < m -1 = m. Nach dem Archimedischen Prinzip 8.8 besitzt dann die
nicht-leere Menge

M:={keN|x <k}
ein Minimum my = min(M), und fiir n := my — 1 < my gilt mithin
n<x<my=n+1.

Ist x < 0, so ist —x > 0 und wir haben schon gezeigt, dass es eine natiirliche
Zahl m € IN mit m < —x < m+ 1 gibt. Dann ist aber

—-m—-1<x<-—-m.
Falls x = —m, so setzen wir n := —m, und sonst setzen wir n:= —m — 1.

b. Wegen ¢ > 0 ist nach Lemma 8.17 auch % > 0, und nach a. gibt es dann eine
natiirliche Zahl n € IN so, dass

0<1<n.
€

Mit Lemma 8.17 folgt dann

Definition 9.5 (Intervalle)
Es seien a,b € R. Wir nennen eine Menge der Form

[a,b] :={x e R|a <x<b}
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ein abgeschlossenes Intervall, eine Menge der Form
(a,b):={x e R|a<x<b}
ein offenes Intervall und Mengen der Form
[a,b):={x e R|a<x<b}
bzw.
(a,b]:={x e R|a<x<b}
halboffene Intervalle. Mengen der Form
[a,00):={x € R|a<x},
(a,00) :={x €R|a<x}
(—o0,a]l :={x € R|x < a},
(—oo,a):={xeR|x < a}
(—o0,00) : =R
heiflen uneigentliche Intervalle.

Satz 9.6 (Q liegt dicht in R.)
Sind a,b € R mit a < b, so gibt es eine rationale Zahl im Intervall (a,b).

Beweis: Wegen b —a > 0 gibt es nach Korollar 9.4 eine natiirliche Zahl n € IN mit
1
0<—<b—a. (7)
n
Zudem gibt es nach Korollar 9.4 eine ganze Zahl m € Z mit
m<n-a<m+l. (8)

Damit gilt dann

m+1T m 106 1.
G<T:;+E§a+a<b
und mTH € (@ ist eine rationale Zahl. O

Satz 9.7 (Bernoullische Ungleichung)
Es sei x € R mit x > —1 und n € Ny, dann gilt

T4+x)">14+n-x.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n =0: (1+x)°=1=1+0-x.
Induktionsschluss: n +— n + 1: Nach Lemma 8.17 b. ist x* > 0 und nach Vor-
aussetzung gilt zudem 14 x > 0. Damit erhalten wir dann:

(™ = (14" (14%) >

8.17b.
T4+n-x)-T+x)=1T+n+1)-x+n-x* > 14+n+1)-x
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Die Aussage ist damit also mittels Induktion gezeigt. O

Satz 9.8 (Existenz von n-ten Wurzeln in R)

Zu jeder reellen Zahl x € R mit x > 0 und jeder natiirlichen Zahln € N mit n > 2
gibt es genau eine reelle Zahl a € R mit a > 0 und a™ = x.

Wir nennen diese Zahl die n-te Wurzel aus x und bezeichnen sie mit {/x oder X

Beweis: Wir wollen uns zunéchst der Eindeutigkeit der Losung zuwenden, sofern
sie existiert. Nehmen wir also an, es wiirde zwei verschiedene nicht-negative reelle
Zahlen a,b € R mit a™ = b™ = x geben. Dann ist eine der beiden echt kleiner
als die andere und wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass dies a ist, d.h.
0 < a<b. Aus Lemma 8.17 g. folgt dann x = a™ < b™ = x, was ein offensichtlicher
Widerspruch ist. Mithin haben wir gezeigt, dass es hochstens eine nicht-negative
Zahl a € R mit a™ = x geben kann.

Es bleibt noch zu zeigen, dass es auch wirklich eine solche nicht-negative Zahl a
gibt. Ist x = 0, so ist a = 0 eine Losung fiir a™ = 0. Wir kénnen im weiteren Verlauf

des Beweises also voraussetzen, dass x > 0.
Wir betrachten dann die Teilmenge
A={yeR|y=0y" <x}

der reellen Zahlen, und wir behaupten, dass 1+4x eine obere Schranke fiir A ist. Dazu
betrachten wir eine reelle Zahl y € R mit y > 1+ x > 0. Aus der Bernoullischen
Ungleichung folgt dann

8.17g. 9.7
y" > (14+x)">T+n-x>x,

und somit ist y ¢ A. Also ist A nach oben beschrankt durch x + 1. Wegen 0 € A

ist A zudem nicht-leer und deshalb existiert das Supremum
a:=sup(A) > 0.
Wir wollen nun zeigen, dass a™ = x gilt.

Zeige: a™ > x: Nehmen wir an, es gelte a™ < x.
Idee: Finde eine reelle Zahl € > 0, so dass a+¢ € A. — 4

Wegen a > 0 ist
= /n x n
= cavt > =1>0
=3 ()@= ()=

und somit auch 15 > 0 nach Lemma 8.17. Aus unserer Annahme folgt dann
x—a"
Cc

e;:mm{%,]}w

> 0.

Somit ist auch
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und es folgt

a"+c-e<x. (9)
Wegen 0 < &€ < 1ist €* < ¢ fiir alle k > 1, und aus dem Binomischen Lehrsatz
7.15 folgt dann

(a+e)" =a"+ ) (LL) cavR gk
P

n
<a" n)-a“_k-EZa“ c-e < x.
<a"+ ; <k +
Somit ist a+¢ € A und a+¢ > a im Widerspruch dazu, dass a das Supremum
von A ist. Mithin muss a™ > x sein.
Zeige: a™ < x: Nehmen wir an, es gelte a™ > x.
Idee: Finde ein e >0 und einy € A, so dass y"™ > (a—¢)" > x. — 4
Wegen a™ > x ist a > 0 und dann ist auch die Zahl
a-(a™—x)
—

>0

positiv. Wir setzen nun
a-(a*—x
cimmin {2102l s,
n-a®
Aus der Definition von ¢ folgt zum einen

£
_— > — 1
a 1 <0)

und zum anderen unter Anwendung der Bernoullischen Ungleichung

—e\ 27 e\ n
x§a“-(1+n-—)§a“-(1——) =(a—¢)"; (11)
a a
dabei beachten wir die Bernoullische Ungleichung wegen (10) anwenden
konnen.
Da a das Supremum von A ist und a — ¢ < a ist, muss es eine Zahly € A
geben mit
y>a—e>0.

Dann gilt nach Lemma 8.17 auch

. L an
yt > (a—¢)" > x,

im Widerspruch dazu, da y € A. Also muss auch a™ < x gelten.

Da sowohl a™ > x, als auch a™ < x gilt, folgt aus der Antisymmetrie der Ordnungs-
relation, dass a™ = x, und wir haben die n-te Wurzel von x gefunden. O

Bemerkung 9.9
In R besitzt also insbesondere jede nicht-negative Zahl eine Quadratwurzel. Dies
gilt in den rationalen Zahlen nicht (siche Satz 9.10), und man kann die reellen

Zahlen als eine Erweiterung des Zahlbereichs der rationalen Zahlen ansehen, die
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unter anderem deshalb notwendig war. Negative Zahlen besitzen aber auch in R
noch keine Quadratwurzeln, und wir werden im folgenden Kapitel deshalb unseren

Zahlbereich noch einmal erweitern zu den sogenannten komplexen Zahlen, die dieses
Manko dann beheben.

Satz 9.10 (v/2 ist irrational.)
Es gibt keine rationale Zahl a € Q mit a? = 2.

Beweis: Nehmen wir an, es wire a = % € @ eine solche Zahl. Wir kénnen ohne
weiteres annehmen, dass der Bruch in gekiirzter Form vorliegt. Aus

p?

2
—=a"=2
qz
folgt dann
pP=q*-2.

Also ist p? eine gerade Zahl, und dann muss notwendigerweise auch p eine gerade
Zahl sein. D.h. es gibt ein b € Z mit p =2 -b. Also ist

4'b2:P2:2'q2,
und somit
2-b*=q~
Mit dem gleichen Argument sind dann auch g% und q gerade Zahlen, und somit ist

q von der Form q = 2 - c. Aber das widerspricht der Voraussetzung, dass der Bruch

% in gekiirzter Form vorgelegen hat. O

Aufgaben

Aufgabe 9.11
Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion, dass
1 1 1 1 1
ﬁ+ﬁ+ﬁ+.'.+\/ﬁ+\/ﬁ>
fiir alle n > 2 gilt.
Aufgabe 9.12

Zeigen Sie, fiir je drei reelle Zahlen a,b,c € R gilt

Vvn

la — | la — b b —c|
T+la—c| = T+Jla=b] 1+|b—¢|
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§ 10 Der Korper der komplexen Zahlen

Wir kommen jetzt zum Korper C der komplexen Zahlen, dem neben R wichtigsten
Korper. Warum reichen eigentlich die reellen Zahlen nicht aus, wozu braucht man
die komplexen Zahlen? Ja, man kann sogar fragen, warum wir iiberhaupt die reellen
Zahlen bendétigen, wenn wir doch ohnehin nur mit endlichen Dezimalbriichen, also
rationalen Zahlen, rechnen konnen? Die Antwort auf die zweite Frage ist schnell
gegeben. Wir wissen alle, dafl etwa ganz natiirlich auftretende Groflen wie die Léange
der Diagonalen eines Quadrates mit Seitenlinge eins, sprich die Zahl v/2, oder das
Verhéltnis von Umfang zum Durchmesser eines Kreises, sprich die Kreiszahl 7t, keine
rationalen Zahlen sind. Sie sind aber reelle Zahlen und die reellen Zahlen sind in
gewissem Sinne, eine Vervollstandigung der rationalen Zahlen. Wir brauchen also die
reellen Zahlen, da die rationalen Zahlen Liicken aufweisen. Die komplexen Zahlen
werden nun deshalb eingefiihrt, um einen Mangel, den die reellen Zahlen immer noch
haben, zu beheben. Hierbei geht es um das Losen von Gleichungen, aber nicht mehr
linearen, sondern quadratischen. Es ist bekannt, dafl das Quadrat einer reellen Zahl
stets nicht-negativ ist. Also kann es keine reelle Zahl x geben, die die Gleichung
x? = —1 16st.

Als Losung genau dieser Gleichung wird nun eine neue Grofle eingefiihrt, die ima-
gindre Einheit i. Definitionsgemés ist sie diejenige Zahl, fiir die 1> = —1 gilt. Wenn
man nun eine solche Grofle i einfithrt, dann ist damit alleine gar nichts gewonnen.
Man will ja mit i auch rechnen kénnen, und zwar will man moglichst alle Rechenre-
geln von R iibertragen. Man will nicht nur i? = i-i, sondern auch i+1i oder Ausdriicke
wie 37+421 bilden koénnen. Dabei sollen die so zu konstruierenden komplezen Zahlen

die reellen Zahlen als Teilmenge enthalten.

Dafl es wirklich ein solches Zahlsystem komplexer Zahlen, in unserer Sprache den
Korper der komplexen Zahlen, gibt, ist iiberhaupt nicht klar und wurde historisch
erst spit realisiert und auch akzeptiert.? Gaufl hat die Zahlen geometrisch, als Punk-
te in der Ebene, eingefiihrt, weshalb die komplexen Zahlen heute noch Gaufische
Zahlenebene heiflen. Wir fithren die komplexen Zahlen ebenfalls als reelle Zahlenpaa-
re ein, definieren die Addition und die Multiplikation aber algebraisch und werden

die Definitionen erst im Anschlufl daran geometrisch interpretieren.

Bemerkung 10.1 (Konstruktion der komplexen Zahlen)

Es ist unser erklirtes Ziel, auf der reellen Zahlenebene R? mit der Vektoraddtion
(%y) + (u,v) == (x+u,y +v)

eine Multiplikation zu definieren, so dafl einerseits die tiblichen Rechenregeln (Asso-

ziativgesetze, Kommutativgesetze und Distributivgesetze) gelten und daff aulerdem

2Erstmals tauchte v/—T wohl um 1540 bei Cardano auf. Wirklich als Zahlsystem wurden die
komplexen Zahlen aber erst durch Gauf, 1777-1855, etabliert. Hierzu und zu vielen weiteren in-
teressanten Tatsachen um die komplexen Zahlen vgl. [Ebb92] § 3.
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der Vektor
= (0, 1)
eine Losung der Gleichung
2t =1
ist. Um letzteres richtig zu interpretieren, denken wir uns die reelle Zahlengerade R
als Teilmenge von R?, indem wir sie mit der x-Achse identifizieren, d.h.

R £{(a,0) | a € R} = x-Achse.
Die Multiplikation soll also der Bedingung

geniigen. Aulerdem wiirden wir uns sicher wiinschen, dafi die Multiplikation eines
Vektors mit der reellen Zahl
a=(a,0)

wie die Streckung des Vektors um den Faktor a funktioniert, d.h.
(a,0) - (x,y)=a- (x,y) = (ax, ay).

Wenn eine Multiplikation diese Wunschliste erfiillt, so gilt offenbar:

(%,Y) - (u,v) = ((%,0) + (0,y)) - ((u,0) + (0,V))
= ((%,0) + (y,0) - (0,1)) - ((w,0) + (v,0) - (0, 1))
= (x,0) - (u,0) + (y,0) - (0, 1) - (w, 0) + (x,0) - (v, 0) - (0, 1)
+(y,0) - (0,1) - (v, 0) - (0, T)
= (xu,0) + (yu,0) - (0, 1) + (xv,0) - (0, 1) + (yv,0) - (0, 1) - (0, 1)
= (xu,0) + (yu,0) - (0, 1) + (xv,0) - (0, 1) + (yv,0) - (—1,0)
= (xu,0) 4+ (0,yu) + (0,xv) + (—yv, 0)
= (xu —yv,xv +yu).
Wir haben fiir die Definition der Multiplikation also nur eine einzige Moglichkeit,

und die funktioniert zum Gliick auch.
Satz 10.2 (Der Korper der komplexen Zahlen)
Die Menge C :={(x,y) | x,y € R} zusammen mit der durch
(% y)+ (W) = x+wy+v), fir(xy),(w,v) eC,

und

(Xay) ’ (u,v) = (xu—yv,xv +yu)> fiir (X,U), (LL,\)) €q,
definierten Addition und Multiplikation ist ein Korper, den wir den Korper der kom-
plexen Zahlen nennen. .

Beweis: Dies folgt aus Aufgabe 7.18. O
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Bemerkung 10.3

a.

Dafi C mit den beiden Operationen ein Korper ist, bedeutet, dafl die oben
erwahnten iiblichen Rechenregeln beziiglich der Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division gelten, so wie wir sie von den reellen Zahlen her kennen.
Man beachte dabei, daf die reelle Zahl 0=(0, 0) bei der Addtion nichts tut und
die reelle Zahl 1£(1,0) bei der Multiplikation ohne Wirkung ist:

(%,y) 4+ (0,0) = (x + 0,y +0) = (x,y)

und
(xy)- (1,00 =(Kx-T=y-0,x-04+y-1) = (x,y).
Das multiplikative Inverse der Zahl (0,0) # (x,y) € C ist

-1 X -y
(X)y) - <X2+yzvxz+y2) .

Die Abbildung
t:R— C:x— (x,0)

ist mit der Addition und der Multiplikation vertréglich und identifiziert den
Korper der reellen Zahlen R mit dem Teilkérper R x {0} von C. Wir fassen R

in diesem Sinne als Teilmenge von C auf.

Praktischer als das Rechnen mit Paaren von Zahlen ist die folgende Notation
fiir komplexe Zahlen. Wir setzen x := (x,0) fiir x € R und i := (0,1). Dann
gilt fiir z = (x,y) € C

z=(x%y)=(x,0)+(0,y) = (x,0) + (0, 1) - (y, 0)=x + iy.

Diese Schreibweise wollen wir kiinftig fiir komplexe Zahlen verwenden. Damit
gilt dann:

i2=1(0,1)-(0,1) = —1.
Ferner ergibt sich die etwas willkiirlich anmutende Definition der Multiplikation

ganz “natiirlich” aus

(x +iy)(u+1iv) = (xu + Pyv) + ilxv + yu) = (xu —yv) + i(xv + yu).

Lemma 10.4 (C ist nicht angeordnet.)

Es gibt keine Totalordnung “<” auf C, die C zu einem angeordneten Kdorper macht.

Beweis: Angenommen, es gibe eine Totalordnung “<”  die C zu einem angeord-

neten Korper macht. Nach Lemma 8.17 mufl dann 0 < i*> = —1 gelten, was im
Widerspruch zu 0 < 1 steht. O

Definition 10.5 (Der Betrag und die komplexe Konjugation)

a.

Wir definieren die Betragsfunktion auf C durch
|- ]:C — Rso: x+ iy — V/x? +y?

und nennen |x| auch den Absolutbetrag von x. Wegen Satz 9.8 ist der Betrag
einer komplexen Zahl definiert und ist stets eine nicht-negative reelle Zahl.
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Beachte zudem, fiir x € R gilt

x| = x, fallsx >0
"] —x, fallsx <O0.

b. Wir definieren die komplere Konjugation als
C—Ciz=x+ly—z:=x—1y.
Fiir z € C heifit z die zu z konjugiert komplexe Zahl.
c. Wir definieren die Abbildungen Realteil
Re:C— R:x+1iy—x

und Imagindrteil

Im:C —R:x+iy—vy
und nennen Re(x + iy) = x den Realteil von z und Im(x + iy) = y den
Imagindrteil von z.

Beispiel 10.6
Wir betrachten die komplexe Zahl

z=1—1=—-1+1.
Dann gilt Re(z) = —1, Im(z) = 1 und
z=—1—1i=—(1+4+1).
Fiir den Betrag von z rechnen wir

iz = v/Re(z)2 +Im(z)2 = V1 +1 =12

und damit erhalten wir die Gleichung
z-z2=(-141) (-1-1)=2=z]

Lemma 10.7 (Einfache Rechenregeln in C)
Es seien z,w € C.

a. Der Betrag ist multiplikativ, d.h.
2| - Wl = |zwl.
b. Der Betrag erfiillt die Dreiecksungleichung, d.h.
iz +w| < [z + [wl,

und es gilt stets
Izl — wi| <[z —wl.
c. z=0 & |z|=0.
d. z-z=z
1_

e. Wennz#0, dannistz =1 =%
) z |z|
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Die komplexe Konjugation ist additiv, d.h.
Z4+w=z+w.
Die komplexe Konjugation ist multiplikativ, d.h.

Z-W=2Z-W.

N

=z
Zz=z < zcR.
Re(z) = &= < |z
Im(z) = 5= < [z].

|z| = ‘Z‘ =|—z|.

Beweis: Die Aussagen in den Teilen c.-1. {iberlassen wir dem Leser als Ubungsauf-

gabe.

a.

b.

Seien z = x + iy und w = u + iv mit x,y,u,v € R. Dann gilt
lzw? =|(xu —yv) +1i- (xv +yu)f = (xu—yv)* + (xv + yu)?
=x*u? — 2xuyv + y*v? + x4 2xvyu + yhu?
—x2u? v vyt = (3 y?) - (W )
=l - twl? = (121 - pwl)”.
Aus der Eindeutigkeit der nicht-negativen Quadratwurzel (Satz 9.8) folgt dann

2wl = [z] - [wl.

Wir wollen nun die Dreiecksungleichung unter Verwendung der iibrigen Aussa-
gen zeigen. Es gilt

Iz +wf? 4 (z+w)-(z+w)

II=

2. Z4(z2-WHZ- W) +w-W

PEMR 4 (W4 zow) +
L 2P £ 2 Re(z- W) + wP
j.
< 2P +2- |z - Wl + w)?

Ile

|21 + 2+ |2] - [W] + [wl?

—

= |2 + 2 Iz - wl + [wf?
2

= (2l +wl)".

Da dies eine Ungleichung von nicht-negativen Zahlen in dem angeordneten

Korper R ist, folgt aus Lemma 8.17, dafl

1z 4+w| < |z| + [wl.
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Es bleibt, die zweite Aussage in Teil b. zu zeigen. Aus der Dreiecksungleichung

erhalten wir
izl =lz—=w) +wl < [z —w| + [wl,
und somit
2| —wl < |z —wl.
Analog folgt
—(lzl =wl) =wl=lz| < fw —z| = [ = (W = z)| = [z = wl.

Wegen

|lz| — Iwl| = 2l — twl,  falls |z —w| = 0,
—(lz| = w]) falls |z| — w| < 0,

folgt dann ’Izl — IWH <l|z—w|.

Beispiel 10.8
a. Gegeben seien z =3 4 21 und w =5 — i. Dann gelten

zw=3-5-2-(-1))+3:-(=1)+2-5)-i=174+7i

sowie
w| = /52 + (=112 =26

und

z w . 5 1T .

5 1 1 5 .
2(3-2—6—2-%)—#(3-2—6—#2-%)-1
3 13, 1 1,
22—6+2—6'1:§+§‘1-
b. Fiir die komplexen Zahlen z =3 441 und w =5 — 121 gilt

z+w=(3+5+4—12)-i=8—8i
und somit
Z4+w =82 +8=12-8<16<18=5+13
=v/25 + V169 = /32 442 4 \/52 4+ 122 = [z] + |w.

Aulerdem gilt

z+z (B+4)+(3-4) 6 ,
7 = 2 = E =3= Re(Z).
Bemerkung 10.9 (Geometrische Deutung und Polarkoordinaten)

Wir wollen hier einige der bisher eingefiihrten Operationen auf den komplexen Zah-

len und der angefiihrten Eigenschaften derselben geometrisch interpretieren.
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w+z

ABBILDUNG 3. Addition in C als Vektoraddition

e Die Addition ist einfach die komponentenweise Addition, also die Addition der
Vektoren (siche Abbildung 3).

e Die komplexe Konjugation ist die Spiegelung an der x-Achse.

e Der Realteil ist die orthogonale Projektion auf die x-Achse und der Imaginérteil
die orthogonale Projektion auf die y-Achse.

e Der Betrag |z| = \/x? + y? einer komplexen Zahl z = x + 1y ist die euklidische
Lange des Vektors z, d.h. der Abstand von z zum Ursprung. Dies ergibt sich
unmittelbar aus dem Satz von Pythagoras (siehe Abbildung 4).

z=x+1y = (x,y)

ABBILDUNG 4. Pythagoras: x* +y? =12

e Die Dreiecksungleichung besagt deshalb im wesentlichen, dafl in einem Dreieck
die Summe der Seitenldngen von zwei Seiten stets eine obere Schranke fiir die
Seitenldnge der dritten Seite ist.

e Damit ist die Menge

K:={zeC|lzl=1}
die Menge der Punkte in der Ebene, deren Abstand zum Ursprung genau 1

ist, d.h. K ist der Einheitskreis um den Ursprung. Man beachte, dal bei einem
Punkt

z=x+1y,
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der auf dem Einheitskreis liegt, die kartesichen Koordinaten x und y schon
vollstandig durch den Winkel « € [0, 27t) bestimmt sind, den der Vektor z mit
der x-Achse einschlieft. Es gilt ndmlich (siche Abbildung 5)

x = cos(x)
und

y = sin(«)
und somit

z =cos(a) +1-sin(a).

ABBILDUNG 5. Koordinaten eines Punktes z = cos(a) +1-sin(a) auf
dem Einheitskreis

e Es bleibt, die Multiplikation zweier komplexer Zahlen 0 # z,w € C geometrisch

zu deuten. Dazu schreiben wir die Zahl z als

z
z=lz| - —=7r-2

2|
mit r = |z| und z’ = |—; Man beachte, dafl die Zahl z" den Betrag 1 hat, so daf3
es genau einen Winkel « € [0, 27t) gibt mit

z' = (cos(a),sin(e)) = cos(ot) +1 - sin( ).

Die komplexe Zahl z # 0 ist also eindeutig durch ihren Betrag und den Winkel
« bestimmt. Wir nennen
arg(z) .= o

das Argument von z und das Paar

(ry &) = (lzl, arg(2))

die Polarkoordinaten von z.
Wir erinnern hier an die beiden Additionstheoreme fiir den Sinus und den
Cosinus (siche auch Satz 12.38):

cos(ox+ ) = cos() - cos(B) —sin(a) - sin(R) (12)
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i z
T r_ z
5 T
T =|z|
isin(w) o = arg(z)
(o4
cos(a) 1

ABBILDUNG 6. Polarkoordinaten von z = 1 - (cos(a) + 1 - sin(x))

und
sin(ax + B) = cos(a) - sin(PB) + sin(x) - cos(B). (13)

Betrachten wir zundchst die Multiplikation von zwei komplexen Zahlen z =
|z] - (cos(oc) +1i- sin(oc)) und w = |w| - (COS(B) +1i- sin(B)):

z-w=lz| - w| - (cos(a) +1i-sin(«x)) - (cos(B)+1i-sin(B))
=lz|-w| - (Cos(oc) -cos(pB) —sin(e) - sin(B)) +1i- (cos(oc) -sin(PB) + sin(a) - COS(B))
(12),(13) lz| - [w] - (cos(oc+ B)+1i-sin(ax+ [5)).
Die beiden Zahlen werden also multipliziert, indem man die Argumente addiert
und die Betridge multipliziert (siehe Abbildung 7).

x+

w
V4

2| - [w B 7

x

ABBILDUNG 7. Multiplikation zweier komplexer Zahlen

In Polarkoordinaten konnte man dies schreiben als

(T, OC) : (S) B) = (T © Sy X+ B)
Beispiel 10.10
Zur Ermittlung von « = arg(z) fiir z =1 — 1 betrachten wir die Zahl

z —_£+Qi

Izl 2 2
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vom Betrag 1, fiir die gilt

Zz_ cos(a) 4+ isin(a),

|zl
d.h. cos(a) = —g und sin(«) = g, also o« = %7‘(.
Bemerkung 10.11 (n-te Wurzeln)

Aus der Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl
wW=r- (cos(oc) +1i- sin(oc))
1483t sich leicht ableiten, dafl die Zahl
a= Q/? (cos( )+1 sm( ))

eine n-te Wurzel aus w ist, d.h.

a =w.
Dabei ist {/r die eindeutig bestimmte nicht-negative n-te Wurzel der nicht-negativen
Zahl r.

Die obige Zahl a ist aber nicht die einzige Losung der Gleichung
2" =w

in C. Denn addiert man zum Argument einen der folgenden Winkel

27k
%, mitk=1,...,n—1,

so erhalten wir
(/1 (cos (=2) +1 - sin (‘”znk))) = /1" - (cos (ot + 2mk) + 1 - sin (& + 271k))
= /1" (cos (o) +1-sin (o)) = w.
Wir haben also in der Tat n verschiedene n-te Wurzeln von w gefunden:
ay = V1 (cos (22E) 4 i sin (&22K)) | k=0,...,n—1.
Damit sehen wir, daf§ die Polynomgleichung
" =1

in C genau n Losungen hat, wobei n der Grad der Gleichung ist. Das ist ein Spezi-
alfall des Fundamentalsatzes der Algebra.

Aufgaben

Aufgabe 10.12
Bestimme fiir die folgenden komplexen Zahlen Rez, Imz, argz, |z|, Z und z™



KAPITEL II

Eindimensionale Analysis

Im folgenden wollen wir die eindimensionale Analysis entwickeln, teilweise nur iiber
den reellen Zahlen, teilweise parallel iiber den reellen und den komplexen Zahlen.
Deshalb fiithren wir folgende Notation ein.

Im folgenden sei stets K € {R, C} einer der beiden Korper R oder C.

§ 11 Folgen und ihre Grenzwerte

A) Konvergente Folgen

Definition 11.1 (Folgen)
Eine Folge in K ist eine Abbildung

oa:IN— K

von den natiirlichen Zahlen IN nach K.

Notation 11.2 (Familienschreibweise fiir Folgen)

Eine Folge o« : N — KK ist eindeutig festgelegt durch ihre Funktionswerte a, :=
a(n) mit n € IN. Wir schreiben deshalb statt o« : N — K gemeinhin nur (an)nen
oder (aj, az, az,...).

Manchmal ist es angenehmer, eine Folge nicht bei 1 starten zu lassen, sondern bei
einer anderen ganzen Zahl k. Dann schreiben wir fiir die Folge schlicht (an)n>k-
Formal wiirde dem dann die Abbildung

N—K:n— an ik

entsprechen.

Beispiel 11.3
a. Ist ¢ € K, so heift o« : N — K : n — c eine konstante Folge. Es gilt a, = ¢
fir n € IN, und mithin (a,)neny = (¢)nen-

b. Fir q € Kist auch « : N — K : n +— " eine Folge mit a,, = q", also

(an)nelN = (qn)ne]N-

1

c. (ﬁ)n>2 ist ein Beispiel fiir eine Folge in IK, bei der der Folgenindex nicht bei

1 startet.
Definition 11.4 (Konvergenz und Grenzwert)
Es sei (an)nen eine Folge in K und a € K.
73
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a.

b.

C.

II. EINDIMENSIONALE ANALYSIS

Wir nennen a genau dann einen Grenzwert von (an)nen, wenn
Vo<eeR dn,eN:Vn>n, : |la,—al <e.
In diesem Fall sagen wir auch, dafl (a,)nen gegen a konvergiert und schreiben

lim a, =a
n—oo

oder
a, — a.

Wir nennen (a,)neny genau dann konvergent, wenn es ein a € IK gibt, so dafl

(an)nen gegen a konvergiert. Andernfalls nennen wir (an)nen divergent.

Wir nennen eine Folge (an)nen in K eine Nullfolge, wenn (a,)nen gegen O
konvergiert, d.h. a, — 0.

Beispiel 11.5

a.

Die konstante Folge (a,)nen = (¢)new konvergiert gegen ¢, d.h. lim ¢ =c.
n—oo

Um das zu sehen, wihlen wir fiir eine reelle Zahl ¢ > 0 die natiirliche Zahl

n. =0, so daf} fiir jedes n > n, = 0 gilt

lan —cl=lc—c|=0<ce.

Die Folge (l)ne]N konvergiert gegen 0, d.h. lim % =0.

n n—oo

Denn: sei 0 < ¢ € R gegeben, so gibt es nach Korollar 9.4 eine natiirliche Zahl
N, so dafl 0 < nlz < €. Ist nun n > n,, so folgt

< < €.

1 1
n - n
Die Folge (an)neny = ((—1 )“)ne]N ist divergent.

Denn: nehmen wir an, (a,)nen konvergiert gegen a. Dann gibt es zu ¢ = %
ein ng, so dafl |a, — al < ¢ fiir n > n.. Insbesondere gilt dann wegen der

Dreiecksungleichung
2=|(=1)" = (=)™ =an, — anl <lan, —al+la—ap il <e+e=1,

was ein offensichtlicher Widerspruch ist.

Lemma 11.6 (Geometrische Folge)
Es sei q € K mit |q] <1, so ist (q™)nen eine Nullfolge.

Beweis: Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dafl q # 0, da die Folge sonst

sicher eine Nullfolge ist.

Sei ¢ > 0 gegeben. Wir betrachten die reelle Zahl

1
x:=——1>0,

Iql
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die positiv ist, da nach Voraussetzung 0 < |q| < 1. Nach Korollar 9.4 gibt es eine
natiirliche Zahl n, € IN, so dafl

1
< x- 14
o X-€ (14)
Ist nun n > n., so gilt wegen |q| = 11? und der Bernoullischen Ungleichung auch
1 9.7 1 1 1T (9 x-e
"—0l=Iq" = < < < < = ¢.
q = ldl (T4+x) " 1T4+4n-x mn-x ng-x X ¢
O

Bemerkung 11.7
Fiir eine Folge (an)nen in K gilt offenbar:
a,—a & a,—a—0 & la,—a —0.
Diese Feststellung ist in mancher Anwendung von Nutzen, um Argumente ab-
zukiirzen.

Proposition 11.8 (Eindeutigkeit des Grenzwertes von Folgen)
Der Grenzwert einer konvergenten Folge in K ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Nehmen wir an, eine Folge (a,)nen in IK besitze zwei verschiedene Grenz-
werte a,b € K. Dann ist die reelle Zahl

la—bl
€= >0
2
positiv. Mithin gibt es zwei natiirliche Zahlen n.,n. € N, so da8
la, —al < e
fir n > n, und
la, — bl < ¢

fiir n > n/. Setzen wir nun N := max{n,,n.}, so gilt
la—b|<|la—an|+lan—Dbl < e+ e =]a—Db|

was ein offensichtlicher Widerspruch ist. O

B) Beschrinkte Folgen

Definition 11.9 (Beschriankte Folgen)
Eine Folge (an)nen in K heifit beschrdankt, wenn die Menge

{lan € R | n € N}

beschrankt ist, d.h. wenn es eine Zahl s € R gibt, so daf} |a,| < s fiir alle n € IN.
Man beachte dabei, dal die Menge stets durch 0 nach unten beschréankt ist, und wir
nennen eine Zahl s wie oben eine Schranke fiir (a,)nen.

Beispiel 11.10
a. Die konvergente Folge (T]—l)nelN ist beschrénkt, da ‘H <1 firallen>1.
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b. Die divergente Folge (an)nenw = ((—1 )“)ne]N ist ebenfalls beschrankt, da {IanI €
R|neN}={1}

Satz 11.11 (Konvergente Folgen sind beschrankt.)
Jede konvergente Folge in K ist beschrinkt.

Beweis: Sei (an)nen eine Folge in K und lim a, = a. Dann gibt es zu ¢ = 1 eine
n—oo
natiirliche Zahl n, € IN, so daf
la, —al<e=1
flir n > n,. Setze
s = max{1 + |a|; lail,[azl, ..., [an 1}
wobei man beachte, dass das Maximum existiert, weil die Menge endlich ist.

Damit erhalten wir dann

aul < s, falls n < n.,
"7 lan—al+]al < 1+]al <s, fallsn > n,.

Mithin ist s eine Schranke fiir (a,)nen- O

Beispiel 11.12
a. Beispiel 11.10 zeigt, dass die Umkehrung von Satz 11.11 nicht gilt.

b. Fiir k € IN ist die Folge (ayn)new = (M¥)nen nicht beschriankt, also auch nicht

konvergent.

c. Fir q € K mit |q| > 1 ist die Folge (an)nen = (q™)new nicht beschrinkt und
somit divergent.
Um dies zu sehen, nehmen wir an, s > 0 sei eine Schranke fiir die Folge (a,)nen
und setzen x :=[q|—1 > 0. Da R archimedisch angeordnet ist (siehe Satz 9.3),
gibt es eine natiirliche Zahl n € N, so dass

s<Mm-X.
Aus der Bernoullischen Ungleichung erhalten wir damit
gt =(1+x)">14+n-x>s,

was ein Widerspruch zur Wahl von s als Schranke von (a,)nen ist. Dies zeigt,
daB (an)nen nicht beschrankt ist.

Lemma 11.13

Ist (an)nen eine Nullfolge in KK und (bn)new eine beschrinkte Folge in K, so ist

(an - br)nen eine Nullfolge.

Beweis: Da (b, )nen beschriankt ist, gibt es eine positive reelle Zahl s € R~y mit
bal <'s

fiir alle n € IN.



§ 11. FOLGEN UND IHRE GRENZWERTE 7

Sei nun € > 0 gegeben. Wegen a,, — 0 gibt es eine natiirliche Zahl n, € IN, so dass

€
la, — 0] < —
s

fir n > n,. Fur n > n, erhalten wir damit

@by =0l = lan by =0+ byl = lan =0 - Jb] < fan —0]-s < = -5 = .
Mithin konvergiert (a, - by)nen gegen 0. O
Beispiel 11.14

Da die Folge (T]—l)nelN

schrankt ist, gilt

eine Nullfolge ist und da zudem die Folge ((—1)“)n€IN be-

(="

n

—3 0.

C) Grenzwertsitze und Konvergenzkriterien

Proposition 11.15 (Grenzwertsétze)

Seien (an)neny und (by)new konvergente Folgen in IK mit a, — a und b, — b.
a. a,+b,—a+bunda,—b, — a—>.
b. a,-b, — a-b.
c. lan — lal.

d. Ist zudem b # 0, so gibt es ein ny € N mit by, # 0 fiir alle n > ng und die

Folge (g—:)n>no st konvergent mit
@
bn b’
Beweis:

a. Sei ¢ > 0 gegeben. Dann gibt es natiirliche Zahlen n/;n!” € IN, so dass

Ian—a|<§
fir n > n/ und
€
b, — bl < =
b — bl < &

fir n > n/. Mit n, := max{n/,n/} gilt dann
€
2

fiir n > n.. Mithin konvergiert (a, + bn)nen gegen a + b. Analog sieht man

€
[(an +bn) = (a+b)l <lan—al+ by —bl < S+ =c¢
an_bn_)a_b.

b. Nach Satz 11.11 ist (an)nen als konvergente Folge beschrinkt und nach Vor-

aussetzung ist (b, — b).en eine Nullfolge, so dass

Q- (bn—b) — 0
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nach Lemma 11.13. Analog ist nach Voraussetzung (a, — a)n,en eine Nullfolge

und die konstante Folge (b)nen ist als konvergente Folge beschrankt, so dass
(ap,—a)-b—0.
Aus a. folgt dann, dass die Summe der beiden Nullfolgen eine Nullfolge ist, d.h.
a,-bp,—a-b=a,-(bpy—b)+(a,—a)-b —0+0=0.
Also gilt auch a,, -b, — a-b.
Ist ¢ > 0 gegeben, so gibt es eine natiirliche Zahl n. € IN mit
la, —al < e
fiir alle n > n.. Aber dann gilt nach Lemma 10.7 auch
lanl —lal] <lan—al < e
fiir alle n > n.. Es folgt die Behauptung.
Wegen b # 0 ist

und es gibt ein ng € IN mit

_Ib]
|bn—b’<€—7

fir alle n > ny. Mithin ist

bl

b < |b,| fiir n > ng. Insbesondere ist by, # 0 in diesen Fillen.

so dass 0 < 5
Aus Lemma 8.17 folgt zudem
2

O< — < — 15
ol = ol (15)

fir n > ny.
Ist nun ¢ > 0 beliebig gegeben, so gibt es eine natiirliche Zahl n, > ny mit
e - bl
2
fir alle n > n,. Fir diese n erhalten wir damit
1 1‘: b — by _ 1 ‘l_|b bl (15),(16) i_e~|b|2 _
b =Bl [ou] bl " bz 2

|bn_b| <

(16)

b, Db
Also gilt

1_)1
bn b’

und mit Teil b. folgt dann die Behauptung > — .
O

Beispiel 11.16
a. Die Folge (%) o Ist eine Nullfolge, da lim 4y = lim 1. lim 1 =0-0=0.
n n—oo "

n—oo ™ n—ooco ™
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b. Die Folge (an)nen mit

o = m*+3
T2 en+ 1
ist wegen der Grenzwertséitze konvergent, denn es gilt
7+ 740 7

Qn

= - = .
4+14 L 440+0 4

Proposition 11.17 (Einschachtelungssatz)
Seien (an)nenw und (by)new konvergente Folgen in R mit a, — a und b, — b,
und sei (Cn)new eine weitere Folge reeller Zahlen.

a. Ist a, < by fir allen > ngp, soist a < b.

b. Ist a, < ¢, < by, fir allen > ny und ist a = b, so gilt ¢, — a.

Bewelis:

a. Nehmen wir b < a an, so gibt es fiir

a—>b
€= > >0

natiirliche Zahlen n/,n! € IN mit
a, € (a—¢g,a+¢)
fiir alle n > n/ und
b,€(b—¢b+¢)
fiir alle n > n/. Mithin gilt fiir n = max{ng, n/,n/}
a—e<a, <b,<b+eg,
so dass
a—b<2-e=a—b. ¢
b. Sei ¢ > 0 gegeben, dann gibt es natiirliche Zahlen n/;n” € IN mit
la, —al < e
fiir alle n > n/ und
b, —al<e¢
fiir alle n > n”. Mithin gilt fir n > n, := max{ny, n/,n/’} sicher
a—e<a, <cp<by<a-+e,
d.h.
lcn — al < e.

Also konvergiert (cn)nen gegen a.



80 II. EINDIMENSIONALE ANALYSIS
Beispiel 11.18
WegenOﬁ#S%ﬁirallenZ] und k > 1 folgtausO—)Ound%—)Oauch

1
§—>0.

Definition 11.19 (Monotone Folgen)
Es sei (an)nenw eine Folge reeller Zahlen. Wir nennen (a,)new monoton wachsend,

falls
an S An+1

fiir alle n € IN.

Analog nennen wir (a,)new monoton fallend, falls
an > An+1

fiir alle n € IN.

Beispiel 11.20

Die Folge (n)nen ist monoton wachsend und divergent, die Folge (T]—l)nelN ist monoton
fallend und konvergent.

Satz 11.21 (Monotoniekriterium)

Jede monoton wachsende oder fallende, beschrdnkte Folge in R ist konvergent.
Beweis: Sei (a,)nen eine monoton wachsende, beschrinkte Folge reeller Zahlen und
sei s > 0 eine Schranke. Dann ist die Menge
A :={a,|n e NN}
nach oben beschrankt durch s, und somit existiert das Supremum
a:=sup(A).
Wir wollen zeigen, dass (a,)nen gegen a konvergiert.

Dazu sei ¢ > 0 gegeben. Dann ist a — ¢ keine obere Schranke von a, so dass ein
n, € IN existiert mit
a—e<Q,-

Da die Folge monoton wachsend ist, gilt dann aber fiir alle n > n. auch
a—e<ay,, <apfa<a+teg,

oder anders formuliert

la —an| =la, —al < e.
Mithin haben wir a, — a gezeigt. Der Fall einer monoton fallenden Folge wird
analog mit Hilfe des Infimums bewiesen. O

Bemerkung 11.22 (Supremum und Infimum sind Grenzwerte von Folgen.)
Es sei ) # A C R eine nicht-leere Menge reeller Zahlen.

a. Ist A nach oben beschrinkt, so gibt es eine monoton wachsende Folge (an)nen

in A, die gegen sup(A) konvergiert.
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b. Ist A nach unten beschrinkt, so gibt es eine monoton fallende Folge (a,)nen
in A, die gegen inf(A) konvergiert.

Beweis: Sei zunédchst A nach oben beschrankt. Wir wihlen ag € A beliebig und
setzen a ;= sup(A). Fiirn > 1 und ¢ = % gibt es ein b, € Amit a—¢ < b, < a.
Setzen wir nun a, := max{b,, a,_1} € A, so definieren wir auf diese Weise rekursiv
eine offenbar monoton steigende Folge in A. Fiir diese gilt zudem

1
a—a——<b,<a, <aq,
n

woraus mit dem Einschachtelungssatz folgt, dass (a,)nen gegen a konvergiert.

Ist A nach unten beschrinkt, so zeigt man die Aussage analog. O

Beispiel 11.23 (Rekursive Folgen — das Heron-Verfahren)
Es sei ¢ € R eine positive reelle Zahl. Wir setzen ap := 1 und fiir n € INy definieren
wir a,.1 durch die Rekursionsvorschrift

1
Ani1 = 7 <an—|—i) > 0.

Wir wollen zeigen, dass die Folge (an)nenw gegen /c konvergiert.

1. Schritt: a2 , > c fiir alle n € Ny: Fiir n € Ny gilt

2 2

c c
0§<an——) I Y
an a;

Addieren wir auf beiden Seiten 4c, so erhalten wir

2 2
c c
0§4c§aﬁ+20+¥:<an—l——) =4.a2 ;.

n n

2. Schritt: (a,)n>; ist monoton fallend: Aus dem 1. Schritt wissen wir, dass
aTz1 > ¢ fiir n > 1 und mithin auch

c

an

a, >

fiir n > 1 gilt. Wir erhalten damit

an1:1' an+i Sl'(an+an):an
T2 2

an
fiir alle n > 1, so dass die Folge monoton fallend ist.
3. Schritt: (an)n>; ist beschrankt: Denn 0 < a, < a; fiir allen > 1.
4. Schritt: a, — /c: Da die Folge (a,)n>1 monoton fallend und beschrinkt
ist, folgt aus Satz 11.21 dann, dass sie konvergent ist, d.h. es gibt ein a € R
mit a, — a. Den Grenzwert konnen wir nun mit Hilfe der Grenzwertséitze

und der Eindeutigkeit des Grenzwertes bestimmen; es gilt némlich

1 ( c) 1 c
A any == (an+— —)—-<a+—>,
2 an 2 a
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d.h.
(o)
a==-(a+—).
2 a
Losen wir die Gleichung nach a auf, so erhalten wir
a” =c,

und da die Folgenglieder nie negativ sind, kann auch der Grenzwert nicht ne-
gativ sein (siehe Proposition 11.17). Damit ist also a = /¢ nach Satz 9.8.

Beachte, dass man die Folge (an)nen nutzen kann, um die Wurzel /¢ niherungsweise
zu berechnen — man nennt dieses rekursive Verfahren auch das Heron- Verfahren.
Versuchen Sie dies einmal fiir ¢ = 2 oder ¢ = 4.

D) Der Satz von Bolzano-Weierstraf3

Definition 11.24 (Teilfolge)

Es sei (an)nen eine Folge in K und ist zudem
n<n<nyz<ng<...
eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen, so nennen wir die Folge

(ank)kEIN - (ama Qnyy Ongy Qnyy .. )
eine Teilfolge von (an)nen-

Beispiel 11.25
Die Folge ( ! )ne]N ist eine Teilfolge von (l

nZ n)ne]N'

Satz 11.26 (Bolzano-Weierstraf})
Jede beschrdinkte Folge in IK besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wir unterscheiden im Beweis die Félle K = R und K = C.
1. Fall: K = R: Da (a,)nen beschrankt ist, gibt es eine Zahl s > 0, so dass
—s<a,<s
fiir alle n € IN, d.h. das Intervall
(b1, c1] := [—s, 5]

enthalt unendlich viele Folgenglieder der Folge (a,)new und wir wahlen eines
davon, a,. Teilen wir das Intervall in zwei gleichgrofie Halften [—s, 0] und [0, s],
so enthélt mindestens eines der beiden neuen Intervalle wieder unendlich viele
Folgenglieder. Wir wéhlen ein solches und nennen es [b,, c;]. Da es unendlich
viele Folgenglieder enthélt, enthélt es auch ein a,, mit n, > n;. Mit dem In-
tervall [by, cq] verfahren wir in der gleichen Weise und konstruieren so rekursiv

eine Folge von Intervallen

[b1,c1] 2 [by,ca] 2 [b3yc3] 2 [baycal 2.,
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so dass jedes [bj, ¢;] unendlich viele Folgenglieder von (an)nen enthélt. Zugleich

konstruieren wir dabei eine Teilfolge

Qnyy Qnyy Qngy Qngy e -

mit
b; < an; < ¢

undny<n; <nz<....
Aufgrund der Konstruktion ist die Folge (bj)jew eine monoton wachsende be-
schrinkte Folge und besitzt deshalb einen Grenzwert nach dem Monotoniekri-
terium 11.21, d.h.
Analog besitzt (cj)jen als monoton fallende beschriankte Folge einen Grenzwert

c. Da das Intervall [b,, c,] aufgrund seiner Definition die Lénge zf—f] hat, folgt

dann

2 \"
c—b%cn—bn:rl_i:%. (z) —0,

wobei wir fiir die Konvergenz der rechten Seite die Eigenschaften der geometri-
schen Folge beriicksichtigen (siehe Lemma 11.6). Wegen der Eindeutigkeit des
Grenzwertes einer Folge gilt dann b = ¢, und aus dem Einschachtelungssatz
folgt dann auch

lim a,, =b.

]")OO )

. Fall: K = C: Aus Lemma 10.7 wissen wir, dass
|Re(an)| <lanl,

so dass die Folge (Re(an))ne]N ebenfalls beschrankt ist. Da wir den Satz von

Bolzano-Weierstraf fiir IK = R bereits bewiesen haben, gibt es also eine Teil-

folge (an, Jxew und eine reelle Zahl b, so dass
Re(an,) — b.
Ebenfalls aus Lemma 10.7 folgt
[ Im(an, ) < fan,],

so dass auch die Folge (Im(ank))ke]N beschrankt ist, und wieder folgt mittels
des Satzes von Bolzano-Weierstral fiir K = R, dass (an, Jxew eine Teilfolge

( Qn )jew besitzt und dass es eine reelle Zahl ¢ gibt, so dass
Im(a,, ) —c.
)

Aus Aufgabe 11.37 wissen wir, dass die Teilfolge (Re(ankj))jelN von
(Re(ank))kelN ebenfalls gegen b konvergiert, und aus Aufgabe 11.36 ergibt
sich dann, dass auch die Folge ( Qn )jew konvergent ist mit

Ony, = Re(ankj) +1i- Im(ankj) —b+1i-c.
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Beispiel 11.27
Die divergente beschrinkte Folge ( (—1)“)ne]N besitzt als konvergente Teilfolge die
konstante Folge ((—1 )Zk)ke]N = (1)xen.

Satz 11.28 (Abgeschlossene Intervalle sind abgeschlossen.)
Ist (an)new €ine konvergente Folge im abgeschlossenen Intervall [a,bl, so gilt

lim a, € [a,b].

n—oo

Beweis: Aus a < a, < Db fiir n € N folgt mit Teil a von Proposition 11.17 sofort,
dass a < lim,_,00 an < by,. O

E) Das Cauchy-Kriterium

Definition 11.29 (Cauchy-Folge)
Eine Folge (an)nen in K heifit Cauchy-Folge, falls

Vo<eeR dn,eIN:Vm>n>n, : la,—ay] <e.

Satz 11.30 (Cauchy-Kriterium: K ist vollstandig.)
Fine Folge in K ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Bewelis:

=—: Wir setzen voraus, dass (a,)nen eine konvergente Folge ist mit Grenzwert

a. Sei nun € > 0 gegeben, dann gibt es eine natiirliche Zahl n. € IN, so dass

| <
a, — a —
e 2

fiir alle n > n.. Fiir zwei natiirliche Zahlen m > n > n, folgt dann mit der

Dreiecksungleichung

e €
!am—an!g!am—al+!a—an|<z+§:e.

Also ist (an)nen eine Cauchy-Folge.

<=: Sei nun umgekehrt (a,)nen eine Cauchy-Folge. Wir wollen zeigen, dass
(an)nen konvergent ist und miissen dazu einen Grenzwert von (an)nen fin-
den, was nicht ganz leicht ist. Unsere Idee hierzu ist, dass wir eine konvergente
Teilfolge von (an)nen mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstra$l finden und
dann zeigen, dass deren Grenzwert auch ein Grenzwert von (an)nen ist.

1. Schritt: Zeige, dass (an)new beschrinkt ist.!
Zu ¢ = 1 gibt es eine natiirliche Zahl n. € IN, so dass

lan, —an <e=1
fiir alle m > n > n,. Setze
s == max{1 + |a, |, la1], |azly .. .y [an, -1}

Der Beweis geht wie der Beweis von Satz 11.11, wenn man dort den Grenzwert a durch a,_
ersetzt.
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Damit erhalten wir dann

a < s, falls n < n.,
lan — an, |+ lan, | < T4 ay, | <s, fallsn>n..

Mithin ist s eine Schranke fiir (a,)nen-
2. Schritt: Aufgrund des Satzes von Bolzano-Weierstral 11.26 besitzt
(an)new also eine konvergente Teilfolge (an, Jxen, und wir setzen
a:= 1}520 Qn, -
3. Schritt: Zeige, a, — a.
Sei dazu ¢ > 0 gegeben. Da (aq)nen eine Cauchy-Folge ist, gibt es eine
natiirliche Zahl n, € IN mit
€
|am - an’ < z
fir alle m > n > n,. Da zudem a,, — a existiert auch ein k, € IN mit
€
lan, —al < 3
fiir alle k > k.. Wir wéhlen nun eine Zahl k > k, so, dass ny > n,. Dann

gilt fiir jedes n > n, auch

e €
Ian—alglan—ank|+|ank—al<z+z=e.

Also konvergiert (a,)nen gegen a.
]

Beispiel 11.31
Ist 1 # q € K mit |g] =1, so ist die Folge (q")nen keine Cauchy-Folge und mithin

auch nicht konvergent.

Um dies zu sehen, betrachten wir e =|q—1| > 0 und n. € IN beliebig. Fiir m = n.+1
und n = n. gilt dann

g™ =g =lq[*-lg =1 =1"-e=e.

Wire die Folge eine Cauchy-Folge, so miisste der Ausdruck fiir ein geeignetes n.
echt kleiner als ¢ werden.

Bemerkung 11.32 (Q ist nicht vollsténdig.)
Eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen muss in Q nicht konvergent sein, d.h. ihr Grenz-

wert in R muss keine rationale Zahl sein. Zum Beispiel ist v/2 keine rationale Zahl
(siehe Satz 9.10) und ist V2 = 3 ° , ¢;- 107" ihre Dezimalzahldarstellung, so wird

durch
n
an=) ¢-107
i—1
eine Folge (an)nen rationaler Zahlen definiert, die in R gegen v/2 konvergiert und
mithin eine Cauchy-Folge ist, deren Grenzwert v/2 aber nicht in @ liegt.
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Man sagt auch, die rationalen Zahlen sind nicht vollstdndig.Dieses Manko der ra-
tionalen Zahlen erfordert den Ubergang zu den reellen Zahlen. Mit dem gleichen
Argument wie fiir v/2 sieht man iibrigens, dass jede reelle Zahl Grenzwert einer
Folge rationaler Zahlen ist. Dies liegt daran, dass Q dicht in R liegt (siehe Satz 9.6).

F) Bestimmt divergente Folgen

Definition 11.33 (Bestimmte Divergenz)
Es sei (an)nen eine Folge in R.

a. Wir sagen, dass (an)new bestimmt divergiert gegen oo, falls
Vs>0dn,eIN : Vn>n, : a, >s.

In diesem Fall schreiben wir a, — oo oder lim a,, = oo, und nennen oo auch
n—oo

den uneigentlichen Grenzwert von (an)nen.

b. Analog sagen wir, dafl (a,)nen bestimmt divergiert gegen —oo, falls
Vs<0dnselN : Vn>ng : a, <s.

In diesem Fall schreiben wir a, — —oo oder lim a, = —o0, und nennen —oo
n—oo

auch den uneigentlichen Grenzwert von (an)nen-

Eine Folge, die bestimmt divergiert nennen wir bestimmt divergent.

Beispiel 11.34

Die Folge (n)nen ist bestimmt divergent mit Grenzwert oo, die Folge ( (—1 )“-n)ne]N
ist divergent, aber nicht bestimmt divergent.

Bemerkung 11.35 (Grenzwertsitze fiir uneigentliche Grenzwerte)

Wir einigen uns fiir a € R auf die folgenden Rechenregeln:

e a+00:=o00und a— oo :=—o0.
e a-00:=o00 und a-—oo := —o0, falls a > 0.
e a-00:=—o00 und a-—oo := 00, falls a < 0.

° é:zOund%::O.

Damit lassen sich die Grenzwertsdtze fiir Folgen 11.15 verallgemeinern auf Félle
unter Einbeziehung von bestimmt divergenten Folgen. Wann immer man bei der
Anwendung der Grenzwertsétze als Grenzwert einen der obigen Ausdriicke erhlt,
kann man den Grenzwert auf dem Weg berechnen. Die Beweise sind einfach, aber

es gilt viele Félle zu unterscheiden. Z.B. gelten:
a. Wenn a, — a und b, — 00, so gilt a, + b, — a + co = o0.
b. Wenn a, — a und b, — o0, sogiltg—:—)ézo.

Zudem kann man die Grenzwertsétze auch fiir Briiche von Folgen formulieren, wenn

im Nenner eine Nullfolge steht. Allerdings ist dabei etwas Vorsicht geboten:
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a. Wenn a, — a # 0 und b,, — 0 mit b, > 0 fiir n > ny, so gilt g—z — 00 - a.
b. Wenn a,, — a # 0 und b,, — 0 mit b,, < 0 fiir n > ny, so gilt g—: — —00-a.

c. Ist das Vorzeichen der b, nicht ab einer gewissen Stelle fest, so existiert lim &=

n—oo on
nicht.

Aufgaben

Aufgabe 11.36
Es sei (aq)nen eine Folge komplexer Zahlen. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

a. a, — a.
b. Re(a,) — Re(a) und Im(a,) — Im(a).

Aufgabe 11.37
Ist (an)nen eine Folge in IK und o : IN — IN bijektiv, so nennen wir die Folge

(aa(n))nelN = (aom, Ag(1)y Ao(2)y Ag(3)y - - -)

eine Umordnung von (a,)nen. Beweisen Sie die folgenden beiden Aussagen.

a. Wenn (aq)nen gegen a konvergiert, so konvergiert jede Teilfolge von (an)nen
gegen a.
b. Wenn (a,)nenw gegen a konvergiert, so konvergiert jede Umordnung von
(an)nelN gegen a.
Aufgabe 11.38
a. Zeigen Sie, dass die Folge (sn)nen mit
= 1
k!
0

Sp 1=
k=
konvergent ist.

b. Zeigen Sie, dass die Folge (t,)nen mit
ty = (1 + l)
n

c. Zeigen Sie, dass die Grenzwerte von (Sy)neny und (t,)nen tibereinstimmen. Wir

konvergent ist.

nennen den Grenzwert die Fulersche Zahl e.

Hinweis zu Teil c., zeigen Sie hierfiir, dafl der Grenzwert von (tn)nen nach unten durch sy, beschrinkt ist.

Aufgabe 11.39
Untersuchen Sie die folgenden Folgen (a,)nen auf Konvergenz und berechne gege-

benenfalls den Grenzwert:

_ n*=3n+5
a. Qn = 35 56571°
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(3n+1)-(n+1)2=5(n—1)
T4+n+n2 )

— nooi
C. Qn = Zi:] 2

— n n_
d. n =g -+ 7

b. a,=

n
z_n.

Aufgabe 11.40

Zeigen Sie, dass die rekursiv definierte Folge (an)neny mit a3 = 1 und

A1 =V 1+ a,

konvergiert und bestimme ihren Grenzwert.

e. an=

Hinweis: Priifen Sie die Folge (bzw. eine geeignete Teilfolge) auf Monotonie und Beschrénktheit. Fiir die

Berechnung des Grenzwertes konnen dann die Grenzwertsitze geeignet angewandt werden.

Aufgabe 11.41

Zeigen Sie, dass die rekursiv definierte Folge (an)neny mit a3 = 1 und
1
Anyp =14 —
an

konvergiert und bestimme ihren Grenzwert.

Hinweis: Priifen Sie die Folge (bzw. eine geeignete Teilfolge) auf Monotonie und Beschrénktheit. Fiir die

Berechnung des Grenzwertes kénnen dann die Grenzwertsétze geeignet angewandt werden.

Aufgabe 11.42
a. Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen, so dass |an 1 — aq| < ;—n fiir alle n € IN.

Zeigen Sie, dass es sich um eine konvergente Folge handelt.

b. Bleibt die Behauptung aus Aufgabenteil a. korrekt, wenn wir die Bedingung
lan — anl < % voraussetzen? Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel
an.
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§ 12 Unendliche Reihen

A) Konvergenz unendlicher Reihen

Definition 12.1 (Unendliche Reihen)
Ist (an)nen eine Folge in IK, so nennen wir die Folge (s, )nen mit

n
Sn = E ay
k=1

der Partialsummen von (a,)nen auch die durch (a,)nen definierte Reihe.

Die Reihe heif3t konvergent, wenn (s, )nen eine konvergente Folge ist, und andernfalls
heifit sie divergent.

Wir bezeichnen sowohl die Reihe (s, )nen selbst, als auch ihren Grenzwert, sofern er

existiert, mit
[e.e]
E an.
n=1

Beachte, wie stets bei Folgen miissen weder (an)n>n, noch (Sm)m>n, = Zio:no an
(wobei s = 3 |1 i) mit dem Index 1 starten, sondern konnen mit ny € Z

starten!

Beispiel 12.2 (Teleskopsumme)

n-(n+1) ((n+1)

[e.e]
Die Reihe ) —L— ist konvergent mit Grenzwert > —l—=1.
n=1

: s
Dazu beachten wir, dass TR = kR gilt, so dass

=1
A AU R AR B A A R
S\l 2 2 3 3 4 n—1 n n n+1

Summen, die sich wie s,, auf zwei Summanden reduzieren, weil sich die iibrigen Teile

der Summe sukzessive ausloschen, nennt man Teleskopsummen.
Beispiel 12.3 (Harmonische Reihe)

Die harmonische Reihe _ % ist divergent.
n=I1
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Denn fiir ng = 2% mit k € IN gilt

zk
1
Sn :E -
k . i
i=1

g+ (3+7)+ (5rgtrvs) ot G et E)
2°\3 "4 56 78 2141 2
>1+1+<1+1)+(1+1+1+1)+ +(l+ +l)
=27 \474 8 878"8 2% 2%
R IFELITL L

27272 2

=1—|—§—)oo,

so dass (sn, Jxew eine divergente Teilfolge der Folge der Partialsummen ist, weshalb

letztere nicht konvergent sein kann.

Lemma 12.4 (Grenzwertsitze fiir konvergente Reihen)
Seien Y 2, an und Y >, by zwei konvergente Reihen in K und a € K.

a. (an+by)=> an+ ) by
n=1 n=1

oo o0
c. Yy a-a,=a-y a,
n=1 n=1

d K

R und a, < by, fir allen € N, so ist Y a, < > by.

n=1 n=I1

Insbesondere, sind die Reihen in a.-c. konvergent.

Beweis: Die Aussagen folgen unmittelbar aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen 11.15

sowie aus Proposition 11.17 angewendet auf die Folgen der Partialsummen. U

B) Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Proposition 12.5 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen)
Sei Zio:] a, eine Reihe in K. Genau dann ist Zio:] a, konvergent, wenn

m

S

k=n-+1

Ve>0dn,e N: Vm>n>n, : < e.

Beweis: Die Aussage folgt unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen 11.30,
da
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Lemma 12.6 (Restglieder einer konvergenten Reihe)
Ist die Reihe ) ., ay konvergent, so ist die Folge der Restglieder eine Nullfolge, d.h.

[*S)
lim E (608 =0.
n—oo

k=n

Beweis: Zu ¢ > 0 gibt es wegen des Cauchy-Kriteriums fiir Reihen ein n, € N, so

dass fiir alle m >n > n,
m

> e

k=n+1
Halten wir n fest und betrachten die linke Seite als eine Folge mit Index m, so

< E.

erhalten wir aus dem Einschachtelungssatz 11.17

o0 m
5 - gm |3 <
k=n+1 k=n-+1
fiir alle n > n.. Also ist die Folge der Restglieder eine Nullfolge. O

Lemma 12.7 (Nullfolgekriterium)
Ist Zflo:] a, eine konvergente Reihe in K, so ist (an)nen eine Nullfolge.

Beweis: Man beachte, dass die Partialsummen s, der Reihe folgende Eigenschaft
erfiillen:

Qn = Sp — Sn_1-
Aus den Grenzwertsatzen fiir Folgen 11.15 folgt deshalb, dass (a,)nen als Differenz

zweier konvergenter Folgen konvergent ist und dass

o0 o0
lim ap, = lim s, — lim s, = E a, — E a, =0.
n—oo n—oo n—oo P ]

n= n=

Beispiel 12.8
a. Die Reihe ) > (1 + %)n ist divergent, da ((1 + l)n)nelN keine Nullfolge ist.

n

b. Die Umkehrung von Lemma 12.7 gilt nicht, wie das Beispiel der harmonischen

Reihe zeigt.

Satz 12.9 (Geometrische Reihe)
Es sei q € K.

a. Ist|q| <1, so ist die geometrische Reihe ) > q™ konvergent mit Grenzwert

b. Ist|ql > 1, so ist die geometrische Reihe ) 7 q" divergent.

Beweis:
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a. Aus Satz 7.12 wissen wir
n 1— qn—H
_ k _
Sn = Z q = ﬁ»
k=0
und da |q| < 1 gilt dann wegen Lemma 11.6
1—qm! 1—-0 1
— = :
1—4 1-q T-q¢
b. Fiir |q] > 1 ist die Folge (q")nen keine Nullfolge (siehe Beispiele 11.12 und

11.31), und somit ist die Reihe ) -~ ,q" aufgrund des Nullfolgenkriteriums
12.7 divergent.

Spn =

O

Satz 12.10 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen in R)

Ist (an)nen, eine monoton fallende Nullfolge in R, so konvergiert die Reihe
D (=" an.
n=0

Beweis: Es sei wieder s, = > |_(—1)* - ay die n-te Partialsumme der Reihe. Wir
betrachten nun zunichst die Teilfolge (son)nenw der geraden Partialsummen. Fiir
n € N gilt dann

$2.(n+1) = Son — (Q2nt1 — Q2nt2) < Son,

da nach Voraussetzung a1 > ayns2. Die Folge (syn)nen ist also monoton fallend.

Analog sieht man, dass die Folge (sn11)nen der ungeraden Partialsummen monoton
steigend ist, denn

$2.(nt1)+1 = Sont1 + (Q2ng2 — Q2ng3) > Sonti-
Damit sind beide Folgen dann aber auch beschréankt, denn
81 < Sont1 = San — Qont1 < S2n < Sp

fiir n € IN. Aufgrund des Monotoniekriteriums 11.21 sind also beide Folgen konver-
gent, d.h. es gibt reelle Zahlen s,t € R mit

S;n — s und sy — t.
Aus den Grenzwertséitzen fiir Folgen erhalten wir dann
S —t — Son — Sont1 = Aony1 — 0,
so dass s =t gilt.
Sei nun ¢ > 0 gegeben. Dann gibt es natiirliche Zahlen n/,n” € IN, so dafl
lson —s| < €

fiir alle n > n/ und

ISons1 — sl < €
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fir alle n > n/. Setzen wir nun n, = max{2 - n/,2-n/ + 1}, so gilt fiir n > n,

offenbar
Isn — 8| < €.
Also ist die Folge (sn)nenw konvergent. O
Beispiel 12.11 (Alternierende harmonische Reihe)
Die alternierende harmonische Reihe ) % ist konvergent. Aus dem Beweis des
n=0

Leibnizkriteriums wissen wir zudem, dafl

| - (—1)"

=5 < <syo=1
2 ' n+l =0
n=0
Spéter werden wir sehen, dass ngo (:r)]n = In(2).

Lemma 12.12 (Umklammern in Reihen)
Es sei Zflo:] a, eine konvergente Reihe in IK und 1 = k1 < k1 < ky < ... eine
aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Setzen wir

kn1-1

b, = E Ag = Ak, + A1 + -0+ Qi1
k=kn

so ist die Rethe ) .~ by konvergent und es gilt

o0 o0
E a, = E b,.
n=1 n=1

[eo]

Beweis: Ist (sn)new die Folge der Partialsummen zu ) 7, a, und (t,)nen die Folge

der Partialsummen zu ) ., by, so gilt

tn = Skn+1*1

fiirn € IN. Also ist (tn)nen eine Teilfolge von (s, )nen und konvergiert wegen Aufgabe

11.37 gegen den gleichen Grenzwert. O

C) Absolut konvergente Reihen

Definition 12.13 (Umordnung)
Es sei (an)nen eine Folge in K und o : N — IN bijektiv. Wir nennen die Folge

(aO"(Tl))TlEIN = (ao(l)) As(2)y Ao(3)y Ao(4)y - - )
eine Umordnung von (a,)nen und die Reihe

o0
Z Qg(n) = Qg(1) + Ag2) + Ao(3) + Aga) + - ..

n=1

eine Umordnung der Reihe ) X a,.
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Beispiel 12.14

Betrachten wir folgende Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe

SELIURE WU S0 SO0 WU S0 SO B WL SO SO WO Y
1 2 4 3 6 8 5 10 12 7 14 16 7

d.h. in den Klammern sind sukzessive die ungeraden Folgenglieder a, zusammen
jeweils mit dem zugehorigen Folgenglied a,, aufgefiihrt, und zwischen den Klam-
merausdriicken stehen der Reihe nach die Folgenglieder, deren Index durch 4 teilbar
ist. Es ist klar, dafl man auf dem Weg alle Glieder der harmonischen Reihe auflistet.
Wenn diese Umordnung der harmonischen Reihe wieder konvergent ist, so kénnen
wir wegen Lemma 12.12 zur Berechnung des Grenzwertes auch die Klammern wie
angegeben setzen. Der Grenzwert der Reihe ist dann

T 1 1 1 1 1 1 1 T & (=)

3tiTeTs T W T m

n

1

genau die Hélfte des Grenzwertes der harmonischen Reihe. Daraus ergibt sich fol-

gende Erkenntnis:

Durch Umordnung einer konvergenten Reihe kann sich der Grenzwert d&ndern.

Definition 12.15
Eine Reihe ) °, a, in K heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe ihrer Abso-
lutbetriige Y -~ la,| konvergiert. Da die Folge der Partialsummen t, := Y _;[ay

monoton wéchst, ist dies gleichwertig dazu, daf§ die Folge (t,)nenw beschrankt ist
(sieche Monotoniekriterium 11.21 und Satz 11.11).

Beispiel 12.16

Die alternierende harmonische Reihe ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Lemma 12.17
Ist 3 >, an in K absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

Beweis: Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es wegen des Cauchy-Kriteriums fiir Reihen
eine natiirliche Zahl n, € IN, so daf

m
Z la|

k=n+1

< &€

fir alle m > n > n, da die Reihe } >, |an| konvergiert. Aus der Dreiecksunglei-

chung wissen wir nun aber, dal dann auch

m m m
Zak§Z|ak|= Z|C1k|<€
k=n+1 k=n-+1 k=n+1

fiir alle m > n > n, gilt. Mithin ist die Reihe ) .~ ; a, nach dem Cauchy-Kriterium
fiir Reihen konvergent. O
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Man beachte, dafl Beispiel 12.14 zeigt, dafl im folgenden Satz die Voraussetzung
absolut konvergent nicht durch die Bedingung konvergent ersetzt werden kann.

Satz 12.18 (Umordnungssatz)
Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe ist absolut konvergent und kon-

vergiert gegen den gleichen Grenzwert.

Beweis: Sei ) 7, a, eine absolut konvergente Reihe und o : IN — N sei bijektiv.

Wir wollen zunéchst zeigen, dafl die Reihe ) 7 (an— ag(n)) gegen Null konvergiert.
Sei dazu ¢ > 0 gegeben. Da die Reihe } °° ; a, absolut konvergent ist, gibt es ein
n. € N, so dafl

m
Z la

k=n-+1

m
Z lax| =

k=n+1

<&

fiir alle m > n > n/ gilt. Da die Abbildung o surjektiv und die Menge {1,...,n/}
endlich ist, gibt es eine Zahl n, > n/ mit

{1,...,n3 C{o(1),...,0(m)}
Fiir n > n, heben sich deshalb in der Partialsumme
Z (Clk — Ug(k)
k=1

die a; mit 1 < n! heraus, da sie einmal mit positivem und einmal mit negativem
Vorzeichen auftreten. Die iibrigen a; konnen sich herausheben oder auch nicht; in
letzterem Fall kommen sie in der Summe genau einmal (entweder mit positivem oder

mit negativem Vorzeichen) vor. Setzen wir nun
m:=max{o(1),...,o0n),1,...,n}+1>n/

so erhalten wir insgesamt

n m
E A — Agi)) — 0 < E lay| < e.
k=1 k=n/+1

Also konvergiert die Reihe ) > (an — ag(n)) gegen Null.

Aus den Grenzwertséitzen fiir Reihen 12.4 erhalten wir deshalb, dafl die Reihe
2_Gom =2 _0n=)_(an = dum) =2 _an
n=1 =1 n=I1

konvergent ist mit dem Grenzwert ) °°, an.

Wenden wir das Ergebnis auf die konvergente Reihe ) 7, |a,| und ihre Umordnung
>, }ag(n)} an, so folgt auch, dal die Umordnung absolut konvergent ist. O
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D) Konvergenzkriterien fiir absolute Konvergenz

Satz 12. 19 (Majorantenkrlterlum)
Es seien Z a, und Z b, zwei Reihen in K. Ist Z b, absolut konvergent und

n=1 n=1 n=1
o0
lan] < by fiir alle n > ny, so ist auch )_ a, absolut konvergent.

n=I1

o0
Wir nennen )_ b, dann eine konvergente Majorante von Y a,.
n=I1 n=I1

Beweis: Die Folge von Partialsummen (s )nen mit

n

sni= ) layl

k=1
ist beschrankt durch s, + Zio:] |b,.|. Also ist die Reihe absolut konvergent. [

Proposition 12.20 (Minorantenkriterium)

Es seien Z an und Z b, zwei Reihen in R.

n=I n=I1
[e o]
Ist Z b, divergent und a, > by >0 fir allen € N, so ist )_ an divergent.
n=I1 n=I1
o0 [e°]
Wir nennen Y_ by, dann eine divergente Minorante von Y_ a.
n=1 n=1

Beweis: Wegen b,, > 0 ist die Folge der Partialsummen (t,)ncn mit

n = Zbk
k=1

monoton wachsend. Da die Folge (t,)nen nach Voraussetzung divergent ist, ist sie
wegen des Monotoniekriteriums fiir Folgen 11.21 nicht beschrinkt. Aber dann ist

auch die Folge der Partialsummen (s, )n,en mit

n
Sp = E (603
k=1

unbeschriankt, wegen s,, > t,, und mithin ist sie divergent nach Satz 11.11. O

Beispiel 12.21
Fiir k > 2 ist die Reihe } > - konvergent.

Dazu betrachten wir zunéchst den Fall k = 2. Wegen
1 1

an = < =b

T MmH12 T+ "
ist wegen Beispiel 12.2 die Relhe Y bh=3 2, m eine konvergente Majoran-
tevon ) 20 an = >0, Tz +1 . Nehmen wir nun noch eine Indexverschiebung vor,

so sehen wir, dafl die Reihe

o0 ] o
;n_: Zn—H

n:



§ 12. UNENDLICHE REIHEN 97
ebenfalls konvergent ist. Fiir den Fall k > 2 gilt nun wegen 0 < # < %, daf die
Reihe Y 7, % ihrerseits eine konvergente Majorante von ) ., # ist.

Satz 12.22 (Wurzelkriterium)
Es sei ), an eine Rethe in K.

a. FEuzistiert ein q < 1 mit {/|an| < q firn > no, soist )_ a, absolut konvergent.

n=1

b. Ist {/lan| > 1 fir alle n > ny, so ist Y a, divergent.

n=I1
Beweis: Ist q < 1 mit {/|a,| < q fiir n > ny, d.h. |a,| < g, so ist die geometrische
Reihe > >°, " nach Satz 12.9 eine konvergente Majorante von )~ ; a.

Falls {/]a,| > 1 fiir alle n > ny, d.h. |a,| > 1" =1, so ist (a,)nen keine Nullfolge
und mithin ist } 7 ; a, wegen des Nullfolgekriteriums divergent. O

Satz 12.23 (Quotientenkriterium)
Es sei ) > an eine Rethe in X mit a, # 0 fir alle n > ny.

an+1

< q fiirm > ny, so ist Z a, absolut konvergent.
n=1

a. Existiert ein q < 1 mit

an+l

b. Ist > 1 fiir alle n > ny, so ist Z a, divergent.

n=1

Beweis: Wenn eine reelle Zahl 0 < q < 1 existiert mit < ¢ fiir n > ny, so

An+1
an

gilt
’an+1| S q- ’an’
fiir alle n > ngp, und mit Induktion sieht man dann, dafl
|an| S Cl : |an—1| S q2 : |an—2| S oo S qn—no . |ano|-
Also ist die geometrische Reihe

|;1T10 Z an o |ano

n=I1 n=1
nach Satz 12.9 eine konvergente Majorante von ) °; ayn.

an+l

Ist
( an)nelN keine Nullfolge und die Reihe fo:] a, ist wegen des Nullfolgekriteriums

> 1 fiir alle n > nyg, so ist |anq| > |an| # 0 fiir alle n > ngy. Mithin ist

dann divergent. O

Korollar 12.24 (Praktikables Quotienten-/Wurzelkriterium)
Sei ) 2, an eine Rethe in K mit a, # 0 fir alle n > ny.

a. Falls lim |1 < 1 oder lim ]a.] < 1, so ist Z a, absolut konvergent.
n—oo n—oo n=1

b. Falls lim M > 1 oder hm Vlanl > 1, so ist Z a, divergent.
n—oo

n=1
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An+1
n

c. Im Fall lim

n—oo

=1 oder lim /|a,| =1 wird keine Aussage getroffen!
n—oo

Beweis: Falls lim |+t

n—oo

Satz 12.23 mit

< 1 bzw. T}l_}IElO Vl]an < 1, so kann man Satz 12.22 bzw.

14+ lim ¥/]anq] 1+ lim a“—I‘
2 2
anwenden.
Falls lim ¥/|a,| > 1 bzw. lim az—f’ > 1, so ist sicher /]an| > 1 bzw. a“—f > 1

fiir n hinreichend grof}, so daf§ die Aussage ebenfalls aus Satz 12.22 bzw. Satz 12.23
folgt. O

Bemerkung 12.25
Man beachte, daf die harmonische Reihe }  ~;an =} -, % divergent ist, obwohl
stets

o) _wd g 1y
a, 1% n+1
gilt. Aber, es gibt kein q < 1 mit
An1 1
S
a, n+1 <4

fiir alle hinreichend grofien n. Das Quotientenkriterium ist deshalb nicht anwendbar.
Beachte auch, daf} in diesem Fall

gilt.

Beispiel 12.26
Die Reihe ) 7, TTII—T ist absolut konvergent, da

(n41)2
i) _(n—H)z-n!_n—H_l l .
2o (n4+ 1) n? R 0+0=0.

n!

Satz 12.27 (Cauchy-Produkt)
Es seien Y 2 an und Y - by zwei absolut konvergente Reihen in IK. Fiir n € Ny
setzen wir

n
Cp = E Clk'bn,k: E ai~b]~.
k=0

itHj=n

Dann ist die Rethe ) 2 ¢y absolut konvergent und es gilt

[e¢]
E Ch = a, -
n=0

n=0

bn.

o0
n=

0
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Beweis: Wir konstruieren zunéchst eine bijektive Abbildung o : Ny — Ny X
Ny, indem wir die Elemente in INy x INy in der in Abbildung 1 angegebenen Weise

durchlaufen.

0,4) — (1,4) — (2,4) — (3,4) — (4,4)

T 1

(0,3) 4= (1,3) = (2,3) <= (3,3)  (4,3)
T 1
02— (1,2 —= 122 (32 (42
T 1 T 1
@+ 0,0 2n G @
T : T 1
0,00 = (1,0) (200 = (3,00 (4,0 —

ABBILDUNG 1. Die Bijektion o : INg — INy x INy

Aufgrund der Definition von o gilt fiir m € IN; offenbar

{0(0),0(1), ..., o((m+ 12 =)} = {(k, ) [0 <k 1< m} (17)

Dann definieren wir uns eine Folge (dy)nen, durch

d,:=ag-b, wenn (k,1) = o(n).

Wir wollen nun zunéchst zeigen, da8 die Reihe ) ° ; d,, absolut konvergent ist. Dazu

beachten wir, dal fiir m € INy die Ungleichung

i| by = Z |yl - Z by| < Z |y - Z by

0 1=0 k=0

(m+1)2-1

Zldnl< ) ld ol &

erfillt ist. Mithin ist die Folge der Partialsummen von ) 7, |d,| nach oben be-

I\’]a

=
i

schrinkt. Damit ist )~ , dy, absolut konvergent und deshalb auch konvergent.

Zudem folgt aus den Grenzwertsétzen

00 (n+1)2—1

Sace ) a®YSam-YadnoYain
i=0 i=0 k=0 1=0 =0 1= k=0

und wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes gilt dann zudem
S - anY b
n=0 n=0 n=0

Diese absolut konvergente Reihe ) > d, werden wir nun umordnen. Dazu kon-
struieren wir uns nach dem Cantorschen Diagonalverfahren eine weitere bijektive
Abbildung 7t : INy — INy x INy wie in Abbildung 2 angedeutet.
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04 (1,4 (24 G4 G4 (54 ...

TN ™

03 (1,3 23 (3 43 53 ...
NN N

02 (0,2 22 (2 42 (52 ..

TN ™ N N

(0,1 (L, (2,1) (3,1 (4,1) (5,1) ...
NN N N

0,00 = (1,0) (2,0) > (3,00 (4,0) = (5,0) ...

ABBILDUNG 2. Die Bijektion 7t: INyg — INy x INy

Wir setzen nun
en = dg1(gm) = Ak - by, wenn t(n) = (k,1)

fir n € Ny und erhalten so eine Umordnung (en)nen, = (do—1(x(m)))nen, der Fol-
ge Y o, dn. Wegen des Umordnungssatzes 12.18 ist dann auch die Reihe ) ° je,
absolut konvergent mit dem gleichen Grenzwert

oo oo
Se=) d
n=0 n=0

Nun entsteht die Reihe Y 7 ¢, offenbar aus der Reihe ) °°

von Klammern? im Sinne von Lemma 12.12. Mithin ist die Reihe nach eben diesem

e, durch Einfiigen

n=0 n=0

Lemma ebenfalls konvergent mit dem gleichen Grenzwert, d.h.
SemY ey a-YaY .
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Aufgrund der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir m € INy zudem

i’cn’ :Z Z ax - by <Z Z lax by <Z’C1k| Z’b1’ <Z|ak’ Z’bﬂ»

n=0 [k+l=m n=0 k+l=m

2Wir wollen dies in der FuBnote etwas ausfithren. Aufgrund der Definition von 7 und unter
Verwendung der Formel in Beispiel 7.11 zur Berechnung der Summe der ersten n Zahlen sieht man,
daB fiir n € Ny folgende Gleichheit gilt

. 1 2)- 1
{(k,1)|k+1_n}{n(i)’wgigw_&_ (18)
Fiir ¢y, ergibt sich daraus
(n+2)-(nt1) 4
2
Z ax-by = Z ei:em(gﬂ) +en«(r;+1)+-| +...+e(n+2)«z(n+1)_])
k+1l=n i:%

d.h. Y 7° ;cn entsteht aus ) o en durch Zusammenfassung von Summanden mittels Einfligen

von Klammern.
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so dal auch die Reihe }_ 7 |cn| beschriinkt und monoton wachsend, also konvergent
ist, d.h. Y >° ¢, ist absolut konvergent. O

E) Potenzreihen

Definition 12.28

Es sei (an)nen, eine Folge in K, a € K und t eine Verdnderliche.

Wir nennen einen Ausdruck der Form ) ° a,-(t—a)"™ eine Potenzreihe iiber K in
der Verdnderlichen t mit FEntwicklungspunkt a. Im folgenden beschrinken wir uns

im wesentlichen auf den Fall a = 0 und schreiben dann einfach } °° ja, - t™

Unser Ziel ist es, fiir die Verdnderliche t Werte x € K einzusetzen und so eine Reihe

zu erhalten, die konvergiert oder auch nicht.

Lemma 12.29
Sei (an)nen, eine Folge in K undy € K, so daf§ die Reihe Y > s an -y™ konvergiert.

n=0
Dann ist die Reihe ) a, - X" absolut konvergent fiir alle x € K mit |x| < ly|.
n=0
Beweis: Da die Reihe ) 7 a, - y™ konvergent ist, ist die Folge (an - y™)nen, nach
dem Nullfolgekriterium eine Nullfolge, und mithin ist sie auch beschrankt. D.h. es
gibt ein s > 0 mit

lan -y <'s
fiir alle n € IN. Fiir x € K mit x| < |[y| setzen wir q := % < 1 und erhalten dann
XTI
lan - X" = [an - y"|- L% <s-q"

Also ist die geometrische Reihe )~ s-q™ =s-Y 2/ q" eine konvergente Majorante
von ) > d, - X", so dafl diese nach dem Majorantenkriterium absolut konvergiert.
O

Notation 12.30
Wir wollen den Begriff des Supremums etwas erweitern, indem wir sup()) := —oco
setzen und sup(A) := oo, falls A C R nicht nach oben beschrankt ist. Damit gilt fiir
jede Teilmenge A C R

sup(A) € R U{oco, —oo}.

Wir erinnern uns, dafl wir in Bemerkung 11.35 fiir x € R bereits die Konvention

2 = —= := 0 eingefiihrt haben. Wir vereinbaren nun zudem § := oo fiir x > 0
sowie % := —oo fiir x < 0.

0
Definition 12.31

Fiir eine Potenzreihe Y °°

no Qn - t™ diber K nennen wir

T = sup {Iyl ’ y € K, Z an - y"ist konvergent} € R U{oo}
n=0

den Konvergenzradius der Potenzreihe.
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Man beachte, dal die Potenzreihe zumindest fiir y = 0 konvergiert, so daf} die

angegebene Menge nicht-leer ist!

Satz 12.32 (Konvergenzradius)

Es sei ) 2 an - t" eine Potenzreihe iber K mit Konvergenzradius r.

a.

b.

o0
Ist x € K mit [x| <1, soist D an-x™ absolut konvergent.
n=0

o0
Ist x € K mit [x| > 1, soist Y an-x™ divergent.
n=0

Setzen wir U,(0) = {X e K | x| < 1”}, so definiert die Potenzreihe also eine
Abbildung

UT(O)—>1K:XHZan~x“.

n=0

Wir nennen U, (0) den Konvergenzbereich der Potenzreihe.

Bemerkung 12.33

a.

Uber den Fall [x| = r wird in Satz 12.32 keine Aussage getroffen! Wir nennen
die Menge {x } Ix| = r} den Rand des Konvergenzbereiches.

Konvergenzradius v = oo heiit, da§ > >~ a, - x" fiir alle x € K absolut kon-

vergent ist.
Ist K = R, so ist die Menge U, (0) = (—r, 1) ein offenes Intervall; ist K = C, so
ist die Menge U, (0) ein Kreis mit Radius 7 um den Ursprung. In Abbildung 3

stellen wir den Konvergenzbereich der Reihe graphisch dar.

ABBILDUNG 3. Konvergenzbereich U, (0)

Beweis von Satz 12.32: a. Wir betrachten die Menge

A= {IyI ‘ y e K, Z an -y" ist konvergent} ,
n=0

so daf§ v = sup(A). Ist r = oo, so ist A unbeschrinkt und zu jedem x € K

T—[x|

gibt es ein y € A mit [y| > [x|. Ist [x| < T < o0, so ist € := 5= > 0 und

T —¢ = sup(A) — ¢ ist keine obere Schranke von A. Es gibt also ein y € A

T+x|
2

x| < lyl, und nach Lemma 12.29 ist ) >, a, - x™ mithin absolut konvergent.

mit [yl >r—e¢ = > [x|. In beiden Féllen ) > a, - y™ ist konvergent und
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b. Ist [x| >, so ist [x| € A und mithin mufl > 7, a, - x" divergent sein.

O
Satz 12.34 (Cauchy-Hadamard)
Sei ) 2, an - t" eine Potenzreihe tiber K.
a. Falls der eigentliche oder uneigentliche Grenzwert lim |*21| € R, U {oo}
n—oo n -

existiert, so ist der Konvergenzradius von Y " a, - t™ gegeben durch

b. Fualls der eigentliche oder uneigentliche Grenzwert lim {/|a,| € Rso U {oo}
n—oo -
existiert, so ist der Konvergenzradius von Zio:o a, -t gegeben durch
1

T
lim {/|a,]

n—oo

Beweis:

a. Esselr= und x € K. Ist x| < 1, so ist die Reihe )~ a, - x" nach

1
lim | <Dl
n—oo n

dem Quotientenkriterium in Korollar 12.24 absolut konvergent, da

n+1
Anpr - X Qni

an

lim

n—oo

= lim x| < 1.

n—oo

a, - x™
Analog ist die Reihe divergent, wenn |x| > 7.

b. Der Beweis geht analog zu a., wobei wir das Quotientenkriterium in Korol-

lar 12.24 durch das dortige Wurzelkriterium ersetzen.

O

Beispiel 12.35
a. Die geometrische Reihe Y -~ ,t™ hat den Konvergenzradius r = ﬁ]— =1

n—oo

Damit wissen wir, daf3 die Reihe absolut konvergiert fiir [x| < 1 und daf} sie
divergiert fiir [x| > 1. Wir haben aber in Beispiel 11.31 schon gesehen, daf} sie
zudem auch fiir alle [x| = 1 divergiert, d.h. sie divergiert fiir alle Punkte im

Rand des Konvergenzbereiches.

b. Die Potenzreihe ) -°; ‘> hat ebenfalls den Konvergenzradius
1 1

T = - Py = - 1 = 1_
e (=)
Aber fiir x = —1 erhalten wir die alternierende harmonische Reihe ) °, % =
> %, die konvergiert, so daf die Potenzreihe nicht fiir alle x im Rand des

Konvergenzbereiches divergiert.
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Satz 12.36 (Exponentialfunktion)

. . n . .
Die Potenzrethe ) |, ;‘1—, tiber IK hat Konvergenzradius v = oo.

Die dadurch definierte Abbildung

exp:]K—)]K:XHeXp(X)::Z

n=0

XTI
n!

nennen wir die Exponentialfunktion. Sie gentigt der Funktionalgleichung

exp(x +y) = exp(x) - exp(y)
firx,y € K.

Beweis: Der Konvergenzradius ergibt sich als
1 1 1

T=— = = — = 00.
lim o
n—oo

Zudem folgt aus dem Cauchy-Produkt fiir Reihen 12.27 und dem Binomischen Lehr-
satz 7.15

O

Bemerkung 12.37

Nach Aufgabe 11.38 gilt exp(1) = e und mit Induktion folgt aus der Funktionalglei-
chung leicht, dafl exp(n) = e" fiir n € Z und exp(%) —en = Ve fir n > 2. Wir
setzen fiir x € K deshalb allgemein

X

e* 1= exp(x),

so daf3 die neue Notation mit der iiblichen Potenzschreibweise und mit der Notation

in Satz 9.8 iibereinstimmt, und das Potenzgesetz e*™V = e* - e gilt.

Satz 12.38 (Sinus und Cosinus)

a. Die Potenzrethe ) - (—1)"- % tiber IK hat Konvergenzradius 1 = 00.

Die dadurch definierte Abbildung

XZn

cos: K — K :x +— cos(x) ::i(—1)“~ 2n)!

n=0
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nennen wir den Cosinus.

b. Die Potenzreihe Y 22 (—1)" - (

n=0 2n+1)!

Die dadurch definierte Abbildung

2n+1 .. .
L tiber IK hat Konvergenzradius 1 = 00.

' ' 0 N XZn-H
sin: K —K:x— SID(X) = %(—]) . m
nennen wir den Sinus.
c. Firx e K gelten
sin(—x) = —sin(x)

und
cos(—x) = cos(x).
Wir nennen den Sinus eine ungerade Funktion und den Cosinus eine gerade.
d. FirxeK gilt
e'™ = exp(i-x) = cos(x) +1i-sin(x).
e. FirxeK gilt
cos(x)? +sin(x)? = 1.

f. Firxe XK gt
. (eix + e—ix)

N —

cos(x) =

und

1 ix —ix
2—i~(e —e ).

g. Fiir zwei reelle Zahlen x,y € R gelten die Additionstheoreme

sin(x) =

cos(x +y) = cos(x) - cos(y) — sin(x) - sin(y)
und
sin(x +y) = cos(x) - sin(y) + sin(x) - cos(y).
h. Fiir eine reelle Zahl x € R gilt || = 1.

Bewelis:

a. Ist x € K, so setzen wir

(2m)P

(=)™ 22 fallsn =2m gerade ,
0, falls n ungerade.

Dann ist cos(x) = Y o an und |a,| < },:l_r:‘ Mithin ist exp(x) eine konver-
gente Majorante von cos(x), und cos(x) ist absolut konvergent fiir alle x € KK.

Insbesondere ist der Konvergenzradius also

T = sup {Ix! ’ X € ]K} = sup(R>o) = oo.
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Ist x € K, so setzen wir

o (—1)™. é:;])!, falls n = 2m + 1 ungerade ,
0, falls n gerade.
Dann ist sin(x) = Y 2° a, und |a,| < ’—} Mithin ist exp(x) eine konver-

gente Majorante von sin(x), und sin(x) ist absolut konvergent fiir alle x € K.

Insbesondere ist der Konvergenzradius also
r=sup {|x| | x € K} =sup(Rxo) = oo.

Fir x € K gilt

00 v \2nH o0 1) . (201
sin(—x) = }_(~1 )nL{ =Y (-1 e )
n=0

& 2n+1) 2n+1)!
und
B o n(_x)zn B o N in B
cos(—x)-%(—]) o _é(—n T = cos(x).

Wir beachten, daB fiir die imaginéire Einheit i stets 1** = (—1)™ und i*"*! =

(—1)™ -1 gilt. Dadurch erhalten wir

9 2n+1
cos(x) +1-sin(x) = ;( n. m
e 2n 2n+1
_ on X ong1 X
- ; R Z Y
= (i-x)" )
=Z( n') =exp(i-x)
n=0 ’

unter Beriicksichtigung der Grenzwertséitze fiir konvergente Reihen 12.4 und
des Umordnungssatzes fiir absolut konvergente Reihen 12.18.

Fir x € K gilt
cos(x)? +sin(x)* = (cos(x) +1-sin(x)) - (cos(x) —1i-sin(x))
(cos(x) +1i- sin(x)) . (cos(—x) +1i- sin(—x))
d. : .
= exp(ix) - exp(—ix)
123 exp(ix —ix) = exp(0) = 1.
Fir x € K gilt
e p e L cos(x) +1-sin(x) 4+ cos(—x) + 1 - sin(—x) = 2 - cos(x)
und

ix —i

ex — e & cos(x) +1-sin(x) — cos(—x) —i-sin(—x) =2 -1 - sin(x).
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g. Werten wir den Sinus oder den Cosinus an einer reellen Zahl aus, so erhalten

wir eine reelle Zahl. Fiir x,y € R betrachten wir nun die komplexe Zahl
cos(x +y) +1i-sin(x +y) L exp(i- (x +y)) 1236 exp(ix) - exp(iy)
& (cos(x) +1-sin(x)) - (cos(y) +1i-sin(y))
— (cos(x) - cos(y) —sin(x) - sin(y))
+ 1+ (cos(x) - sin(y) + sin(x) - cos(y)).

Durch einen Vergleich des Realteils bzw. des Imaginérteils der beiden Seiten

der Gleichung, erhalten wir die gewiinschten Formeln.

h. Fiir x € R gilt |exp(ix)| = | cos(x) + isin(x)| = y/cos(x)? + sin(x)2 = 1.

Bemerkung 12.39
Die Additionstheoreme

cos(x +y) = cos(x) - cos(y) — sin(x) - sin(y)
und

sin(x +y) = cos(x) - sin(y) + sin(x) - cos(y).
gelten in der Tat nicht nur fiir reelle Zahlen x und y, sondern auch fiir beliebige
komplexe Zahlen x,y € C. Allerdings funktioniert dann der oben gefithrte Beweis
nicht, da dann die Aufteilung in den Real- und Imaginérteil in der angegebenen
Form nicht moglich ist. Stattdessen kann man die Formeln direkt aus der Definition

von Sinus und Cosinus mittels Potenzreihen herleiten. Das zu tun, iiberlassen wir

dem Leser als Ubungsaufgabe.

Bemerkung 12.40 (Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt a)
Fiir eine Potenzreihe Y 7 ja, - (t — a)™ iiber K mit Entwicklungspunkt a € K ist

der Konvergenzradius immer noch definiert als

T = sup {Iyl ‘ y € K, Z Qn - y"ist konvergent} € Rxo U{oo},
n=0

und wir erhalten dann aus Satz 12.32

e VxeKmit|x—al<rist ) 7 a,-(x—a)" absolut konvergent,
o Vx e Kmitx—al>rist ) »2 a, - (x—a)" divergent,

und Satz 12.34 impliziert, dafl sich der Konvergenzradius ggf. berechnen 1a3t als

bzw. als
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Aufgaben
Aufgabe 12.41

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz. Die Berechnung der Grenz-

werte im Falle der Konvergenz ist nicht erforderlich.

8

3
X

=
™32
3
e

3
X

(@]
M8
=
=2

=

Aufgabe 12.42
Es sei g € K mit |q] < 1.

o 2
a. Berechnen Sie das Cauchy-Produkt (Z q“) .
n=0

o)

b. Berechnen Sie den Wert der Reihe ) nq™.

n=0
Aufgabe 12.43
Seien Y 7, a,t™ und Y °7, na,t"' Potenzreihen in K. Zeigen Sie die folgenden

Aussagen:

a. Konvergiert Y > a,y" fiir ein y € K, so konvergiert Y °° na,x"' absolut
fiir alle x € K mit x| < [y|.

b. Die gegebenen Potenzreihen haben denselben Konvergenzradius.

c. Konvergieren die Potenzreihen vielleicht sogar stets fiir dieselben x € K7

HINWEIS: Schauen Sie sich hilfestellend den Beweis von Lemma 12.29 an und verwendet Aufgabe 12.42.

Aufgabe 12.44 (Dezimalzahldarstellung)

Wir sind es gewohnt, reelle Zahlen als ,,Dezimalzahlen mit eventuell unendlich vielen
Nachkommastellen“, wie z.B. 3,1415926. . ., zu schreiben. Diese Aufgabe soll zeigen,
warum das eigentlich moglich ist und welche Eigenschaften diese Dezimaldarstellung
hat. Der Einfachheit halber bechrinken wir uns dabei auf positive Zahlen ohne
Stellen vor dem Komma.

Seien (an)neny und (by)nenw Folgen mit a,,b, € {0,1,2,...,9}. Beweisen Sie die

folgenden Aussagen.

a. Die Reihe -
> a,- 10
n=1

ist konvergent und stellt somit eine reelle Zahl dar. Man schreibt diese Zahl
dann in Dezimaldarstellung durch Hintereinanderschreiben der Ziffern als

0, q1aza;3. ...
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b. Jede reelle Zahl im Intervall [0, 1) besitzt eine Dezimaldarstellung wie in Auf-

gabenteil a..

c. Ist N > 2 eine feste natiirliche Zahl mit a; = b; fir T <j < N -1, an < by
und O, ajaaz... = O,b1b2b3..., SO gﬂt an + 1 = bN und a; = 9, bj =0 fir
alle j > N.

Aufgabe 12.45
Bestimmen Sie die Konvergenzradien folgender Potenzreihen.

a. y mk-t"fiir k € N
n=0
<~ n! n
b. nZ:] ane
Aufgabe 12.46
Beweisen Sie fiir x,y € K die Gleichung sin(x +1y) = sin(x) - cos(y) + cos(x) - sin(y).

Aufgabe 12.47
Zeigen Sie, dafl die beiden Reihen

n=0
und
o
cos(n)
Z n!
n=0

absolut konvergent sind und berechne ihren Grenzwert.

Aufgabe 12.48
Fiir x € R mit e* # 1 und n € IN zeige man

n Mx) 1

sin(
cos(k-x) = % — .
; 2 -sin (E) 2
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§ 13 Grenzwerte von Funktionen

Wir werden uns in den folgenden Paragraphen im wesentlichen dem Studium von

Abbildungen
f:R— R

widmen und nennen diese eher Funktionen als Abbildungen. Wir kénnten dabei viele
Begriffe auch gleich wieder fiir den Koérper der komplexen Zahlen C statt R einfiihren
und untersuchen, wollen dies aber zuriick stellen, um néher an dem Vorwissen aus

der Schulzeit zu bleiben.

A) Hiaufungspunkte von Teilmengen von R

Definition 13.1 (Haufungspunkte)
Es sei U C R eine Teilmenge von R und a € R. Wir nennen a einen Hdufungspunkt

von U, wenn
Ve>0 dxeU\{a}l : 0<|x—a| <e.
Man beachte, dass a kein Element von U sein muf.

Bemerkung 13.2 (e-Umgebung)
Fiir € > 0 und a € R nennen wir das Intervall

U(a):==(a—¢g,a+e)={xeR||x—a| < e}

die e- Umgebung von a.

Ue(a)

a—e¢ a a—+e¢

ABBILDUNG 4. Die e-Umgebung U, (a) von a.

Mit dieser Sprechweise gilt also:

Genau dann ist a ein Haufungspunkt von U, wenn jede e-Umgebung
von a einen von a verschiedenen Punkt aus U enthélt.

Beispiel 13.3
Jede reelle Zahl ist Haufungspunkt von Q.

Dazu seien a € R und ¢ > 0 gegeben. Wir wenden Satz 9.6 an und finden eine
rationale Zahl x im Intervall (a,a+ ¢), d.h. [x — a] < ¢ und x # a.

Proposition 13.4 (Folgenkriterium fiir Hiufungspunkte)

Ein a € R ist genau dann Hdaufungspunkt von U C R, wenn es eine Folge (an)nen

mit a, € U\ {a} und lim a, = a gibt, d.h. a ist Grenzwert einer Folge in U\ {a}.
n—oo
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Beweis: Ist a ein Haufungspunkt von U und n € IN, so gibt es zu ¢ = % > 0 ein
xelUmitO<|x—al<e= % Wir wihlen a, als dieses x. Dann konvergiert die
Folge (a,)nen offenbar gegen a nach dem EinschlieBungssatz, da

1
O<la,—al<— —0.
n

Gibt es umgekehrt eine Folge (a,)nen in U\ {a}, die gegen a konvergiert, so gibt
es fiir jedes ¢ > 0 ein n, € IN mit 0 < |a, — a| < ¢ fiir alle n > n,. Setzen wir nun
X = a,, € U, so folgt 0 < [x —a|] < € und somit ist a ein Haufungspunkt von U. O

Das folgende Beispiel zeigt, welche Art von Haufungspunkten einer Menge U, die
nicht bereits in U liegen, wir typischerweise erwarten.
Beispiel 13.5

Sind a,b € R mit a < b, so enthalt [a,b] genau die Hiufungspunkte von (a,b),
d.h. zu den Punkten im Intervall kommen noch die Randpunkte hinzu.

Die analogen Aussagen fiir halboffene, abgeschlossene und uneigentliche Intervalle

gelten ebenfalls und mit analogem Beweis.

Beweis: Ist ¢ € R ein Haufungspunkt von (a, b), so gibt es nach dem Folgenkrite-
rium 13.4 eine Folge (an)nen in (a,b) C [a,b], die gegen ¢ konvergiert, und nach
Satz 11.28 ist dann ¢ € [a, b].
Ist a <c<b,sogilt firn>1

(a,b) 90+% — c,
also ist ¢ ein Haufungspunkt von (a,b). Analog gilt (a,b) > b — bz_’—f — b, so dass
auch b ein Haufungspunkt von (a,b) ist. O

B) Grenzwerte von Funktionen
Definition 13.6 (e-0-Kriterium fiir Grenzwerte von Funktionen)
Sei UC R, f: U — R eine Funktion und a ein Haufungspunkt von U.

Wir nennen y € R den Grenzwert von f in a, falls
Ve>0 386:>0:VxelUmit0<|[x—al<d gilt [f(x)—y|<e.

Wir schreiben dann

lim f(x) =y

Xx—a

oder “f(x) — y fiir x — a” und sagen, f(x) konvergiert gegen y fiir x gegen a.

Proposition 13.7 (Folgenkriterium fiir Grenzwerte von Funktionen)
Esset UCR, f: U — R eine Funktion und a ein Hiufungspunkt von U.

Dann sind die beiden folgenden Aussagen gleichwertig:

a. limf(x) =vy.

Xx—a
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v

5.5

a
ABBILDUNG 5. ¢&-8-Kriterium fiir Grenzwerte

b. V (an)hew mit ay, € U\{a} und lim a, = a gilt lim f(a,) =y.
n—oo n—oo

Beweis: a. = b.: Es sei (a,)nen eine Folge in U\ {a} mit lim a, = a. Wir
miissen lim f(a,) =y zeigen. Dazu sei ¢ > 0 gegeben. o
Wegen 11;1?101?(7() =y gibt es ein &, > 0, so dass aus x € U mit 0 < |[x — a| < &,
auch !f(;?)a—y! < ¢ folgt.
Wegen lim a, = a gibt es zu §; nun ein n, € IN, so daf fiir alle n > n, auch
lan, — afzo& gilt.
Sei nun n > n, dann erfiillt a, € U die Bedingung 0 < |a, —a| < 8, und somit
ist auch [f(a,) —y| < e. Damit ist f(a,) — y gezeigt.

b. = a.: Wir nehmen an, y wére nicht der Grenzwert von f in a. Dann gilt:
Je>0:V0 >03%x;, €U mit 0<|xs, —al <, aber [f(xs,) —yl>e.

Firn>1und d, = 11—1 setzen wir a, :=xs, = x1 € U\ {a}. Dann gilt

1
O<lap—al<—=——0,
n
so dal a, — a, und zugleich gilt
[flan) —yl =€
fiir alle n € IN. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass f(a,) gegen y konvergieren

muss.

O

Beispiel 13.8
a. Betrachte f : R — R : x — x?> und a = 3. Fiir eine Folge (ay)nen mit
a, — 3 gilt dann wegen der Grenzwertsétze fiir Folgen 11.15

f(an) :aﬁ:an~anﬂ3-3:9.
Mithin ist 9 der Grenzwert von f in 3, d.h.

limx? = 9 = £(3).

x—3

b. Betrachte die Funktion

1, falls x #0,

f-R—R:x—
{0, falls x =0
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und a = 0. Ist nun (an)nen eine Folge mit a, — 0 und a,, # 0, dann gilt
flap)=1—1.
Mithin ist 1 der Grenzwert von f in 0, d.h.

lim f(x) = 1 % 0 = £(0).

x—0

Betrachte die Funktion
x2—1

x—1

f:R\{1} —m R:x~

und a = 1. Da es in R \ {1} offenbar eine Folge gibt, die gegen 1 konvergiert,
ist a ein Haufungspunkt von R\ {1}. Sei nun (a,)nen eine Folge in R\ {1} mit
a, — 1, so gilt

21
f(an) - T

=a,+1— 2.
a, — 1

Mithin ist 2 der Grenzwert von f in 1, d.h.

lim f(x) = 2.

x—1
Man beachte, dass in diesem Fall a = 1 gar nicht im Definitionsbereich von f
liegt.

Betrachte die Funktion

0, fallsx<0
f:R\{0} — R:x— ’ ’
MO X {1,fmmx>o
und a = 0. Dann gilt fiir a,, := —:—1—>Ound f(a,) = 0 — 0 sowie b, :=

% — 0 und f(b,) =1 — 1. Mithin existiert der Grenzwert von f in a = 0
nicht.

' Warnung !!!
Unsere Definition des Begriffes Grenzwert stimmt nicht mit der Defi-
nition in den Vorlesungsskripten von Andreas Gathmann oder Wolfram
Decker iiberein! Wenn f im Punkt a definiert ist, muss bei uns nicht
notwendig lim f(x) = f(a) gelten (siehe Beispiel 13.8 b.), was nach deren
Definition ggl(tlen muss!

Definition 13.9
Fiir zwei Funktionen f: U — R und g: V — R sowie ¢ € R definieren wir

c-f:U—R:x— c-f(x),
f+g:UNV— R:x— f(x)+ g(x),
f—g:UNV — R:x— f(x)—g(x)

f-g:UNV — R:x— f(x)-g(x).
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Falls zudem g(x) # 0 fiir x € U NV, so definieren wir

f:UﬁV—HszwLX).
g g(x)

Proposition 13.10 (Grenzwertsétze fiir Funktionen)

Es seien f: U — R und g : U — R zwei Funktionen, a ein Hdaufungspunkt von
U und c € R.

a.

Der Grenzwert von f in a ist eindeutig bestimmt, d.h. falls lim f(x) =y und
x—a

lim f(x) =z, so isty = z.

Wenn lim f(x) und lim g(x) existieren, so gelten:
(i) lim(c-f)(x) =c - lim f(x).

(ii) lim(f+ g)(x) = lim f(x) + lim g(x).

x—a x—a

(f+9)
(iii) lim(f—g)(x) = lim f(x) — lim g(x).
(f-g)(

(iv) lim(f-g)(x) = lim f(x) - lim g(x).
Xx—a Xx—a Xx—a

Falls zudem lim f(x) # 0, so ist a ein Hiufungspunkt der Menge V = {x €

x—a

U | f(x) # 0} und es gilt

Beweis: a. Dies folgt aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte von Funktionen

13.7 und der Eindeutigkeit des Grenzwertes bei Folgen 11.8. Genauer, da a ein
Haufungspunkt von U ist, gibt es nach Proposition 13.4 eine Folge (a,)nen in
U\ {a} mit a, — a, und mit den eben erwidhnten Satzen folgt dann

y = lim f(a,) = z.

n—oo

b. Analog folgen die Aussagen aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte von Funk-

tionen 13.7 und den Grenzwertsitzen fiir Folgen 11.15 unter Beriicksichtigung

von Proposition 13.4.
Nach Proposition 13.4 gibt es eine Folge (a,)nen in U\ {a}, die gegen a kon-
vergiert, und nach dem Folgenkriterium 13.7 gilt dann

fla,) — lim f(x) = y.

x—a

Wegen y # 0 gibt es wegen der Grenzwertsétze fiir Folgen 11.15 ein ny, so dass
f(an) # O fiir alle n > ny, so dass (a@n)n>n, eine Folge in V ist mit a, — a.
Nach Proposition 13.4 ist dann a ein Haufungspunkt von V. Die Aussage zum
Grenzwert folgt dann wieder aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen 11.15 und

dem Folgenkriterium 13.7.
O
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Definition 13.11
Ist t eine Verdnderliche und sind ay, ..., a, € R, so nennen wir einen Ausdruck der
Form
n
Y et =an t"tan gt L fart+a
k=0
ein Polynom in der Verédnderlichen t mit Koeffizienten in R. Ist a, # 0, so heif3t

deg <i Qy - tk> =n

k=0
der Grad des Polynoms, und wir setzen zudem deg(0) := —oo. Mit
R[t] := {Zak~tk n € Ny, agy...,a, € IR}
k=0

bezeichnen wir die Menge aller Polynome in der Verénderlichen t mit Koeffizienten
in R, so dass der Grad eine Abbildung deg : R[t] — INy U {—o0} ist.

Fiir ein Polynom f =Y |, ax - t* € R[t] und ein x € R setzen wir

Sind f,g € R[t] zwei Polynome, g # 0 nicht das Nullpolynom, so nennen wir die

Funktion
f:R— R:x— f(x)
eine Polynomfunktion und die Funktion

R\ eR|gx) =0l — Rix s 1)
g g(x)

nennen wir eine rationale Funktion.

Ist h : R — R irgendeine Funktion, so nennen wir eine reelle Zahl x € R mit
h(x) = 0 eine Nullstelle von h.

Bemerkung 13.12
Man zeigt in der Vorlesung Algebraische Strukturen, dass die Menge der Nullstellen
von 0 # g € R[t] eine endliche Menge ist. Genauer zeigt man:

[{x € R| g(x) =0} <deg(g) < o.

Beispiel 13.13
a. Ist f=3 ] ,ax-t"ein Polynom und a € R, so gilt
lim f(x) = f(a).
Dies folgt aus den Grenzwertsdtzen fiir Funktionen 13.10, da offenbar
limid(x) = limx = a und f sich als endliche Summe von Produkten dieser

Xx—a Xx—a
Funktion mit sich selbst und mit Konstanten schreiben lasst.
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b. Fiir jede rationale Funktion

f f
—:R\{xeR|g(x) =0}—>IPL:XHﬁ
9 g(x)
und jedes a € R mit g(a) # 0 folgt dann aus Teil a. und Satz 13.10 c., dass a

ein Haufungspunkt von R\ {x € R | g(x) # 0} ist und dass
f fla) f

lim ~(x) = 2 = L(a

x—a g gla) g
C) Uneigentliche Grenzwerte

Definition 13.14 (Grenzwerte fiir x — +00)
Essei UCR, f:U— Rundy € R.

a. Wir nennen U nach oben unbeschrinkt bzw. nach unten unbeschrdinkt, wenn
die Menge U N [0, 00) bzw. U N (—o0, 0] nicht beschrankt ist.

b. Ist U nach oben unbeschrénkt, so nennen wir y den Grenzwert von f in oo,

wenn
Ve>0 ds. >0 : VxeUmit x > s, gilt [f(x) —y| < e.

Wir schreiben dann lim f(x) =y.

X—00
c. Ist U nach unten unbeschrénkt, so nennen wir y den Grenzwert von f in —oo,

wenn
Ve>0 Is. <0 : VxeUmitx <s, gilt [f(x) —y| <e.

Wir schreiben dann lim f(x) =vy.

X——00
Bemerkung 13.15 (Folgenkriterium und Grenzwertsétze fiir Grenzwerte in £o0)
Das Folgenkriterium fiir Grenzwerte von Funktionen gilt analog auch fiir die Grenz-
werte in +oo. D.h.

lim f(x) =y <= V (@u)neny mit a, € U und a,, — oo gilt f(a,) —y

X—00

und

lim f(x)=y <= V(an)nen mit a, € U und a, — —oo gilt f(a,) — y.

X——00
Zudem gelten auch die Grenzwertsétze fiir Funktionen 13.10 fiir Grenzwerte in 4oo0.

Definition 13.16 (Uneigentliche Grenzwerte)
Sei UC R, f: U — R und a ein Haufungspunkt von U.

a. Wir nennen oo den uneigentlichen Grenzwert von f in a, wenn
Vs>0 36,>0:VxeUmitO<|x—al < gilt f(x) > s.

Wir schreiben dann lim f(x) = oo.
XxX—a
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b. Wir nennen —oo den uneigentlichen Grenzwert von f in a, wenn
Vs<0 d6,>0:VxeUmitO<|x—al < gilt f(x) <s.

Wir schreiben dann lim f(x) = —oo.

c. Ist U nach oben unbeschréankt, so nennen wir oo den uneigentlichen Grenzwert

von f in co, wenn
Vs>0 dt>0: VxeUmitx >tgilt f(x) > s.

Wir schreiben dann lim f(x) = co.
X—00

d. Ist U nach oben unbeschrénkt, so nennen wir —oco den uneigentlichen Grenzwert

von f in co, wenn
Vs<0 dt>0:VxeUmix>tgilt f(x) <s.

Wir schreiben dann lim f(x) = —oo.
X—00

e. Ist U nach unten unbeschrénkt, so nennen wir co den uneigentlichen Grenzwert

von f in —oo, wenn
Vs>0 dt<0: VxeUmitx<tgilt f(x) > s.

Wir schreiben dann lim f(x) = oo.
X——00

f. Ist U nach unten unbeschrénkt, so nennen wir —oco den uneigentlichen Grenz-

wert von f in —oo, wenn
Vs<0 dt<0:VxeUmix<tgilt f(x) <s.

Wir schreiben dann lim f(x) = —oo.
X——00

Bemerkung 13.17 (Folgenkriterium und Grenzwertsétze fiir uneigentliche GWe)
Auch fiir uneigentliche Grenzwerte gelten naheliegende Folgenkriterien:
a. limf(x) =00 <= V (an)neny mit a, € U\ {a} und a,, — a gilt f(a,) — oo.
Xx—a

b. lim f(x) =00 & V (an)neny mit a, € U und a,, — oo gilt f(a,) — oo.

X—00

Die iibrigen Félle ergeben sich analog. Auflerdem verallgemeinern sich auch die
Grenzwertsétze fiir Funktionen 13.10 auf uneigentliche Grenzwerte in der nahelie-

genden Weise, wenn wir die Konventionen aus Bemerkung 11.35 beriicksichtigen.

Beispiel 13.18
Fiir die Funktion f: (0,00) — R :x — % ist 0 ein Haufungspunkt des Definitions-

bereiches, und es gilt

1i1r(1) f(x) = oo.

Zudem ist (0, 00) nach oben unbeschrinkt und

lim f(x) =0.

X—00
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Beweis: Wenn (a,)necn eine Folge in (0, 00) mit a, — 0 ist und s > 0, so gibt es
ein ng € N mit a, < l— fiir n > n,. Damit gilt dann fiir n > ng aber auch

1
f(an) =— >S5,

n

d.h. f(a,) — oo.

Wenn (a,)nen eine Folge in (0,00) mit a, — oo ist und ¢ > 0, so gibt es ein
n, € N mit a, > % fiir alle n > n,. Damit gilt dann fiir n > n. aber auch

1
Ifla,) — 0= — < ¢,

n

d.h. f(a,) — 0. 0

Beispiel 13.19
Essei f =) |, ax-t* € R[t] ein Polynom vom Grad n > 1. Dann gilt

b ) = |00 Tl an >0,
X—00 —oo, falls a, <0,
und
lim f(x) = oo, falls (a, > 0 und n gerade ) oder (a, < 0 und n ungerade),
X——00 B —o0, falls (an < 0 und n gerade ) oder (a, > 0 und n ungerade).

Wir beweisen die Aussage nur fiir hm f(x) und a, > 0, da der Rest sich analog

zeigen lasst. Hierzu betrachten wir em beheblges x € R mit

—2n-qy —2-n-aq —2-Mn-anpq
X > max , yeens s 10
a, a, a,
Dann gilt
Qn - X" X
> —Qi - X
2-n — .
fiir alle 0 < k <n — 1, und mithin
n—1
a, - x" a, -x" X
= n- > — a X
2 2-n ~ ¢
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oder alternativ

n—1
a, - x" a, - x" a, - x"
f(x) = 5 +< 3 +E ak-xk>2 >

k=0
Da zudem offenbar lim ‘1“2"‘“ = 00, muss auch lim f(x) = co gelten. O
X—00 X—00
Aufgaben

Aufgabe 13.20

Bestimmen Sie fiir die nachfolgenden Mengen jeweils die Menge aller ihrer Haufungs-

punkte:
a. M, :{(_])n+ (%)TH_] ’TLGZZ]}.
b. M;=N.

Aufgabe 13.21

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

x3—2x2—x+2

a. lim *~=—

x—2

b. lim X:_XZS, wobei n € IN und xy € R beliebig, aber fest vorgegeben sind.

Xx—xo0
c. lim (\/X—i— —\/7_<)
X—00
Aufgabe 13.22 (Cauchy-Kriterium fiir Grenzwerte)
Es sei U C R, a € R ein Haugfungspunkt von U und f : U — R eine Funktion.

Zeigen Sie, der Grenzwert lim f(x) existiert genau dann, wenn
Xx—a

Ve>038.>0:Vx,yce€ (U.ﬁuéa(a))\{a} gilt |f(x) — f(y)| < e.
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§ 14 Stetigkeit

Definition 14.1 (e-8-Kriterium fiir Stetigkeit)
Essei UCR, f:U— R und a € U.
Wir nennen f stetig in a, wenn

Ve>036>0:VxeUnmit|x—al < gilt [f(x) —f(a)| < e.
Die Funktion f heiit stetig (auf U), wenn sie stetig in jedem Punkt in U ist.
C(U,R):={f:U— R | f stetig} ist die Menge der auf U stetigen Funktionen.

fla) o]

5:8

a
ABBILDUNG 6. ¢-6-Kriterium fiir Stetigkeit

Bemerkung 14.2

Fiir die Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt a ist nur das Verhalten von f in
einer kleinen e-Umgebung U¢(a) = (a — €,a + €) von a maBgeblich. Wir sagen
deshalb auch, dass die Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist!

Lemma 14.3 (Stetigkeit in Haufungspunkten)
FEsset UCR, f:U— R und a € U ein Haufungspunkt.

Genau dann ist f stetig in a, wenn lim f(x) = f(a).
XxX—a

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen 13.6 und 14.1. O

Beispiel 14.4 (Polynomfunktionen sind stetig.)
a. Jede Polynomfunktion f: R — R ist stetig.

Denn nach Beispiel 13.13 gilt fiir a € R auch lim f(x) = f(a).

Xx—a
b. Jede rationale Funktion g R\ {x € R|g(x) =0} — R ist stetig.
Denn nach Beispiel 13.13 ist a € R\ {x € R | g(x) # 0} ein Haufungspunkt des

Definitionsbereiches und lim g(x) = a(a).

c. Die Funktion

1, falls x # 0,
0, fallsx=0

aus Beispiel 13.8 b. ist nicht stetig in 0, da lim f(x) =1 # 0 = f(0). Aber, f ist

x—0
stetig in jedem a # 0, wie man leicht sieht.

f:RHR:XH{

d. Ist f: U — R stetig und V C U, so ist die Einschrankung f;: V — R von f
auf V offenbar ebenfalls stetig.
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e. Ist f:Z — R irgendeine Funktion, so ist f stetig! (Kein niitzliches Konzept!)
Denn, ist a € Z und € > 0 wihlen wir 8, := 1. Fiir x € Z mit [x —a| < §, = %

2
muss dann x = a gelten und somit auch [f(x) — f(a)] =0 < e.

Satz 14.5 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit)
Esset UCR, f:U— R und a € U.

Genau dann ist f stetig in a, wenn

V (an)new mit an € U und lim a, = a ¢t lim f(a,) = f(a). (19)

n—oo n—oo

Beweis: Der Beweis geht genau wie der Beweis des Folgenkriteriums fiir Grenzwerte

von Funktionen 13.7.

“=—=": Es sei (an)nen eine Folge in U mit lim a,, = a. Wir miissen lim f(a,) =
f(a) zeigen. Dazu sei € > 0 gegeben. A e
Da f stetig in a ist, gibt es ein §; > 0, so dafl aus x € U mit |x — a| < §, auch
If(x) — f(a)|] < e folgt.
Wegen lim a,, = a gibt es zu §, nun ein n, € N, so dass fiir alle n > n. auch
la, — ancxés gilt.
Sei nun n > n, dann erfiillt a, € U die Bedingung |a, — a| < . und somit ist
auch [f(a,) — f(a)| < e. Damit ist f(a,) — f(a) gezeigt.

“&=": Wir nehmen an, f wére nicht stetig in a. Dann gilt:
Je>0:Vo >0 dx5, € U mit |xs, —al < 0., aber [f(x5,) — f(a)| > e.

Firn>1und %, = J—l setzen wir a, :=x;, = x1 € U\ {a}. Dann gilt

1
0<l|ap,—al<——0,
n
so dass a, — a, und zugleich gilt
flan) —fla)[ = €

fiir alle n € IN. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass f(a,) gegen f(a) konver-

gieren muss.
O

Beispiel 14.6 (Die Betragsfunktion ist stetig)
Die Betragsfunktion | -|: R — R : x — x| ist stetig.

Denn fiir a € R und (an)neny mit a, — a gilt aufgrund der Grenzwertsétze fiir
Folgen 11.15 auch |a,| — |al.
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Proposition 14.7 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen)
Seten f: U — R und g: U — R Funktionen, die in a € U stetig sind, und c € R.

a. ¢-f,f4+ g, f—g undf-g sind stetig in a.
b. Ist g(a) #0, so ist auch g U\ {x e U] g(x) =0} — R stetig in a.

Beweis: Der Beweis folgt aus dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit 14.5 und den

Grenzwertsétzen fiir Folgen 11.15.

Z.B. sei (an)nen eine Folge in U mit a,, — a, dann gilt
(f+ g)(an) = f(an) + g(an) — f(a) + g(a) = (f + g)(a),
da f und g in a stetig sind. Also ist auch f + g stetig in a. O

Proposition 14.8 (Komposition stetiger Funktionen)
Es seien f: U — R und g: V — R Funktionen mit Im(f) C V und es sei a € U.
Ist f stetig in a und g stetig in f(a), so ist g o f stetig in a.

Beweis: Sei (an)nen eine Folge in U mit a, — a, dann ist (f(a,))nen eine Folge
in V und, da f stetig in a ist, gilt zudem f(a,) — f(a). Nun ist auch g stetig in
f(a), so da} daraus

(gof)an) = g(f(an)) — g(f(a)) = (gof)(a)
folgt. Aufgrund des Folgenkriteriums fiir Stetigkeit 14.5 ist dann gof stetigin a. [

Beispiel 14.9
Ist f: U — R stetig in a € U, so ist auch [f| : U — R : x — [f(x)]| als Komposition

stetiger Funktionen stetig in a.

Definition 14.10 (Stetig fortsetzbar)
Es sei f: U — R eine stetige Funktion und a € R \ U ein Haufungspunkt von U.

Wir nennen f in a stetig fortsetzbar, wenn lim f(x) existiert.
Xx—a

In dieser Situation nennen wir

u & f(x), falls x # a,
g:U{a} — R:ix= 90 4 #2), falls x = q

die stetige Fortsetzung von f, und g ist nach Lemma 14.3 stetig in a und damit
stetig auf U U {a}.

Beispiel 14.11

a. Die Funktion

x?—1

x—1

aus Beispiel 13.8 c. ist in a = 1 stetig fortsetzbar, und die stetige Fortsetzung

f:R\{1} —m R:x—

1st

g:R— R:x—x+1.
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b. Die Funktion

0, falls x <0,

f:R\{0 R:
MO — XH{L falls x > 0

aus Beispiel 13.8 d. ist in a = 0 nicht stetig fortsetzbar, da der Grenzwert von

f in O nicht existiert.

c. Die Funktion

1, falls x #0,

f-R—R:x—
{0, falls x =0

aus Beispiel 13.8 b. ist nach unserer Definition in a = 0 nicht stetig fortsetzbar,
obwohl der Grenzwert von f in 0 existiert, da 0 bereits zum Definitionsbereich
der Funktion gehort!

A) Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 14.12 (Zwischenwertsatz)
FEine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis: Fiir den Beweis konnen wir f(a) < f(b) annehmen. Fiir ¢ € [f(a), f(b)]
definieren wir eine Funktion
g:la,b] — R:x— f(x) —c,
und diese ist aufgrund der Proposition 14.7 stetig auf [a, b].
Wir miissen zeigen, dass g eine Nullstelle in [a, b] besitzt.

Dazu wenden wir wie im Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstrafl 11.26 ein Inter-

vallschachtelungsverfahren an. Wir setzen
[aO) bO] = [a) b]

und betrachten den Punkt

ap + by
2

Ist g(xo) = 0, so sind wir fertig. Andernfalls gilt entweder g(xo) > 0 und wir setzen

Xg = € [a, b].

[ar, byl := [ao, xol, oder es gilt g(xo) < 0 und wir setzen [ay, bi] := [xo, bo].

Mit dem neuen Intervall verfahren wir wie mit dem vorherigen. Auf dem Weg finden
wir entweder nach endlich vielen Schritten einen Punkt x,, € [a,b] mit g(x,) = 0,
oder wir konstruieren rekursiv eine monoton steigende, beschrinkte Folge (an)nen

in [a, b] und eine monoton fallende, beschrinkte (b, )nen in [a, b] mit

b,—a, = — 0. (20)

n
Aufgrund des Monotoniekriteriums fiir Folgen konvergiert (a,)nen gegen einen Wert

x und (by)new gegen einen Wert y, und wegen (20) gilt dann
X =1y.
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Da das Intervall [a, b] abgeschlossen ist, gilt zudem nach Satz 11.28
x € [a, b].
Man beachte auch, dafl aufgrund der Konstruktion von (a,)neny und (bp)nen stets
gla,) <0 und g(b,)>0.
Fiir die stetige Funktion g folgt dann aus dem Folgenkriterium 14.5 und Satz 11.17

g(x) = lim g(a,) <0 < lim g(bn) = g(x),

n—oo

also g(x) = 0. O

Beispiel 14.13 (Nullstellen von Polynomfunktionen)
Ist f € R[t] ein Polynom von ungeradem Grad, so besitzt f eine Nullstelle.

Denn nach Beispiel 13.19 gilt, dass lim f(x) und lim f(x) verschiedene Vorzeichen
X—00 X——00

haben, so dass es a,b € R mit f(a) > 0 und f(b) < 0 geben muss. Wenden wir

dann den Zwischenwertsatz auf fjjqp bzw. fip,q an, so folgt die Behauptung.

Definition 14.14 (Beschrénkte Funktionen)
Eine Funktion f: U — R heifit beschrdinkt, wenn Im(f) beschrankt ist.

Proposition 14.15 (Beschrianktheit stetiger Funktionen)
FEine stetige Funktion f: [a,b] — R ist beschrdnkt.

Beweis: Nehmen wir an, f wére nicht beschrénkt. Dann gibt es fiir jedes n € N ein
a, € [a, b] mit

[flan)l > n.

Die Folge (a,)nen ist beschrinkt, da sie im abgeschlossenen Intervall [a, b] liegt, und
nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl 11.26 gibt es also eine konvergente Teilfolge

(an, Jxew mit Grenzwert c, d.h.

an, — C.

Da das Intervall [a, b] abgeschlossen ist, gilt nach Satz 11.28
c € [a,b].
Da f und somit nach Beispiel 14.9 auch |f| stetig auf [a, b] ist, folgt
[f(c)] ¢ If(an, )l = e — o0,
was ein offensichtlicher Widerspruch ist. O

Satz 14.16 (Maximum / Minimum stetiger Funktionen)
Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt ihr Mazimum und ihr Minimum an,
d.h. es gibt c,d € [a,b], so dass fiir alle x € [a,b] gilt

flc) < f(x) < f(d).
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Beweis: Nach Proposition 14.15 ist die Menge
A :=Im(f) = {f(x) | x € [a, b]}

beschrénkt und somit existiert

y :=sup(A) € R.
Da y die kleinste obere Schranke von A ist, gibt es fiir jedes n > 1 ein a, € [a,b]
mit :

y—— <fla) <.

Die Folge (an)n>1 ist beschrankt, da sie im abgeschlossenen Intervall [a, b] liegt, also

besitzt sie nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl 11.26 eine konvergente Teilfolge

(an, Jkenw mit Grenzwert d. Dann gilt aber

1
ye—y——<flap) <y —,

Ny

so dass aufgrund des Einschachtelungssatzes 11.17 auch
flan) —y

gilt. Da f aber stetig ist, folgt dann

f(d) = lim f(a,, ) =vy.

k—oo

Die Existenz von ¢ zeigt man analog mit Hilfe von inf(A). O

Beispiel 14.17
a. Die Funktion f: [—1,1] — R :x — x? ist beschréinkt, und es gilt f(0) = 0 ist

das Minimum und f(1) = f(—1) = 1 ist das Maximum von Im(f).

b. Die Funktion f: (0,00) — R : x — J—( ist nicht beschrankt und nimmt weder

ithr Minimum noch ihr Maximum an.

B) Umbkehrsatz fiir streng monotone stetige Funktionen

Definition 14.18 (Monotone Funktionen)
Es sei f: U — R eine Funktion.

a. f heiit monoton wachsend, wenn fiir x,y € U aus x < y stets f(x) < f(y) folgt.

b. f heiit streng monoton wachsend, wenn fiir x,y € U aus x < y stets f(x) < f(y)
folgt.

c. f heilt monoton fallend, wenn fiir x,y € U aus x <y stets f(x) > f(y) folgt.

d. f heiit streng monoton fallend, wenn fiir x,y € U aus x < y stets f(x) > f(y)
folgt.

Beispiel 14.19
a. Die Funktion f : [0,00) — R : x — x™ ist fiir jedes n > 1 streng monoton
wachsend, da nach Lemma 8.17 aus 0 < x < y stets x™ < y™ folgt.
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b. Die Funktion

0, falls x <0,

f:R\{0 R:
MO — XH{], falls x > 0

aus Beispiel 13.8 d. ist monoton wachsend, aber nicht streng monoton wach-
send.

Bemerkung 14.20

Ist f: U — R streng monoton wachsend oder fallend, so ist f injektiv.

Denn, fiir x,y € U mit x # y gilt x < y oder x > y und somit f(x) < f(y) oder
f(x) > f(y), aber in jedem Fall f(x) # f(y).

Satz 14.21 (Umkehrsatz fiir streng monotone stetige Funktionen)
Es seien a,b € RU{—o00,00} mit a < b, f: (a,b) — R sei eine Funktion und es
seien ¢ := inf(Im(f)) € R U{—o0} und d := sup(Im(f)) € R U{oo}.

a. Ist f streng monoton wachsend und stetig, so gelten:
(i) f:(a,b) — (c,d) ist bijektiv.
(i) f':(c,d) — (a,b) ist streng monoton wachsend und stetig.

b. Ist f streng monoton fallend und stetig, so gelten:
(i) f:(a,b) — (c,d) ist bijektiv.

(i) f':(c,d) — (a,b) ist streng monoton fallend und stetig.

Beweis: Wir beweisen nur den Fall, dass f streng monoton wachsend ist, da der

Beweis fiir streng monoton fallende Funktionen analog geht.

Zeige: c,d & Im(f): Wiare d € Im(f), so wiirde es ein x € (a,b) geben mit
f(x) = d. Wegen x < b gibt es ein X’ € (a,b) mit x < x" und somit

d = f(x) < f(x') € Im(f),

im Widerspruch dazu, dass d das Supremum von Im(f) ist. Analog sieht man,
dass ¢ & Im(f).

Zeige: Im(f) = (¢, d): Nach Definition von ¢ = inf(Im(f)) und d = sup(Im(f))
sowie nach der obigen Voriiberlegung folgt fiir y € Im(f) sofort ¢ <y < d, d.h.

Im(f) C (c, d).

Sei nun y € (c¢,d). Wegen y > ¢ = inf(Im(f)) gibt es ein x; € (a,b) mit
y > f(x1), und wegen y < d = sup(Im(f)) gibt es ein x, € (a,b) mit y < f(x,).
Nach Voraussetzung ist die Einschrénkung von f

fi:lx,x] — R

auf das Intervall [x1,x;] stetig als Einschrankung einer stetigen Funktion, und

nach dem Zwischenwertsatz 14.12 gibt es wegen f(x;) < y < f(xz) dann ein
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X € [x1,%2] C (¢, d) mit y = f(x), d.h.
(c,d) C Im(f).

Zeige: f:(a,b) — (¢, d) ist bijektiv: Nach Bemerkung 14.20 ist die streng
monotone Funktion f injektiv, und wie eben gezeigt, ist f surjektiv auf (c, d).
Zeige: f':(c,d) — (a,b) ist streng monoton wachsend: Seien y;,y, €
(c,d) mit y; < yz. Dann gibt es x1,x; € (a,b) mit f(x;) = y; <y = f(x2),
und da f streng monoton wachsend ist, muss notwendigerweise auch x; < x;

gelten. Dann ist aber

7 (y1) =x1 <x2 =f"(y2),
und f7! ist streng monoton wachsend.
Zeige: ' :(c,d) — (a,b) ist stetig: Seien yo € (c,d) und ¢ > 0 gegeben.
Wir setzen xo := f~'(yo) € (a,b) und

. e b—%xy xp—a
rszzmm{z, > 0, 02 }>0.

Damit gilt
A<Xg—Te<Xg<Xo+T:<Db
und somit
f(XO — rs) < Yo < f(XO + rs))

da f streng monoton wachsend ist. Fiir

d¢ :=min{yy — f(xo — 1), f(xo + 1) — Yo} > 0
gilt dann offenbar

f(XO _re) S Yo — 65 < Yo < Yo + 65 S f(XO +re)a
und da f~' streng monoton wachsend ist, folgt fiir y € (yo—0¢,Yo+0:) C (c, d)
deshalb
X0 —Te =1 (f(xo— 7)) < £ (y) < 7 (fxo +7e)) =0 + 7

d.h.

£ y) = (yo)l = Ixo — F 1Y)l < 27 < e
Also ist f~! stetig in yo, und damit stetig auf (c, d).

O

Bemerkung 14.22 (Umkehrsatz fiir streng monotone stetige Funktionen)
Ist die Abbildung f: (a,b) — R im Umkehrsatz 14.21 streng monoton wachsend,
SO ist
¢ =inf(Im(f)) = limf(x) und d=sup(Im(f)) = lirrllj f(x),
x—a X—
und ist f streng monoton fallend, so ist
¢ =inf(Im(f)) = limf(x) und d =sup(Im(f)) = lim f(x).

x—b x—a
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AuBlerdem, falls f stetig in a € R bzw. in b € R fortgesetzt werden kann, so ist
lim f(x) € R bzw. liIItl) f(x) € R und f~' wird durch

Xx—a

ﬂ(mnuﬂza baw. r%mmuﬂzb

x—a x—b

stetig fortgesetzt. D.h. die Aussagen im Umkehrsatz 14.21 gelten fiir halboffene und

abgeschlossene Intervalle entsprechend.

Beweis: Wir betrachten nur den Fall f streng monoton wachsend und
d :=sup(Im(f)) € RU{oc}.

1. Fall: d € R: Zu ¢ > 0 gibt es ein y € Im(f) mit y > d — ¢ und es gibt ein
X0 € (a,b) mit f(xo) = y.
Fall 1.1: b € R: Wir setzen nun &, := b — x¢ und erhalten fiir x € (a,b)
mit b —x = |[x — b| < §; = b — x¢ notwendigerweise xy < x und somit
auch y = f(xo) < f(x), d.h.

If(x) —dl=d—f(x) <d—y<e.

Fall 1.2: b = co: Wir setzen dann t = max{xq, 1} und erhalten fiir x > t
dann auch y = f(x) < f(x), d.h.

If(x) —dl=d—f(x) <d—y<e.

In beiden Fillen ist damit )1(1311) f(x) = d gezeigt.
2. Fall: d = 0co: Zu s > 0 gibt es dann ein y € Im(f) mit y > s und wieder gibt
es ein xp € (a,b) mit f(xo) = y.

Fall 1.1: b € R: Wir setzen nun &, := b — x¢ und erhalten fiir x € (a,b)
mit b —x = |[x — b| < 8, = b — x¢ notwendigerweise xy < x und somit
auch

f(x) > f(xo) =y > s.

Fall 1.2: b = co: Wir setzen dann t = max{xq, 1} und erhalten fiir x > t

dann auch

f(x) > f(xo) =y > s.

In beiden Fillen ist damit wieder liH}l} f(x) = d gezeigt.

L&t sich nun zudem f in b € R stetig fortsetzen, so heifit dies, dass der Grenzwert

d:=limf(x) e R

x—b

in R liegt. Da f~' stetig und streng monton wachsend auf (c, d) ist, gilt zudem

b = lim f'(x),

x—d

und somit ldsst sich ' in d durch f~'(d) = b stetig fortsetzen. O
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Beispiel 14.23 (Wurzelfunktion)
Fiir n > 2 ist die Funktion
f:(0,00) — R:x+— x"
nach Beispiel 14.19 streng monoton wachsend und nach Beispiel 14.4 stetig. Zudem
gilt
inf(Im(f)) =0 wund sup(Im(f)) = oo.

Nach dem Umkehrsatz 14.21 gibt es also eine Umkehrfunktion
V-1 (0,00) — (0,00) 1 x = Vx

und diese ist streng monoton wachsend und stetig.

Dies ist unter anderem ein alternativer Beweis zu Satz 9.8 fir die Existenz von n-ten

Wurzeln!

Man beachte zudem, dafl wegen Bemerkung 14.22

lim /x =0

x—0

gilt, so dass die Wurzelfunktion stetig nach 0 fortgesetzt werden kann:
V-1 00,00) — [0,00) : x = Vx.

Insbesondere ist auch die Funktion /- : [0, 00) — [0, 00) : x — /X stetig.
Korollar 14.24

lim {/n=1.

n—oo

Beweis: Wir miissen zeigen, dass die Folge (a,)n>2 mit a, := {/n—1 eine Nullfolge
ist. Da die Funktion /- streng monoton wachsend ist, folgt aus n > 1 auch /n >
V1 = 1, und somit a, > 0. Aus dem Binomischen Lehrsatz 7.15 folgt damit

n

n:(an—H)“:Z(z)-aﬁ~1“k21+w~ai>1,
k=0

oder alternativ
0 — % >a >0.
Der Einschachtelungssatz 11.17 bedingt dann, dass
az — 0,
und da die Wurzelfunktion stetig in O ist, folgt damit

an = +vaz — V0 =0.
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C) Gleichmiflige Stetigkeit

Bemerkung 14.25 (Stetigkeit auf U)
Wir erinnern uns, eine Funktion f: U — R heisst stetig auf U, wenn sie in jedem
Punkt a € U stetig ist, d.h.

VaelUVe>0308,>0:VxeUmit|x—al <0, gilt [f(x) —f(a)l <e.

Wir schreiben diesmal 6., statt d., um zu verdeutlichen, dass wir bei gegebenem
e > 0 zwar in jedem Punkt a ein geeignetes d finden miissen, dass dieses & sich mit
dem Punkt a aber édndern kann! Es héngt also vom Punkt a ab. In der néchsten
Definition wollen wir einen stéarkeren Begriff der Stetigkeit einfiihren, bei dem genau
das nicht mehr der Fall ist.

Definition 14.26 (GleichméBige Stetigkeit)

Eine Funktion f: U — R heif3t gleichmdflig stetig auf U, wenn
Ve>038.>0:Vx,yeUmit|x—y|<d, gilt [f(x) —fy)| < e.

Bemerkung 14.27

Offenbar ist jede auf U gleichméfBig stetige Funktion f: U — R auch stetig auf U.

Satz 14.28
FEine stetige Funktion f: [a,b] — R ist gleichmdflig stetig auf [a, b].

Beweis: Angenommen, f wire nicht gleichméBig stetig auf [a, b]. Dann gilt:
FJe>0:V06 >0 : Ixs.,Ys € [a,b] mit [xs,—ys.| < b, aber |f(xs,)—f(ys.)| > e.

Firn > 1 und §, := J—l setzen wir a, := x5, = X1 und b, =y, = y1. Damit
erhalten wir zwei beschrénkte Folgen (an)n>1 und (gn)n21 in [a, b]. Nach dem Satz
von Bolzano-Weierstral 11.26 besitzt (an)n>1 eine konvergente Teilfolge (an, Jxen,
und ebenso besitzt dann (by, Jxew eine konvergente Teilfolge (bnkl)lelN- Nach Kon-
struktion gilt

0< Iankl —bnkll < Tlikl — 0,
so dass die Grenzwerte von (ankl Jiew und (bnkl Jiew wegen des Einschachtelungssat-

zes 11.17 {ibereinstimmen miissen, d.h.

an, —Yy und by, —y.

Kt
Da das Intervall [a, b] abgeschlossen ist, gilt nach Satz 11.28 zudem
y € [a,b].
Da f und die Betragsfunktion stetig sind, folgt damit
0 =If(y) — fly)l «— If(an, ) — f(bn )l > ¢,

was ein offensichtlicher Widerspruch ist. U

Beispiel 14.29
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Die Funktion f:[0,1] — R : x — x? ist gleichméBig stetig auf [0, 1].
Dies folgt aus Satz 14.28. Will man es aus der Definition selbst herleiten, so
kann man 0. := 5 zu gegebenem & > 0 wihlen, denn aus Ix —y| < O folgt dann
fx) = Yl = =y’ =k —yl-k+yl <x—yl-2<2-5. =e.
Die Funktion f: (0,00) — R :x — % ist nicht gleichméBig stetig auf (0, co).
Dazu setzen wir € := 1 und wéhlen & > 0 beliebig. Dann setzen wir x :=  und
y = %, also x,y € (0, co) mit
o
—yl=80———=<0
aber
1T 149
f(x) —f =l-———|=1>c¢.
)~y = |5~ | =12

Also ist f nicht gleichméaBig stetig auf (0, co).
Das Problem liegt darin, dass bei fest vorgegebenem & > 0 das 9.4, das man
fiir die Stetigkeit in a wéhlen muss, immer kleiner werden muss, je niher a an

0 liegt, da die Steigung des Graphen von f nahe bei Null immer steiler wird.

Aufgaben

Aufgabe 14.30
Sei f: U — R stetig, a € U und b € R.

a.

Zeigen Sie, ist f(a) > b, so gibt, es ein & > 0, so dass f(x) > b fiir alle
xeuUn(a—25d,a+d).

Zeigen Sie, ist f(a) # b, so gibt es ein & > 0, so dass f(x) # b fiir alle
xeUuUn(a—25d,a+d).

Aufgabe 14.31
Die Wurzelfunktion /- : [0, 00) — R : x — /X ist gleichméBig stetig auf [0, o).
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Aufgabe 14.32

Verwenden Sei die e-0-Definition der Stetigkeit, um zu zeigen, dass die Funktion
f:[0,1] — R, x — /1 —x3 stetig in [0, 1] ist.

Aufgabe 14.33 (Lipschitz-Stetigkeit)

Sei f : R — R eine Funktion und L € R.,. Zeigen Sie, wenn |f(x)—f(y)| < L-|x—y|
fiir alle x,y € R gilt, so ist f stetig in R.

Aufgabe 14.34
Sei f: [0,1] — R eine Funktion definiert durch

{2—“ fir x =1 mit n > 1

n!

=00 farxe 0N 1)

Bestimme (mit Beweis) sdmtliche Punkte auf [0, 1], in denen f stetig ist.

Aufgabe 14.35
Sei f: R — R stetig und a,b € R mit f(a) # b. Zeigen Sie, es gibt ein & > 0, so
dass f(x) # b fiir alle x € (a — &, a + ).
Aufgabe 14.36 (Fixpunktsatz von Banach)
Sei f : [a,b] — R eine stetige Abbildung mit Im(f) C [a,b]. Zeigen Sie, dass f
einen Fixpunkt hat, d.h. es gibt ein ¢ € [a, b] mit f(c) = c.
Aufgabe 14.37
Sei f : R — R eine stetige Abbildung und a € R.o mit f(x) = f(x + a) fiir alle
x € R. Zeigen Sie, dass es ein b € (0, a) gibt mit f(b + 3) = f(b).
Aufgabe 14.38 (Stetige Fortsetzbarkeit)
a. Sei f:(a,b] — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass f genau dann stetig

in a fortsetzbar ist, wenn f gleichméfig stetig ist.

b. Gibt es eine beschrinkte Funktion f : (0,1] — R, die sich nicht stetig in O

fortsetzen lasst?
Aufgabe 14.39
Ist f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und g : [b,c] — R stetig auf [b,c] mit
f(b) = g(b), so ist auch die Funktion

g(x), fallsx <D,

h:la,c] — R:x—
h(x), fallsx>Db

stetig auf [a, c].
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§ 15 Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition 15.1 (Konvergenz von Funktionenfolgen)
a. Fiir jedesn € IN sei f, : U — R eine Funktion, so nennen wir (f,,)nen eine

Folge von Funktionen auf U.

b. Wir nennen die Folge (f,)new von Funktionen punktweise konvergent auf U,
wenn fiir jedes x € U der Grenzwert lim f,(x) existiert, d.h. In diesem Fall

n—oo
nennen wir die Funktion

f:U— R:x~ lim f,(x)

n—oo
den Grenzwert oder die Grenzfunktion der Funktionenfolge (f,)nen, und wir
sagen auch, daf} (f,)new punktweise gegen f konvergiert. Wir schreiben dann

f = lim f,.

n—oo

Man beachte, (f,,)nen konvergiert auf U genau dann punktweise gegen f, wenn
VxelUVe>0 dng, 1 Vn>mng, gilt [fy(x) —f(x)] <e.
c. Wir sagen (fn)nen konvergiert gleichmdf$ig auf U gegen f, wenn

Ve>0dn, : Vn>n,und Vx € U gilt [fy(x) — f(x)] < e.

Bemerkung 15.2
Konvergiert (f,,)nen auf U gleichméfig gegen f, so konvergiert die Folge auch punkt-

weise gegen f.

Beispiel 15.3

Die Folge f,, : [0,1] — R : x — x™ konvergiert auf [0, 1] punktweise gegen die
Funktion

f:[0,1] — R:x+— lim x" =

n—oo

0, fallsx <1,
1, fallsx=1.

Aber, (fu)new konvergiert auf [0, 1] nicht gleichméBig gegen f.
Beachte auch, dafl die Grenzfunktion nicht stetig in 1 ist, obwohl alle f,, stetig waren!

Um zu sehen, dafl die Konvergenz nicht gleichméfig ist, betrachten wir ¢ := }1 >0
und ein beliebiges n, € IN. Setze n := max{n.,2} > n, und x = “%ﬁ € [0,1), dann
gilt

1T 1

Ifa(x) —f(x)| = 2 > 1= €.

Satz 15.4 (Gleichmafige Konvergenz von Potenzreihen)
Es sei’y 2, ax - t* eine Potenzreihe iiber R mit Konvergenzradius v und firn € N
set

fo:(—m,71) —>R:XHZak-xk.
k=0
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Dann konvergiert die Funktionenfolge (fn)new auf (—7,7) punktweise gegen

fi(—rm1) HR:XHZak-xk,
k=0

und fir jedes 0 < R <t konvergiert (fi)nen auf [—R, R] gleichmdifig gegen f.

Beweis: Dafl die f,, auf (—r, ) punktweise gegen f konvergieren, folgt unmittelbar
aus der Definition von f, und f. Es bleibt also nur, fiir 0 < R < r zu zeigen, dafl die
fn, auf [—R, R] gleichméfig konvergieren.

Sei dazu ¢ > 0 vorgegeben. Aus Satz 12.32 wissen wir, da die Reihe ) 7 lay| - R
konvergiert, und wegen Lemma 12.6 ist die Folge der Restglieder dann eine Nullfolge,
so daf} es ein n, € IN gibt mit

o0 o0
Dl -RE =) Jal R <e
k=n k=n

fiir alle n > n.. Sei nun n > n, und x € [—R, R], so gilt

o0 o0 o0
— Z a - x| < Z x| - [x[* < Z lay] - R < e.

k=n+1 k=n+1 k=n+1

[fu(x) —f(x)| =

Man beachte hierbei, dafl wir hier mehrfach die Proposition 11.17 a. fiir die betrach-

teten Folgen der Partialsummen verwenden. O

Beispiel 15.5
Die Folge f, : (—1,1) — R :x — Y |, x* konvergiert auf (—1,1) nicht gleichméfBig
gegen die geometrische Reihe f: (—1,1) — R:x— Y ;7 x*.

Um dies zu sehen, seien ¢ := 1 gegeben und n. € IN beliebig. Wir betrachten
zunéchst die stetige Funktion

ne+1
gl(—],])—)R:)ﬁ—)X

1—x"

Man sieht leicht, dass liIr11 g(x) = 00, so dass es sicher ein x € (0, 1) mit
X—

Xn£+1
]_XZQ(X)Z]ZE
geben muss. Fiir dieses x gilt nun
> o0 an"r]
[ () = F(x)[ = D) X =xmt Y xE = 1 > €.
k=ne+1 k=0 X

Mithin konvergiert f, auf (—1, 1) nicht gleichméfig gegen f.

Satz 15.6 (Der gleichméBige Grenzwert stetiger Funktionen ist stetig.)
Ist f, : U — R stetig auf U fiir n € N und konvergiert (fu)new auf U gleichmdfig
gegen f, so ist f stetig auf U.
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Beweis: Seien a € U und ¢ > 0 gegeben. Da die f,, gleichméfig gegen f konvergie-
ren, gilt:

dn,elN :Vn>n,undVxel : Ifn(x)—f(x)|<§.

Da zudem f,, stetig in a ist, gilt:
36, >0 VxeUmit x —a| <6, gilt |fr (x) — fn, (a)] < §
Sei nun x € U mit [x — a|] < &, gegeben, so gilt

F() = F(@)] < [F(X) — o, ()] + [, (x) — i (@)] + If, (@) = Fl@)] < S+ 5 + 5 = ¢.

Mithin ist f stetig in a. O

Korollar 15.7 (Potenzreihen sind stetig.)
Ist Y >, an - t" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v, dann ist

f:(—T,T)—)R:XHZan-Xn

n=0

stetig auf (—r, 7).

Beweis: Sei x € (—7,1) beliebig, so ist 0 < R < r fiir R := lx‘;r. Nach Satz 15.4

konvergiert die Folge stetiger Funktionen

fn:[—R,R]H]R:x»—)Zak-xk
k=0

auf [—R, R] gleichméfBig gegen f, und nach Satz 15.6 ist f mithin stetig auf [—R, R]
und damit insbesondere in x € (—R, R). O

Beispiel 15.8

Die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosinus sind stetig auf R.

Dies folgt aus Korollar 15.7 zusammen mit den Sétzen 12.36 und 12.38.

Aufgaben

Aufgabe 15.9
Fiir n > 2 sei f,, = /- : [0,00) — R. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden
Aussagen.

a. (fu)nen konvergiert gleichméfig auf [0, o).
b. (fa)new konvergiert gleichmafig auf [1, 100].

Aufgabe 15.10

Finden Sie eine Folge (f,,)nen von stetigen Funktionen f,, : [0, 1] — R, die punkt-
weise gegen die Nullfunktion konvergiert, aber unbeschréinkt ist, d.h., so dass zu
jedem ¢ € R ein n € IN und ein x € [0, 1] existiert mit |[f,(x)| > c.
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Aufgabe 15.11
Zeigen Sie, dass die Folge (fy)n>7 von Funktionen f, : [0,2] — R, gegeben durch

nx, xe€ [O,T]—l)
fox) =< 2—nx, x¢€ [:—1,%) ,
0, x€[%2]

1

S =]

punktweise, aber nicht gleichméfig gegen die N ullfunktion konvergiert.
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§ 16 Exponentialfunktion, Logarithmus, trigonometrische Funktionen

A) Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen

Satz 16.1 (Die Exponentialfunktion)
Die Ezxponentialfunktion

exp : (—oo,00) — (0, 00)
15t stetig, streng monoton wachsend und bijektiv. Insbesondere gelten

lim exp(x) =0 wund lim exp(x) = co.
X——00 X—00

Beweis: Fiir z € R mit z > 0 gilt offenbar

D A A 21
exp(z) =) — >t =zH1>1, (21)
n=0

und mit Hilfe der Funktionalgleichung in Satz 12.36 folgt dann
exp(—z) - exp(z) = exp(—z+z) = exp(0) =1

sowie :
) — 0 22
eXp ( Z) eXp (Z) > ) ( )

die Exponentialfunktion nimmt also nur positive Werte an. Wenden wir die Funk-

tionalgleichung noch mal fiir x,y € R mit x <y wie folgt an
(21),(22)
exp(y) = exp(y —x +x) =exp(y —x) -exp(x) > 1-exp(x) = exp(x),
so erhalten wir, dass exp streng monoton wachsend ist. Da exp nach Beispiel 15.8
zudem stetig ist, konnen wir den Umkehrsatz fiir streng monotone Funktionen 14.21
anwenden und erhalten, dass

exp : (—oo,00) — (c,d)
auch bijektiv ist, wobei
¢ = inf(Im(f)) 12 im exp(x)
X——00

und
d = sup(Im(f)) 12 im exp(x).

X—00

Nun gilt fiir x > 0 aber

(21) x—00
exp(x) > x+1 — oo,

so dass d = lim exp(x) = oo folgt.

Mit (22) und aus den Grenzwertsétzen fiir uneigentliche Grenzwerte von Funktionen
folgt zudem

1 x—oo
exp(—x) = — —
exp(x) 00

d.h. c = lim exp(x) =0. O

X——00

=0,



138 II. EINDIMENSIONALE ANALYSIS

Bemerkung 16.2
Die Zahl e = exp(1) ist irrational und es gilt 2 < e < 3 (siche auch Beispiel 18.33).

Beweis: Aus (21) wissen wir
exp(1) >1+1=2.

Wegen
1 1 1 1

— = < =
kK 1-2-3-...-k—1-2-2-...-2 2K
fiir k > 1 folgt unter Beriicksichtigung der endlichen geometrischen Reihe 7.12

k=0 —4
8,1 g 8 1 1— ()™
= — — - _— = — — . ]

378 &2 378 -]
L8 1 1 _8 1 _35
3 8 1-1 3 4 12

fiir alle n € IN. Grenzwertbildung liefert deshalb exp(1) = lim s, < ?—g < 3.

n—oo
Wir miissen nun noch zeigen, dass e keine rationale Zahl sein kann. Nehmen wir
dazu an, es gelte e = E € Q mit p,q € IN. Wegen 2 < e < 3 muss q > 2 sein. Wir
betrachten nun die Zahlen

_ 9t 4 9 q!

a;_a—l—ﬂ—l—i-l—...-i—aEZ
und
> !
b:zz;%fqWe_a:m_an—an (23)
n=q+

Da q > 2 ist, folgt fiir n > q
!
q! 1 < 1 1

nl (q+1)-(q+2)--n 3:3---3 3

und deshalb

< g & = 1 1
b=l Sl sl 7]
n=q

1
n=q+1 n=1 3

Da aber aufgrund der Definition von b auch

gilt, kann b keine ganze Zahl sein, im Widerspruch zu (23). Der Widerspruch kommt
von unserer Annahme, dass e eine rationale Zahl wére. O
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Definition 16.3 (Natiirlicher Logarithmus)
Die Umkehrabbildung der Exponentialfunktion wird mit

In: (0,00) — (—00, 00)
bezeichnet und (natirlicher) Logarithmus genannt.

Satz 16.4 (Natiirlicher Logarithmus)
Der natiirliche Logarithmus

In: (0,00) — (—00, 00)
ist stetig, streng monoton wachsend und bijektiv. Insbesondere gelten

limln(x) = —oc0 und lim In(x) = co.
x—0 X—00

Beweis: Die Aussagen folgen aus dem Umkehrsatz fiir streng monotone Funktionen
14.21 und Satz 16.1 unter Beriicksichtigung von Bemerkung 14.22. O

Bemerkung 16.5
Man beachte, dass aus

exp(0)=1 und exp(l)=e

unmittelbar
In(1)=0 und In(e)=1

folgt. Die Graphen der Exponentialfunktion und des natiirlichen Logarithmus sind

in der folgenden Abbildung dargestellt.

Graph(exp)
Graph(In

-

Definition 16.6 (Exponentialfunktion zur Basis a)
Fir a € R mit a > 0 und x € R definieren wir

X

a*:=exp (x - In(a)).

Man beachte, dass damit e* = exp(x - In(e)) = exp(x - 1) = exp(x) gilt, so dass
die neue Definition im Fall a = e mit der Definition aus Bemerkung 12.37 {iberein-

stimmt.

Satz 16.7 (Exponential- und Logarithmusfunktion zur Basis a)
Fsseiae R mita>0 und a# 1.
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a. Die Abbildung
exp, : R — (0,00) : x — a*
heifst Exponentialfunktion zur Basis a, ist stetig, bijektiv und
e streng monoton wachsend, falls a > 1, und
e streng monoton fallend, falls a < 1.
b.  Die Umkehrabbildung
log,: (0,00) — R
von exp, heifit Logarithmus zur Basis a, st stetig, bijektiv und

e streng monoton wachsend, falls a > 1, und

e streng monoton fallend, falls a < 1.

Beweis: Fiir a > 1 ist In(a) > 0, da In(1) = 0 und In streng monoton wachsend,
so dass aus x <y auch

In(a) -x <In(a) -y
und damit
exp,(x) = exp (X . ln(a)) < exp (y -ln(a)) = exp,(y)

folgt. exp, ist dann also streng monoton wachsend. Auflerdem gilt

lim x-In(a) =00 sowie  lim x-In(a) = —oo,
X—00 X——00

und da exp stetig ist folgt dann auch

lim exp,(x) = lim exp (x . ln(a)) =00
X—00 X—00

sowie
lim exp,(x) = lim exp (x . ln(a)) =0.
X——00 X——00
Aus dem Umkehrsatz fiir streng monotone Funktionen 14.21 folgt dann, weil exp,
stetig, und streng monoton wachsend ist, dass exp, auch bijektiv ist. Zudem folgen
die entsprechenden Aussagen iiber die Umkehrfunktion log, fiir a > 1.

Den Fall a < 1 beweist man analog, da dann In(a) < 0 gilt. O

Korollar 16.8 (Potenzgesetze)
Seien a,b,x,y € R mit a,b > 0.

a. a¥’V=a*-aY.
b. a*¥ = (a*)v.

c. (a-b)*=a*-b"

e. Firm € 7Z stimmen die Definitionen von a™ in 7.9 und 16.6 tiberein.

t. Firp,q€Z mit q > 2 gilt as = Vav.
1
Insbesondere stimmen die Definitionen von ad in 9.8 und 16.6 tiberein.
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Beweis:
a. Mit Hilfe der Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion sieht man:
a*V =exp ((x +y)- ln(a)) = exp (x ‘In(a)+y- ln(a))
=exp (x-In(a)) -exp (y - In(a)) = a* - a.
b. Wegen a* = exp(x - In(a)) gilt auch
In(a®) = In (exp(x - In(a))) = x - In(a)
und damit
(@)Y =exp (y-In(a¥)) =exp (x-y-In(a)) = a*V.

c. Wir verwenden in der folgenden Gleichung bereits ein Logarithmusgesetz 16.9,
dessen Beweis unabhéngig von diesem Potenzgesetz ist:
16.9b.

(a-b)*=exp (x-In(a-b)) ="exp (x- (In(a) + In(b)))
=exp (x-In(a)) - exp (x - In(b)) = a* - b™.
d. Die Gleichung a™ = % folgt unmittelbar aus
a-a*=a" =a’=exp(0-In(a)) =exp(0) = 1.

e. Mit Induktion nach n > 1 und a. sieht man, dass a™ = [[;_; a. Wir haben

bereits gesehen, dass zudem a® = 1 gilt, und aus d. folgt dann

L] 1 T
e

Die Definitionen von a™ in 7.9 und 16.6 stimmen also {iberein.

f. Mit Satz 9.8 folgt Qs = VaP aus

(a%)q Lol = qP.

Korollar 16.9 (Logarithmusgesetze)
Seien a,x,y € Rop mit a # 1 und z € R.

a. log,(x) =

b. log

c. log,(x*) =z-log,(x).

d. log,(5) = log,(x) —log,(y).
Beweis:

a. Falls a # 1, so gilt

exp, (inn(%) = exp (1128)) . ln(a)) = exp (ln(x)) =X = exp, (loga(x)),
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und da exp, injektiv ist, gilt dann auch

In(x)
In(a)

= log,(x).
b. Es gilt

€XPq (lOga(X ' H)) =Xy =€exXpgy (loga(x)) " €XPy (loga(y))
12 exp, (logy (%) + log, (y))

und da exp, injektiv ist, folgt somit
log,(x - y) = log,(x) + log,(y).
c. Falls a# 1T und x > 0, so ist
x* =exp (z-In(x)) = exp (z - logy(x) - In(a)) = exp, (z - logy(x))
definiert. Wenden wir auf beiden Seiten die Funktion log, an, so erhalten wir
log, (x*) = log, (exp, (z - log,(x))) = z - log,(x).
d. Es gilt

X . _ c.
log, <1—J) 2 Jog, (x) +10ga (y ™) £ log, (x) — log, (y).

B) Trigonometrische Funktionen

Wir wollen uns nun den trigonometrischen Funktionen zuwenden. Dazu fithren wir

zunéchst die Zahl 7t als kleinste positive Nullstelle des Sinus ein.

Satz 16.10 (Definition der Zahl 7t.)
Der Sinus besitzt eine kleinste positive Nullstelle, die wir 1 nennen, und fir alle
x € (0,7) gilt sin(x) > 0.

Beweis: Wir wahlen ein x € (0,4] und setzen a, := % fir n > 1. Die Folge
(an)n>1 ist monoton fallend, denn
X2n+3 XZn-H X - X X2n+1 16

) < L
il = 3 T 2nt ) In+3)-@2n+2) - 2ntd) 20 S

und da die Reihe ) 7, (—=1)" - a, = sin(x) — x absolut konvergiert, muss die Folge

(an)n>1 auch eine Nullfolge sein. Aus dem Beweis des Leibniz-Kriteriums erfiillen

die Partialsummen der Reihe ) > (—1)"- a, dann insbesondere

[e o]
1<) (F1)"an < s
n=I

und damit

x—— =x+ 87 <sin(x) < x + s4. (24)

3
6
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Wenden wir dies fiir x = 1 an, so erhalten wir

sin(1)21—1>0,

6
und wenden wir die Aussage fiir x =4 an, so erhalten wir
268
in(4) <4 4) = —— .
sin(4) <4 + s4(4) 405<O

Da der Sinus auf dem abgeschlossenen Intervall [1,4] stetig ist mit sin(1) > 0 und
sin(4) < 0, muss er nach dem Zwischenwertsatz 14.12 eine Nullstelle besitzen, das
heifit, die Menge

A ={x € [1,4] | sin(x) = 0}

ist nicht leer und nach unten beschriankt. Dann existiert aber ihr Infimum

7t :=inf(A).

Nach Bemerkung 11.22 gibt es eine monoton fallende Folge (b, )nen in A, die gegen
das Infimum 7t = inf(A) konvergiert. Da der Sinus stetig ist, gilt dann auch

0 = sin(b,) — sin(7m),
also sin(7t) = 0, d.h. 7t ist eine Nullstelle des Sinus.

Wir miissen nun noch zeigen, dass sin(x) > 0 fiir alle x € (0, 7). Fiir x € [1,71) ist
dies der Fall, da entweder aus sin(x) = 0 oder aus sin(x) < 0 und sin(1) > 0 mit
Hilfe des Zwischenwertsatzes 14.12 die Existenz einer kleineren Nullstelle des Sinus
als 7t im Intervall [1,4] folgen wiirde. Fiir x € (0, 1) folgt aber aus (24)

sin(x) >x—x—3>x—§ >5—X>O

- 6 6 6 ’
da x® < x. Also haben wir sin(x) > 0 fiir alle x € (0, 7) gezeigt, so dass 7t die kleinste
positive Nullstelle des Sinus ist. O

Bemerkung 16.11 (Approximation von 7r)
Aus dem Beweis von Satz 16.10 wissen wir bislang nur, dass 1 < 7t < 4 gilt. Wir
werden spéter sehen (siehe Aufgabe 18.38), dass man die Zahl 7t approximieren kann
durch

3,14159....

Satz 16.12 (Monotonie des Cosinus)
Der Cosinus cos : [0, 1] — [—1,1] ist streng monoton fallend und bijektiv.

Beweis: Es seien x,y € [0,71] mit x < y. Aus dem Additionstheorem fiir den
Cosinus sowie der Tatsache, dass der Cosinus eine gerade und der Sinus eine ungerade
Funktion ist (siehe Satz 12.38), folgen

cos(y) = cos (y X —l—y _X)

2 2

. ytx) y—x\ . (ytx) . (Yy—x
—Cos( > ) cos< 5 ) sm<—2 ) sm< 5 )
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und

cos(x) =cos <y —2’—X _J ;X)

_ y+xy, CYy=xN L (YExY Y —X
—cos< 3 ) cos( 3 ) sm< 2 ) sm( 3
. ytx\ y—x o fYytx) . (Yy—X

—COS( 5 ) CcOS (—2 )—i—sm (—2 ) sm( 5 )

Subtrahieren wir die beiden Gleichungen voneinander, so erhalten wir

cos(x) —cos(y) = 2 - sin (y ;X) - sin <y gx) 16510 0,

da mit x,y € [0,71] und x <y auch

)

Yy+Xx

0<2

<7

und
0<y X cn
gelten muss.
Somit haben wir gezeigt, dass der Cosinus auf dem Intervall [0, 7t] streng monoton
fallend ist. Aus dem Umkehrsatz 14.21 folgt damit, dass

cos : [0, 1] — [lim cos(x), lim cos(x)]
X—TC x—0

bijektiv ist. Da der Cosinus stetig ist, gilt nun

' e N OZn
7lclir(l)cos(x) =cos(0) = ;(—1) . 2! =1

und

lim cos(x) = cos(7).
X—TT
Aus Satz 12.38 wissen wir zudem, dass

cos(m)? =1 —sin(m)?=1—-0=1

gilt, so dass cos(7t) € {1, —1}. Da der Cosinus auf dem Intervall [0, 7] streng monoton
fallend mit cos(0) = 1 ist, muss somit cos(7t) = —1 gelten. O

Satz 16.13 (Eigenschaften des Sinus und des Cosinus)
a. Firxe R gelten

sin(x + ) = —sin(x) wnd cos(x + ) = — cos(x).
b. Firx € R gelten zudem

sin(x) € [-1,1]  und cos(x) € [-1,1].
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c. Wir kénnen folgende Werte des Sinus und Cosinus explizit angeben:

L x o[ [5] % on]
sin(x) || O % 110 [-=1]0
cos(x) || 1 % O|—1]0 |1

d. Sinus und Cosinus sind 2mt-periodisch, d.h. fir x € R gelten
sin(x + 27) =sin(x) wund  cos(x + 27) = cos(x).

e. Die Perioden von Sinus und Cosinus sind um 5 verschoben, d.h. fir x € R

gelten
sin (x + g) = cos(x)
und
coS (x — 72—1) = sin(x).
f.  Der Sinus
) T T
sin: (=2, 7| — =1,1]

15t streng monoton wachsend und bijektiv.

g. Die Nullstellen des Sinus sind genau die ganzzahligen Vielfachen von T, d.h.
sin(x) =0 <= xe{k-n|keZ},

und fiir den Cosinus gilt mithin

cos(x) =0 & «x¢€ {;—t

+k~n'keZ}.

Bewelis:
a. Aus den Additionstheoremen 12.38 erhalten wir

sin(x + 7t) =sin(x) - cos(7) + sin(7) - cos(x)

=sin(x) - (—1) 4+ 0 - cos(x) = —sin(x)
und

cos(x + 71) = cos(x) - cos(7t) — sin(x) - sin(7)

=cos(x) - (—1) —sin(x) - 0 = —cos(x).

b. Nach Satz 12.38 gilt

|sin(x)| < v/cos(x)? + sin(x)? = 1

und

|cos(x)| < v/cos(x)? +sin(x)? = 1.
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c. Die Werte fiir x = 0 folgen unmittelbar aus der Definition von Sinus und

Cosinus als Potenzreihen

‘ e N 02n+1 B
und
o N OZTL
cos(0) =§(—1) T =1

Die Werte fiir x = 7t folgen aus Satz 16.10 und Satz 16.12 oder alternativ aus
Teil a.. Mit Hilfe der Additionstheoreme 12.38 folgt dann

—1 = cos(m) = cos (g + g) = cos (g)l —sin (2_‘)2

und somit

0 < cos (72—t>2 = sin (72—t>2 — 1 % 0.

Damit miissen notwendigerweise

cos (g) =0

sin (g) e{—1,1}

gelten. Da wir aber aus Satz 16.10 wissen, dass der Sinus auf dem Intervall

sin (g) =1.

Aus dem Additionstheorem fiir den Cosinus erhalten wir dann

= coS 5) = cos it7) = cos ) sin 1
T\ 2 . [T\ ?
cos (Z) = sin (Z) .
Aus Satz 12.38 wissen wir zudem

1 =cos (;j)z + sin <§>2 =2 cos (;—t)z,

oo () en(3) - pag}

Nach Satz 16.12 ist der Cosinus auf [0, 7] streng monoton fallend mit Nullstelle

und

(0, 7t) strikt positiv ist, folgt

und damit

und damit

bei 7, also muss cos (TZ‘ ) positiv sein, und aus Satz 16.10 wissen wir, dass auch
sin (%) positiv ist. Mithin gilt

sin (g) = COS (g) = %

Die iibrigen Werte folgen, indem wir Teil a. auf die bisherigen Ergebnisse an-

wenden.
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d. Durch Anwenden der Additionstheoreme 12.38 erhalten wir wie in Teil a.

sin(x + 271) =sin(x) - cos(27t) + sin(27) - cos(x)

=sin(x) - T+ 0-cos(x) = sin(x)
und

cos(x + 27) = cos(x) - cos(27) — sin(x) - sin(27)

=cos(x) - T —sin(x) - 0 = cos(x).

Auch diese Aussage folgt aus den Additionstheoremen 12.38 wie in Teil a.:

sin (x + 72—t> =sin(x) - cos (72—T> + sin (72—t> - cos(x)

=sin(x) -0+ 1 cos(x) = cos(x)

und

cos (x — g) =cos(x) - cos <_§> —sin(x) - sin (—E)

2
=cos(x) - cos (;) + sin(x) - sin (g)

=cos(x) -0 +sin(x) - T = sin(x).
Aus Teil a. und e. folgt

sin(x) = cos (x — g) = —cos (X + %[) )

so dass die Aussage aus Satz 16.12 folgt.

Aus Teil a. und sin(7t) = 0 folgt mit Induktion, dass sin(k - 7t) = 0 fiir alle
k € Z. Ist umgekehrt x € R eine Nullstelle des Sinus, so gibt es eine ganze
Zahl k € Z, so dass

0<x—k-t<m,

und da der Sinus im Intervall (0, 7t) keine Nullstelle besitzt, muss mithin x =

k - 7t gelten. Aus Teil e. folgt dann die Aussage fiir die Nullstellen des Cosinus.

O

Bemerkung 16.14

Aus Satz 16.13 konnen wir den Verlauf der Graphen des Sinus und des Cosinus im

wesentlichen herleiten:

COS

E
|
Nlw |
a0
)
=]



148 II. EINDIMENSIONALE ANALYSIS

Bemerkung 16.15 (Polarkoordinaten)
Ist x € R und betrachten wir ein rechtwinkliges Dreieck mit den Kathetenldngen

sin(x) und cos(x), so folgt wegen
cos(x)? +sin(x)? =1 =17

aus dem Satz von Pythagoras, dass die Hypothenuse die Seitenlédnge 1 besitzt. D.h.
der Punkt

(cos(x),sin(x)) = cos(x) +1-sin(x) =exp(i-x) € C
liegt auf dem FEinheitskreis und wir nennen x den Winkel im Bogenmaf}, den der

Strahl vom Ursprung durch diesen Punkt mit der x-Achse einschliefit (siche Abbil-
dung 7).

isin(x)

ABBILDUNG 7. Polarkoordinaten von e** = cos(x) + i - sin(x)

Ist umgekehrt z = a + ib = (a,b) ein Punkt auf dem Einheitskreis, so folgt aus
1 = a? + b? sofort, dass a € [—1,1] liegt. Da der Cosinus bijektiv auf dem Intervall
[0, 7t] mit Bild [—1, 1] ist, gibt es genau ein x € [0, 71] mit a = cos(x), und es gilt

sin(x)? =1—cos(x)? =1—a?=b?,
d.h. b € {—sin(x),sin(x)} = {sin(—x), sin(x)}. Wegen a = cos(x) = cos(—x) finden
wir also ein y € [—7t, 7t] mit
z=a+1ib = cos(y) +1-sin(y) = €'Y,
d.h. jeder Punkt auf dem Einheitskreis hat die Gestalt z = eV mit y € R. Genauer
kann man sogar sagen, dass es genau ein solches y € [—m, 1) gibt.

Wir haben damit die Behauptung aus Bemerkung 10.9 gezeigt, dass jede komplexe
Zahl z sich schreiben lasst als

i-argz

z=1|z|-e ,

und wir konnen arg(z) im Intervall [—7t,71) eindeutig wahlen. Wir nennen diese

Darstellung die Polarkoordinatendarstellung von z.
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Auflerdem haben wir damit auch Bemerkung 10.11 gezeigt, dass ndmlich jede kom-
plexe Zahl eine n-te Wurzel besitzt, da wir dazu nur die Polarkoordinatendarstellung

von z benétigt haben.

Man beachte, dass fiir n > 2 die Zahlen

2-k-r-i

e n mit k=0,...,n—1
genau die n-ten Wurzeln aus 1 sind. Man nennt sie auch die n-ten Finheitswurzeln.

Dass sie in der Tat n-te Wurzeln von 1 sind, folgt unmittelbar aus
(eznkﬁﬂ'i) = e?* ™ —cos(2-k-m) +1i-sin(2-k-m) =1.

Und dass es keine weiteren n-ten Wurzeln geben kann, folgt aus der Tatsache, dass
jede n-te Wurzel eine Nullstelle des Polynoms t™ — 1 ist und dieses nach Bemerkung

13.12 hochstens n verschiedene Nullstellen besitzen kann.

Definition 16.16 (Tangens und Cotangens)
Die Funktion

tan: R\ E+k~7t keZ; —R:x— sin(x)
2 cos(x)
heifit Tangens und die Funktion
cot: R\ {k- 7| k € Z) — R : x my S0
sin(x)

heit Cotangens.

cot l‘

ABBILDUNG 8. Tangens und Cotangens

Satz 16.17 (Tangens und Cotangens)
a. Firxe R gelten

tan(—x) = —tan(x) wnd cot(—x) = —cot(x)

und
tan(x + 1) = tan(x) wund cot(x + 7) = cot(x).
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b. Der Tangens ist auf jedem der Intervalle (—75‘ +k-m5+k- 71), k € Z, streng
monoton wachsend, stetig, bijektiv mit Bild R und punktsymmetrisch zu seiner
Nullstelle k - .

c. Der Cotangens ist auf jedem der Intervalle (k-m,(k+1)-7), k € Z, streng
monoton fallend, stetig, bijektiv mit Bild R und punktsymmetrisch zu seiner
Nullstelle 2 - 7.

Beweis:

a. Die Aussagen folgen unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen fiir den
Sinus und Cosinus in Satz 12.38 und Satz 16.13.

b. Fiir 0 < x <y < 5 folgt aus der Monotonie des Cosinus (Satz 16.12) und des
Sinus (Satz 16.13)

cos(x) > cos(y) > 0
und
0 < sin(x) < sin(y),
so dass mithin
(x .
tan(x) = sin(x) _ sin(y) = tan(y).
cos(x)  cos(y)
Der Tangens ist auf dem Intervall [O, TE‘) also streng monoton wachsend. Wegen
tan(—x) = —tan(x) ist der Tangens aber punktsymmetrisch zum Ursprung
und somit auch streng monoton wachsend auf (—%,O}, also streng monoton
wachsend auf (—%, %)
Wegen der Stetigkeit von Sinus und Cosinus erhalten wir zudem
lim sin(x)
lim tan(x) = = _1_ 00
x—F - lim COS(X) N 0 N
x—=5
und
lim sin(x)
lim tan(x) = =>F —00
x——5 - lim COS(X) N 0 N '
x——5F
Aus dem Umkehrsatz 14.21 folgt dann, dass die stetige Funktion
T T

tan : (—z, E) — (—o0,0) =R
bijektiv ist. Aus Teil a. folgt die Aussage zur Punktsymmetrie, und zudem die
Aussage fiir die verschobenen Intervalle.

c. Die Aussage wird analog zur Aussage in Teil b. bewiesen.
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Satz 16.18 (Arcusfunktionen)
a. Die Funktion sin : [—%,Tﬂ — [—1,1] besitzt eine stetige, streng monoton
wachsende Umkehrabbildung, die wir Arcussinus nennen,
arcsin : [—1,1] — [—g, 72—t] .
b. Die Funktion cos : [0, 1] — [—1, 1] besitzt eine stetige, streng monoton fallende
Umkehrabbildung, die wir Arcuscosinus nennen,

arccos : [—1,1] — [0, 7.

c. Die Funktion tan : (—%, 75‘) — R besitzt eine stetige, streng monoton wach-

sende Umkehrabbildung, die wir Arcustangens nennen,

arctan: R — (—g, 72—t> .

d. Die Funktion cot : (0,71) — R besitzt eine stetige, streng monoton fallende

Umbkehrabbildung, die wir Arcuscotangens nennen,

arccot : R — (0, 71).

Beweis: Die Aussagen folgen aus dem Umkehrsatz 14.21 zusammen mit den Mo-
notonieaussagen in den Sétzen 16.12, 16.13 und 16.17. U

Aufgaben

Aufgabe 16.19
Sei f: R — R stetig mit f(x +y) = f(x) - f(y) fir alle x,y € R und f(1) = a > 0.
Zeige, dann ist f = exp,.
Aufgabe 16.20
a. Zeige, ist (an)nen eine Nullfolge mit 0 # a,, € R._; fiir alle n € IN, so gilt

lim (1 + an)a]_n =e.
n—oo

b. Fiir x € R zeige limy 00 (14 %)n = e~.
c. Fir a € Ry zeige lim,, oo M - ({ﬁ — 1) =lIn(a).

Aufgabe 16.21 (Additionstheoreme fiir Tangens und Arcustangens)
a. Zeigen Sie das folgende Additionstheorem fiir den Tangens:

tan(x) + tan(y)

t =
an(x +y) 1 —tan(x) - tan(y)’
wobei x,y,x +y € (—3,5) gelten soll.

b. Folgern Sie daraus das folgende Additionstheorem fiir den Arcustangens:

arctan(x) 4 arctan(y) = arctan ( XY ) .
1 —xy
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c. Zeige die Gleichung

4 t 1 _ 1, L _E
arctan 5 arctan 239 —4.



§ 17. DIFFERENZIERBARKEIT 153

§ 17 Differenzierbarkeit

A) Differenzierbarkeit

Definition 17.1 (Differenzenquotient)

Essei UC R, f: U — R und a € U. Die Funktion

f(x) —f
Difffq : U\{a} — R:x+— %
heifit der Differenzenquotient von f an der Stelle a.

Fiir ein festes b ist der Wert des Differenzenquotienten Diff¢4(b) die Steigung der
Sekante sgqp an den Graphen von f durch die Punkte (b, f(b)) und (a, f(a)), deren
Geradengleichung durch

_f(b) —f(a) fla)-b—f(b)-a

b—a Xt b—a (25)
:f(b) —f(a) x+fla) — f(b) — f(a) a
b—a b—a
gegeben ist.
y
Graph(f)

a X
Beispiel 17.2
st f:-R— R:x+— x"mitn > 1, so ist
X" — g™
Diffs 4 (x) = =x"T4+a-x"?+at X"+ 4+adv o x+a!
X—a

fir x € R\ {a}.

Definition 17.3

Essei U C R, f: U — R eine Funktion und a € U. Wir nennen f differenzierbar
in a, wenn a ein Haufungspunkt von U ist und der Grenzwert

lim Diff¢ o (x) = lim fx) — fla)

XxX—a Xx—a X—a

c R

des Differenzenquotienten in a existiert. In diesem Fall schreiben wir
of . f(x) —f(a)
=—(a):=lim ———=,

f'(a) = —
(a) 0x x—a  X—a

und nennen diesen Grenzwert die Ableitung von f an der Stelle a.

Wir nennen die Funktion f differenzierbar (auf U), wenn f in jedem Punkt von U

differenzierbar ist. In diesem Fall nennen wir die Funktion

ff:U— R:x— f'(x)
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die Ableitung von f. Beachten Sie auch, dass dann insbesondere jeder Punkt von U

ein Haufungspunkt von U sein muss!

Bemerkung 17.4

Der Definition liegt die Idee zugrunde, dass sich die Sekante s¢ o, fiir x — a einer
Geraden annéhert, die im Punkt (a,f(a)) den Graphen von f beriihrt und ihn
optimal linear approzimiert. Diese Gerade wollen wir die Tangente t¢q von f in a
nennen, und der Grenzwert des Differenzenquotienten, d.h. die Steigung von s qx
konvergiert dann fiir x — a gegen die Steigung der Tangenten. D.h. die Tangente
an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)) hat die Geradengleichung

y="~'(a)-x+ (f(a) —a-f'(a)) =f(a) + f'(a) - (x — a),

die sich aus (25) ergibt, indem man den Grenzwert fiir b = x gegen a betrachtet.

y y
Sf,a,x
f(x)1
tf,a
fla) f(a)
X Ia : X

Beispiel 17.5
Die folgenden Funktionen sind alle auf ganz R definiert, und dort ist jeder Punkt
ein Haufungspunkt!

a. Eine konstante Funktion f: R — R : x — ¢ ist differenzierbar auf R und die
Ableitung ist die Nullfunktion

f':R—R:x~—0,

da fiir jedes a € R der Differenzenquotient Diff;, die Nullfunktion ist und
somit der Grenzwert f'(a) = 0 existiert.

b. Fiir n € N ist die Funktion
f:R— R:x—x"
differenzierbar auf R mit Ableitung
f:R— R:x—n-x"",

da sich fiir a € R aus Beispiel 17.2 folgendes ergibt:

f'la)=lim (x* "+a-x"?+a> - x"?+...+a - x+a" ) =n-a"
Xx—a
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Die Betragsfunktion
|-]:R— R:x~ |x]|

ist in a = 0 nicht differenzierbar. In jedem anderen Punkt a ist sie jedoch
differenzierbar mit f'(a) = —1 falls a < 0 und f'(a) = 1 falls a > 0.

Anschaulich bedeutet die Nicht-Differenzierbarkeit im Punkt a = 0, dass man
am Graphen im Ursprung keine klare Tangente findet.
Um die Nicht-Differenzierbarkeit in a = 0 zu sehen, betrachten wir die Nullfolge
(ﬂ) o Die zugehorige Folge der Werte des Differenzenquotienten

n>

1 1
<Difff,o (( ! )) - <i> = (1))
nz n n>1

ist nicht konvergent. Mithin existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten

in a = 0 nicht, und somit ist die Funktion in a = 0 nicht differenzierbar.
AuBerdem, ist a < 0 und x nahe bei a, so ist auch x < 0 und mithin

Diffyo(x) = M4 - XFQ__qaog g
x—a xX—a
und analog ist fiir a > 0 und x nahe bei a auch x > 0, so dass

Diff; 4(x) = M=ol _x=a 4oy

XxX—a x—a
Damit ist auch gezeigt, dass die Ableitung in allen Punkten a # 0 existiert.

Bemerkung 17.6

a.

Wie bei der Stetigkeit wollen wir auch bei der Differenzierbarkeit anmerken,
dass es sich um eine lokale Eigenschaft der Funktion handelt. D.h. sie ist punkt-
weise definiert und héngt nur vom Verhalten der Funktion in einer sehr kleinen
e-Umgebung des betrachteten Punktes a ab!

Ist a ein Haufungspunkt von U und f : U — R, so ist f genau dann in a
differenzierbar, wenn der Grenzwert
. fla+h)—f(a)
lim

h—0 h €R

existiert.

Um dies zu sehen ersetzt man im Differenzenquotienten einfach x —a durch h.

Ist a ein Haufungspunkt von U und f : U — R, so ist f genau dann in a
differenzierbar, wenn es eine Zahl ¢ € R und eine Funktion p : U — R gibt,
so dass

f(x) =f(a)+c-(x—a)+p(x) und lim p(x) —
x—a [x — al
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gilt.

Man beachte, ist f differenzierbar in a, so wihlt man ¢ = f'(a) und p(x) =
(Difff‘a(x) — f’(a)) - (x — a). Umgekehrt, wenn ¢ und p existieren, so ist
Diffr,(x) = ¢ + % und der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert
nach Voraussetzung.

Wir erwiahnen diese dquivalente Formulierung der Differenzierbarkeit an dieser
Stelle, da sie fiir die Verallgemeinerung des Begriffes in der mehrdimensionalen
Analysis von Vorteil ist (siche Bemerkung ?7 und Definition ??). Die Bedeu-
tung der Bedingung il_lg % = 0 ist, dass die Funktion p, die den Unterschied
des Differenzenquotienten und der Ableitung beschreibt, sehr schnell gegen Null

konvergiert fiir x — a, jedenfalls schneller als die lineare Funktion x — a.

Satz 17.7 (Differenzierbar impliziert stetig.)
Ist f: U — R differenzierbar in a, so ist f stetig in a.

Beweis: Da nach Voraussetzung a ein Haufungspunkt von U ist, miissen wir nach
Lemma 14.3 nur zeigen, dass lim f(x) = f(a) oder alternativ lim(f(x) — f(a)) =0
x—a Xx—a

gilt. Nach Voraussetzung existiert der Grenzwert

fa) = tim (D =) g
xX—a X—Qa

und da die Identitét stetig ist, gilt zudem lim(x — a) = 0. Mithin erhalten wir aus

den Grenzwertsatzen fiir Funktionen 13.10X_>a
f(x)—f
lim (f(x) — f(a)) =lim fx) —fla) (x —a)
x—a x—a X—a
f(x)—f
zlimM lim(x —a) =f'(a)-0=0.
x—a X—a x—a
Also ist f stetig in a. O

Beispiel 17.8
Die Umkehrung von Satz 17.7 gilt nicht, wie das Beispiel der Betragsfunktion zeigt,

die stetig in a = 0 ist (siehe Beispiel 14.6), ohne dort differenzierbar zu sein (siehe
Beispiel 17.5).

B) Ableitungsregeln

Proposition 17.9 (Linearitdt der Ableitung)
Seten f: U — R und g: U — R in a € U differenzierbar und sei c,d € R.
Dann ist c-f+d - g differenzierbar in a mit (c-f+d-g)'(a) =c-f'(a)+d-g'(a).

Beweis: Wir beachten zunéchst, dass nach Voraussetzung a ein Haufungspunkt

von U ist und dass U jeweils der Definitionsbereich der Funktionen ist. Dann folgt
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aus den Grenzwertsétzen fiir Funktionen 13.10, dass der Grenzwert

(c-f+d-g)(a)=lim ) Fd-gk)—c-fla)—d-gla)

x—a X—a
ey Tl gl —gla)
x—a X—a x—a X—a
=c-f'(a)+d-g'(a)
existiert. ]

Beispiel 17.10 (Polynomfunktionen sind differenzierbar.)
Ist f:R— R:x+— Y, ,ax-x* eine Polynomfunktion, so ist f differenzierbar auf
R mit

n

f’:R—)R:xHZk-ak-x'H.

k=1
Dies folgt unmittelbar aus Proposition 17.9 und Beispiel 17.5.
Proposition 17.11 (Produktregel)
Setenf:U — Rundg: U — R ina € U differenzierbar, so ist f-g differenzierbar
m a mit

(f-g)'(a) =f'(a) - gla) + f(a) - g'(a).

Beweis: Wir beachten, dass nach Voraussetzung a ein Haufungspunkt von U ist
und dass U der Definitionsbereich von f - g ist. Der Differenzenquotient von f- g an

der Stelle a geniigt der Gleichung
f(x) - g(x) —f(a) - g(a)

Difff-g,a(x) = x—a
_f(x) - g(x) = f(a) - g(x) + f(a) - g(x) — f(a) - g(a)
X—a
_f(x)-g(x) —f(a) - g(x) N f(a) - g(x) —f(a)-g(a)
- X—a X —a
_f(x) —f(a) gl + f(a) g(x) —g(a)_
X—a X—a

Da f und g in a differenzierbar sind und da g nach Satz 17.7 zudem stetig in a ist,

existiert damit der Grenzwert
(f-g)(a)= li_r)n Diffr.gq(x) = f'(a) - gla) + f(a) - g'(a)
aufgrund der Grenzwertsitze fiir Funktionen 13.10. O

Proposition 17.12 (Quotientenregel)
Seien f: U — R und g : U — R in a € U differenzierbar mit g(a) # 0, so ist
auch 5 {x e U] g(x) # 0} — R differenzierbar in a mit

(£ (o) - Ml sle) a5
9 g(a)




158 II. EINDIMENSIONALE ANALYSIS

Beweis: Wir miissen zunéchst einmal zeigen, dass a ein Haufungspunkt der Menge

Vi={x e Ujgx) # 0}

ist. Wegen Satz 17.7 ist g stetig in a, und da a ein Haufungspunkt von U ist gilt

somit

lim g(x) = g(a) # 0.

x—a

Dann folgt aus Proposition 13.10 c. aber bereits, dass a auch ein Haufungspunkt

von V ist.

Ferner gilt fiir den Differenzenquotienten

a4 _ 1
Diff: (x) = & g _ 9(x)—g(a) 1

gt o

x)
x—a Xx—a g(x)-gla)

Da g in a differenzierbar und stetig ist, existiert damit der Grenzwert

g x—a g¢ x—a X—a x—a Q(X) : 9(0) g(a)z

Wenden wir nun die Produktformel 17.11 auf f - é an, so folgt das Ergebnis.

Aus der Quotientenregel und Beispiel 17.10 folgt die folgende Aussage.

Beispiel 17.13
Jede rationale Funktion 3 R\ {x € R|g(x) =0} — R ist differenzierbar.

Z.B. gilt fir h: R\ {0} — R : x — == mit n > 1 fiir die Ableitung

X'ﬂ

41
h/:R\{O}—HR:XH—nX __n

x2n St

<l)/(a) — Jim Diffs (x) = —lim 99 =9@) 1T gla)

O

|

Aufgrund des Umkehrsatzes fiir streng monotone Funktionen 14.21 sowie Bemerkung

14.22 wissen wir, dass eine stetige und streng monotone Funktion auf einem Intervall

eine stetige Umkehrfunktion besitzt. Dabei kann das Intervall offen, halboffen oder

abgeschlossen sein und es kann auch ein uneigentliches Intervall sein. Wir wenden uns

nun der Frage zu, ob die Umkehrfunktion differenzierbar ist, wenn f differenzierbar

ist.

Satz 17.14 (Ableitung der Umkehrfunktion)

FEs sei 1 C R ein Intervall und f: 1 — R sei stetig und streng monoton (wachsend
oder fallend). Ist f differenzierbar in a und ist f'(a) # 0, so ist die Umkehrfunktion

1 f(D) — 1

differenzierbar in b := f(a) und es gilt

(F1) (b) = =
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Beweis: Aus dem Umkehrsatz 14.21 sowie Bemerkung 14.22 wissen wir, dass die
Umkehrfunktion
1 (1) — 1

existiert und dass sie stetig und bijektiv ist.

Wir betrachten nun eine Folge (yn)nen in (1) \ {b} mit y, — b. Da f~! stetig ist,
gilt dann

Xn i=TF " (yn) — f'(b) = a.
Da f~! bijektiv ist, ist (xn)new somit eine Folge in I\ {a}, die gegen a konvergiert.
Aufgrund der Grenzwertsétze fiir Folgen 11.15 erhalten wir dann

f(yn) —f'(b) Xn — a 1 1
= fr— - _) —)
Yn— b f(xn) —fla)  Diffgq(xn) f'(a)
und wegen des Folgenkriteriums fiir Grenzwerte 13.7 existiert somit der Grenzwert

- B . f(y) —f(b) 1
1/
(f ) (b) —élnllj Diffi1 ,(y) = ilirtl) g = )

Beispiel 17.15
Fiir n > 2 ist die Funktion
f:[0,00) — [0,00) : x — x"

streng monoton wachsend und stetig nach Beispiel 14.23 mit der Wurzelfunktion als
Umkehrfunktion und mit der Ableitung

f:[0,00) — [0,00) : x — - X",

Da f'(x) # 0 fiir x #£ 0, folgt aus Satz 17.14, dass die Wurzelfunktion
V- 110,00) — 0,00) 1y Y

auf dem Intervall (0, 00) differenzierbar ist mit Ableitung
/ 1 1
V. N 0 o) — R N - == —

Im Falle von n = 2 erhalten wir insbesondere

(VO)'

-1

Al

1
PR

Wir wollen nun noch zeigen, dass die Wurzelfunktion {/- in a = 0 in der Tat nicht
differenzierbar ist!

Dazu betrachten wir die Nullfolge (kin) und die zugehdrigen Werte des Differen-

zenquotienten

kelN

Diff ] 0
1T n — = = (0.}
Volkr) T L0

fiir k — oo, da n > 2. Also existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten in

a = 0 nicht, und somit ist die Wurzelfunktion dort auch nicht differenzierbar.
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Proposition 17.16 (Kettenregel — d&uflere Ableitung x innere Ableitung)
FEs seien f: U — R und g: V — R Funktionen mit Im(f) CV und es sei a € U.
Ist f differenzierbar in a und g differenzierbar in f(a), so ist gof differenzierbar in
a mat

(gof)(a) =g'(f(a)) - f'(a).

Beweis: Wir definieren auf V eine Funktion durch

Diff g q) (y) = LT falls y # f(a),

h:V—R:y— {
g'(f(a)), falls y = f(a).

Da g in f(a) differenzierbar ist, gilt dann lin(l)h(y) = h(f(a)), d.h. h ist stetig in
y—f(a

f(a). AuBerdem gilt fiir alle y € V

h(y) - (y—fla)) = g(y) — g(f(a)). (26)

Wir beachten nun noch, dass nach Proposition 14.8 lim h(f(x)) = h(f(a)) =
Xx—a

g’(f(a)) gilt, da die Funktion h stetig in f(a) und die Funktion f nach Satz 17.7

stetig in a ist. Damit erhalten wir dann, dass der Grenzwert

9(f(x)) —g(fla)) @) |, ~h(f(x)) - (f(x) —f(a))

(gof)(a) =lim

x—a X —a x—a X —qQ
f(x) —f
= lim h(f(x)) - lim fix) — fla) =g'(f(a)) - f'(a)
x—a x—a X —a
existiert. ]

Beispiel 17.17
Die Funktion

h:R—R:x— Vx2+1

lasst sich schreiben als g o f mit
f:R— R:x—x+1

und g = /-. Also ist h differenzierbar auf R mit Ableitung

i) = g'(F() - £'x) = T 2x =

m X.

C) Stetige Differenzierbarkeit

Abschlieend wollen wir in diesem Abschnitt noch einige Begriffe einfiihren, die im

folgenden niitzlich sein werden.

Definition 17.18
Essei UC R und f: U — R eine Funktion.

a. Wir nennen f stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar auf U und f’ stetig
auf U ist.
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b. Wir definieren die k-fache Differenzierbarkeit und die k-te Ableitung von f
rekursiv. f heiflt 1-fach differenzierbar auf U, wenn f auf U differenzierbar
ist, und f := f’ heift die erste Ableitung von f. Fiir k > 1 heifit f k-fach
differenzierbar, wenn f*=1 differenzierbar ist, und f := (f(k_”)/ heifit dann
die k-te Ableitung von f. Wir schreiben auch f© := f, f” ;= £ und " = .

c. f heifit k-fach stetig differenzierbar, wenn f k-fach differenzierbar auf U und
zudem f stetig auf U ist. Mit

C*(U,R) :={f: U — R | f ist k-fach stetig differenzierbar}

bezeichnen wir die Menge der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf U.

d. f heifit unendlich oft differenzierbar auf U, wenn f € C*(U, R) fiir alle k > 1.

Wir bezeichnen mit
C*(U,R):={f: U — R | f ist unendlich oft differenzierbar}

die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf U.

Beispiel 17.19
a. Die Funktion

x? - sin (J—(), falls x # 0,

f:-R— R:x—
0, falls x =0,

ist differenzierbar auf R, die Ableitung ist aber nicht stetig in a = 0. Der Beweis
ist ein Ubungsaufgabe, fiir die man unter anderem Korollar 18.21 bendtigt.

b. Leitet man eine Polynomfunktion oder eine rationale Funktion ab, so erhélt
man wieder eine Polynomfunktion oder eine rationale Funktion mit dem je-
weils gleichen Definitionsbreich. Da diese wieder differenzierbar sind, sehen wir,
dass Polynomfunktionen und rationale Funktionen unendlich oft differenzierbar

sind.

Bemerkung 17.20 (Uberall stetig, nirgendwo differenzierbar)
Betrachte die periodischen Funktion g : R — R, deren Graph in folgendem Bild
dargestellt ist.

Die Funktion

o0 2.'1.
f:R—>R:xn—>Z¥

n=0
ist ein Beispiel fiir eine Funktion, die in jedem Punkt stetig und in keinem Punkt
differenzierbar ist!
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Aufgaben

Aufgabe 17.21
Fir n € {0, 1, 2} sei

noain (1 £is
f 2 10,00) — R, X X sm(x), ?rx>0,
0, firx=0.

Welche der Funktionen sind stetig in a = 0, differenzierbar in a = 0, stetig differen-

zierbar auf [0, 00)?

Aufgabe 17.22 (Leibnitz-Regel)
Sein>1 UCRund f,g € C*(U, R) zwei n-fach differenzierbare Funktionen mit
gleichem Definitionsbereich. Zeigen Sie:

n

n _
(F g™ =% (k) ) gnk,

k=0

Aufgabe 17.23

Mit |x] = max{z € Z | z < x} sei die Abrundung der reellen Zahl x € R bezeichnet.
Skizzieren Sie den Graphen der Funktion

LiJ’ falls x # 0,

f:(-=1,1) — R:x—
0, falls x =0,

schematisch, iiberpriifen Sie, an welchen Stellen die Funktion differenzierbar ist, und
bestimme dort die Ableitung.
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§ 18 Der Mittelwertsatz und seine Anwendungen

Definition 18.1 (Extremstellen)
Es sei f: U — R eine Funktion und a € U.
a. f hat in a ein globales Maximum, wenn f(a) > f(x) fiir alle x € U.

b. f hat in a ein lokales Mazimum, wenn es ein 6 > 0 gibt, so dafl f(a) > f(x) fiir
alle x e UNUs(a).

c. fhatin a ein globales Minimum, wenn f(a) < f(x) fiir alle x € U.

d. fhat in a ein lokales Minimum, wenn es ein & > 0 gibt, so dafl f(a) < f(x) fiir
alle x e UNUs(a).

e. a heifit Extremstelle und f(a) Extremmum von f, wenn f in a ein lokales Mini-

mum oder ein lokales Maximum hat.

gl. Max. lok. Max.

lok. Min. lok. Min.  gl. Min.

L 1

b

a
Proposition 18.2 (Notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle: f'(c) = 0)

Ist f: (a,b) — R in einer Extremstelle ¢ differenzierbar, so ist f'(c) = 0.
Beweis: Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dafl ¢ ein lokales Maximum

ist, da der Beweis fiir ein lokales Minimum dann durch Ubergang von f zu —f folgt.

Nach Definition gibt es ein & > 0, so daf f(c) > f(x) fiir allex € (a,b)N(c—05,c+9).
Ersetzen wir 8 durch min{$, b—c, c—a}so kénnen wir annehmen, dafl (c—0,c+58) C
(a,b). Wir betrachten nun die Folgen (a;,)n>2 und (by)n>, mit

)
a,:=c——<¢
n

und
d
b, =c+— >c.
n
Dann konvergiert die Folge (a,)n>2 von links gegen c, und die Folge (by)n>2 konver-
giert von rechts gegen c. Nun betrachten wir den Grenzwert des Differenzenquotien-

ten von f in c fiir die beiden Folgen und beriicksichtigen, dafl stets f(a,) —f(c) <0
und f(b,) — f(c) < 0 gilt und dafl auerdem a,, —c < 0 und b, — ¢ > 0 gilt:

o< fla=fle) o
a, —¢C
und
0 Z f(bn) - f(C) N f/(c)
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Fiir den Grenzwert f'(c) gilt also
0<f'(c) <0,

und mithin

f'(c) = 0.

Beispiel 18.3 a. Ist n > 2 gerade, so nimmt die Funktion
f:R— R:x—x"

in a = 0 ein globales Minimum an, und es gilt auch
f(0)=n-0"" =0.

b. Die Funktion f : (—1,1) — R : x +— x® hat in Null keine Extremstelle, da
f(x) < O fiir x < 0 und f(x) > 0 fiir x > 0, dennoch gilt f'(0) = 3-0? = 0.
Die Bedingung f'(c) = 0 fiir eine Extremstelle c ist also notwendig, aber sie ist

nicht hinreichend.

Bemerkung 18.4
Selbst wenn f auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] definiert und dort iiberall
differenzierbar ist, macht Proposition 18.2 keine Aussagen iiber die Ableitung in

den Randpunkten a und b, falls diese Extremstellen sind!

Die Funktion f : [-1,1] — R : x + x* nimmt in a = —1 ihr globales Minimum
und in a = 1 ihr globales Maximum an, aber die Ableitungen f'(—1) = 3 = /(1)
sind beide nicht Null.

Satz 18.5 (Satz von Rolle)
Ist a < b und ist f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) mit
f(a) =f(b), so gibt es ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis: Ist f konstant auf dem Intervall [a, b] so ist f’(c) = O fiir jedes ¢ € (a,b).
Wir kénnen also annehmen, daf§ es ein y € (a,b) mit f(y) # f(a) = f(b) gibt.

Wir betrachten zunédchst den Fall, dafl f(y) > f(a) = f(b) gilt. Da f stetig auf dem
abgeschlossenen Intervall [a,b] ist, nimmt f dort nach Satz 14.16 sein Maximum
an, d.h. es gibt ein ¢ € [a,b] mit f(c) > f(x) fiir alle x € [a,b]. ¢ ist also eine
Extremstelle, und wegen f(y) > f(a) = f(b), mul ¢ € (a,b) gelten, so dafi wir
Proposition 18.2 anwenden kénnen und f’(c) = 0 erhalten.

Der Fall f(y) < f(a) = f(b) geht analog, da dann ein globales Minimum von f in
(a,b) existiert. O

Bemerkung 18.6
Der Satz von Rolle besagt insbesondere, dafl die Ableitung zwischen zwei Nullstellen

einer differenzierbaren Funktion mindestens einmal Null werden muf3, und im Beweis
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haben wir gesehen, dafl das daran liegt, dafl die Funktion dort eine Extremstelle
besitzt.

Satz 18.7 (Mittelwertsatz)

Ist a < b und ist f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), so
f(b)—f(a)

gibt es ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = —5—

Beweis: Die Funktion

f(b) — f(a) x—a)
b—a

ist stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b). Auflerdem gilt g(a) = f(a) = g(b).

g:la,b] —m R:x— f(x) —

Aus dem Satz von Rolle 18.5 folgt die Existenz eines ¢ € (a, b) mit

f(b) — f(a)

0=g'(c) =f(e) = o —

Bemerkung 18.8
Der Mittelwertsatz besagt, dafl zwischen a und b ein c liegt, in dem die Steigung
der Tangente t;. an den Graphen von f mit der Steigung der Sekante s¢qp durch a

und b iibereinstimmt.

Beispiel 18.9
Betrachten wir die Funktion

frl=1,1] — R:x— x>

Aus dem Mittelwertsatz folgt, daf es ein ¢ € (—1, 1) geben muf}, so dal die Tangente
an den Graphen von f im Punkt (c,c?) die Steigung

M —f=1) _2

1—(—1) 2
hat. Da wir die Ableitungsfunktion kennen, kénnen wir versuchen, c¢ zu bestimmen.
Es muf3 gelten

1=f'(c)=3-c%
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Wir finden also zwei solcher Stellen:

1

c=— und c=-—

V3

Korollar 18.10 (Allgemeiner Mittelwertsatz)
Ist a < b und sind f,g: [a,b] — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b),
so gibt es ein ¢ € (a,b) mit f'(c) - (g(b) — g(a)) = g’(c) - (f(b) — f(a)).

5 -

Beweis: Wir betrachten die Funktion
h:la,b] — R:x— f(x)- (g(b) —g(a)) — g(x) - (f(b) — f(a)).
h ist auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar mit
h(a) =f(a) - g(b) —g(a) - f(b) = h(b).
Aus dem Satz von Rolle folgt, dafl es ein ¢ € (a,b) gibt mit

0="h(c) =f'(c) - (g(b) —g(a)) — g'(c) - (f(b) — f(a)).

Wir wollen uns nun den Anwendungen des Mittelwertsatzes zuwenden.

A) Konstante Funktionen

Proposition 18.11
Es sei f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) mit f'(x) = 0
fiir alle x € (a,b), dann ist f eine konstante Funktion.

Beweis: Sei x € (a,b], so ist f stetig auf [a,x] und differenzierbar auf (a,x). Aus
dem Mittelwertsatz folgt dann, daf es ein ¢ € (a,x) gibt mit

f(x)—f
f)=fla) _ ooy 2o,
X—a
Also gilt f(x) = f(a), und dies gilt fiir alle x € (a, b]. O

B) Monotonie und Ableitung

Mit Hilfe der Ableitung 148t sich bei differenzierbaren Funktionen ein hinreichendes

Kriterium fiir Monotonie angeben.

Proposition 18.12 (Hinreichendes Kriterium fiir Monotonie)

Es sei a <b und f:[a,b] — R sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b).
a. Ist f'(x) >0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton wachsend auf [a,b].

b. Ist f'(x) <0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton fallend auf [a,b].
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Beweis: a. Es seien x,y € [a,b] mit x < y gegeben. Dann ist f stetig auf [x,y]
und differenzierbar auf (x,y). Aus dem Mittelwertsatz folgt deshalb, daf es ein
c € (x,y) gibt mit

fly) —f(x) =f'(c) - (y —x) > 0.
Also ist f streng monoton wachsend.

b. Der Beweis geht analog zum ersten Teil.

Beispiel 18.13
Betrachte fiir n > 1 die Funktion

f:[0,00) — R:x+— x".

Fiir die Ableitung gilt
f'(x)=n-x""1>0

fiir alle x € (0,00). Mithin ist die Funktion streng monoton wachsend auf jedem
Intervall [0,b] C [0, 00) und mithin auf [0, 00). Dies ist ein alternativer Beweis der

Aussage in Beispiel 14.19.

C) Hinreichende Bedingung fiir Extremstellen

Proposition 18.14 (Hinreichende Bedingung fiir eine Extremstelle)
FEs sei f:(a,b) — R eine zweifach differenzierbare Funktion und ¢ € (a,b).

a. Falls f'(c) =0 und f"(c) < 0, so ist ¢ ein lokales Mazximum.
b. Falls f'(¢c) = 0 und f"(c) > 0, so ist ¢ ein lokales Minimum.
Beweis:

b. Nach Voraussetzung ist

’ / Y

tim PO i PO =R ey S0

x—c X —C X—cC X —C
Zu €= f//z(c) > 0 gibt es dann ein &, > 0, so daf

o) PN )

_ > _—5<X_C—f(c)<€— P

fiir alle x € (a,b) mit |x — ¢| < &;. Insbesondere folgt fiir diese x dann
f'(x) t(c) | ne .y ()
X—C>_ > +f(c)—T>O. (27)

Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, daf§ §, so klein ist, dal a < ¢—9, <
c+ 0. < b gilt.

Fir x € (¢ — 6, ¢) folgt aus (27) dann f’(x) < 0, und nach Proposition 18.12
ist f dann streng monoton fallend auf dem Intervall [c — &, c].
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Analog folgt fiir x € (c,c + 8.) aus (27) f'(x) > 0 und aus Proposition 18.12
folgt, dafl f streng monoton wachsend auf dem Intervall [c, c + 0] ist.
Insbesondere heifit das, dal f(c) < f(x) fiir alle x € [c — 6., ¢+ d,], so dafl f in
¢ ein Minimum besitzt.

streng monoton

/\,
fallend steigend
N

a. Die Aussage beweist man analog.

Beispiel 18.15
Wir betrachten die Funktion

f:R— R:x—x>—3x*—1.

Um mogliche Extremstellen zu finden, miissen wir die Nullstellen der ersten Ablei-
tung
f'(x) = 3x* — 6x

finden. Das ist fiir x = 0 und x = 2 der Fall. In diesen Punkten schauen wir uns die

zweite Ableitung
f’(x) = 6x — 6

an. Aus f”(0) = —6 < 0 folgt, dafl in x = 0 ein Maximum vorliegt, und aus
f”(2) = 6 > 0 folgt, daBl in x = 2 ein Minimum vorliegt.

Bemerkung 18.16 (Hinreichende Bedingung fiir Extremstellen)

Anstatt zweifacher Differenzierbarkeit und der Bedingung an die zweite Ableitung
kann man auch einfach fordern, dafl die erste Ableitung in ¢ einen Vorzeichenwechsel
hat, wie wir ihn im Beweis von Proposition 18.14 aus den Bedingungen an f”(c)
ableiten.
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D) Vertauschbarkeit von Grenzwert und Ableitung

Satz 18.17 (Vertauschbarkeit von Grenzwert und Ableitung)

Ist (fy)new eine Funktionenfolge stetig differenzierbarer Funktionen auf dem Inter-
vall [a,b], so daff (fn)new punktweise gegen f und (f])nenw gleichmdfig gegen g
konvergiert, dann ist f stetig differenzierbar auf [a,b] mit Ableitung f' = g.

Beweis: Nach Voraussetzung sind die f], stetig auf [a, b], so dafl die Grenzfunktion
g als gleichméfBiger Grenzwert stetiger Funktionen nach Satz 15.6 ebenfalls stetig
ist.

Sei nun ¢ > 0 und ¢ € [a, b] gegeben, so miissen wir ein &, > 0 finden, so daf fiir
alle ¢ # x € [a, b] mit [x —c| < &; auch

IDiffelx) — gle)l = [T gie)) <o

gilt, d.h. g(c) ist der Grenzwert des Differenzenquotienten von f in c.

Da (f] )nen gleichméBig gegen g konvergiert, gibt es ein n, € IN, so dafl
£
200~ 900 < (28)
fiir alle n > n, und alle x € [a, b] gilt.

Da g stetig in ¢ ist, gibt es zudem ein . > 0, so dafi fiir alle x € [a, b] mit [x—c| < &

auch

90— gle)l < 3 (29)
gilt.
Sei nun ¢ # x € [a,b] mit [x — c| < &, gegeben. Fiir n > n. kénnen wir den
Mittelwertsatz 18.7 auf die differenzierbare Funktion f, anwenden und finden somit
ein y zwischen x und ¢ mit

fr(x) — fu(c)

= f/ 30
— n(y) (30)
und da y zwischen x und c liegt, gilt auch [y —c| < |x —c| < ..

Setzen wir die obigen Ergebnisse nun zusammen, so erhalten wir

fn(x) - fn(c)

— = —g(e)] F )~ gle)

< IfL(y) — gyl +1g(y) — glc)l
E_~2¢

(28)(29) €
3737 3
fiir alle n > n.. Lassen wir nun n gegen unendlich laufen, so erhalten wir fiir den
Grenzwert
71"(7() — flo) —g(c)| = lim —fn(x) — fulc) —g(c)| < 2-¢ < €.
xX—cC n—oo x—cC 3
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Damit haben wir gezeigt, dafl f in einem beliebigen Punkt ¢ des Intervalls [a, b]
differenzierbar ist und dafl f' = g gilt. Da wir bereits wissen, dafi g stetig ist, ist f
mithin stetig differenzierbar auf [a, b]. O

Bemerkung 18.18
a. Die Aussage in Satz 18.17 besagt, dafl
lim (f}) = ( lim f,)’,

d.h. die Grenzwertbildung fiir die Funktionenfolge (f,)nen vertauscht mit der
Ableitung!
Auf die Differenzenquotienten zuriickgefiihrt, bedeutet dies

o fax) = fala) o falx) —fala)

lim lim ——— = lim lim —————.

n—oo x—a X—Qa X—a n—oo X —a

Hier vertauschen zwei Grenzwertprozesse! Das ist eine Besonderheit!

b. Man kann in Satz 18.17 auf die Bedingung, dafl die Ableitungen f|, stetig sind,

verzichten. Der Beweis wird dann aber etwas technischer.

c. Auch wenn wir in Satz 18.17 nur die punktweise Konvergenz fiir die Fol-
ge (fn)new gefordert haben, erzwingt die gleichméfBige Konvergenz der Folge

(f/ )nen letztlich die gleichméfBiige Konvergenz der Folge (fy)nen.

Beweis der Aussagen b. und c. Wir verwenden die Notation und die Vorausset-

zungen von Satz 18.17, verzichten aber auf die Bedingung, daf die f], stetig sind!

Zu Teil b.: f ist differenzierbar mit f’ = g: Dazu definieren wir uns fiir ein
fest gegebenes ¢ € [a, b] die Funktionenfolge

frn(x)—fn(c) ,

- —f fall

}Lfl:[avb]_)RZX»—) X—C n(c)y aSX%C)
0, falls x = c.

Da die f,, in c differenzierbar sind, ist die Funktion h, stetig in c. In den
iibrigen Punkten von [a, b] ist die Funktion aber ohnehin stetig, da die f,, als
differenzierbare Funktionen auch stetig sind nach Satz 17.7.

Wir wollen zeigen, dafl die Funktionenfolge (hy)nen gleichméfig auf [a, b] gegen
die Funktion

f—tle) _ .
h:[a,b]—>R;XH x—¢ Q(C), aSX#C,
0, falls x = c

konvergiert. Die punktweise Konvergenz von (hp)nen gegen h ist klar, da
(fa)new punktweise gegen f konvergiert und (f])nenw auch punktweise gegen
g konvergiert.

Sei also € > 0 gegeben. Wir miissen ein n, € IN finden, so dafl

lhn(x) —h(x)] <e

fiir alle n > n, und x € [a, b] gilt. Wegen h,(c) = 0 = h(c) konnen wir uns
dazu ein ¢ # x € [a, b] vorgeben.
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Da die Folge (f])nen gleichméfig gegen g konvergiert, gibt es ein n, € N, so
dafl

€

fa(y) =gyl < Z

6
fiir alle n > n, und y € [a, b]. Aus der Dreiecksungleichung erhalten wir dann
£
I (y) = fu(y)l < I (y) — gyl +Ig(y) = fi(y)l < 3 (31)

fir alle m >n > n, und y € [a, b].
Wenden wir nun den Mittelwertsatz 18.7 auf die differenzierbare Funktion f,, —
fy fir m > n > n, an, so finden wir ein y zwischen x und ¢ mit

(fm_fn)(x) - (fm_fn)(c) _ (g !
x—¢C - (fm_fn)(y) (32)

Fir m > n > n, erhalten wir damit

) ~ha0)l = [Tl g () Il ZhlE) g
— )(fm_fn)(x) - (fm_fn)(c) - (fr,n(c) —f{i(C))‘
X —2C
E1(#.(y) — £L(y)) — (Falc) — £i(c)]
< Ifr.(y) — fL(y)l + [ (c) — fr.(c)l
(1) ¢ 5_2-5
373730

Lassen wir nun m gegen unendlich gehen, erhalten wir fiir den Grenzwert

h(x) ~ a9l = Tim () — ha(x)] < 225 <.

Damit haben wir gezeigt, dal (h,)nen auf [a, b] gleichméBig gegen h konver-
giert. Als gleichméBige Grenzfunktion stetiger Funktionen ist h damit nach
Satz 15.6 stetig auf [a, b], und insbesondere stetig in c¢. D.h.

lim Diff; . (x) — g(c) = lim h(x) = h(c) =0,

X—C
also ist f in ¢ differenzierbar mit f'(c) = g(c).
Zu Teil c.: (f,)nen konvergiert gleichmiiflig gegen f: Sei ¢ > 0 gegeben.
Wir miissen ein n, € N finden, so dafl

Ifa(x) = f(x)] < e

fiir alle n > n, und alle x € [a, b] gilt.

Da (fp)new punktweise gegen f konvergiert, ist insbesondere die Folge

(fa(a))nen eine Cauchy-Folge und wir finden ein n/, so daf fiir allem >n > n!
€

’fm(a) - fn(an < Z (33)

Da die Folge (f)nen gleichméBig gegen g konvergiert, finden wir zudem ein

n!, so daf§
€

1 (b—a) (34)

fh(y) — gyl <
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fir alle y € [a,b] und n > n/ gilt.

Wir betrachten nun ein beliebiges x € [a,b] und beliebige m > n > n, :=
max{n/,n/}. Wenden wir den Mittelwertsatz 18.7 auf die differenzierbare Funk-
tion f,, — f,, an, so finden wir ein y € [a, x] C [a, b] mit

(fm — fu) (%) — (fmn — fu) (@) = (fl, = f)(y) - (x — a). (35)

Diese Gleichung wollen wir nun ausnutzen, um die Differenz f,(x) — f,,(x) fiir
x € [a,b] und m > n > n. abzuschéitzen:

(%) = fu(x)] < [(fm — ) (%) = (f — fu) (@) + [ (@) — fu(a)]

2 i) — 1)l b~ al (@) — fala)

(33)
< (W) =gl +1gy) — L) - b —al + -

b4 £ 4t (b—a)+- =25
4.(b—a) 4-(b—a) 4 4
Halten wir n fest und betrachten m — oo, so erhalten wir fiir den Grenzwert

100 — Fulx)] = lim [0 — fa0)l < 225 < ¢,

und dies gilt fiir jedes n > n, und jedes x € [a, b].

E) Ableitung von Potenzreihen

Korollar 18.19 (Ableitung von Potenzreihen)
Ist Y > an - t" eine Potenzreihe iber R mit Konvergenzradius v > 0, dann ist die
Funktion -
fi(—r71) —>R:xn—>Zan~x“
n=0

differenzierbar auf (—v,r) und die Ableitung in x € (—r, 1) ist gegeben durch
f'(x) = Zn- Q- X"
n=1
d.h. durch die formale Ableitung Y >, n - a, - t"" der Potenzreihe.

Beweis: Aus Aufgabe 12.43 wissen wir, daf die beiden Reihen ) > a, - t™ und
ihre formale Ableitung Y °° n-a,-t"' den gleichen Konvergenzradius t besitzen.

Insbesondere definiert letztere Reihe eine Funktion
o0
n—1

g:(—r,r)HR:XHZTLan-x’,
n=I1

die nach Korollar 15.7 stetig ist.

Sei nun a € (—r, 1) gegeben. Wir wollen zeigen, dafl f in a differenzierbar ist mit

f'(a) = g(a).
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T+al
2

Dazu setzen wir R := <1, s0 daB a € (—R, R) liegt. Die Folge (f;,)nen mit
fn: [—R,R] —>R:XHZak-xk
k=0
konvergiert nach Satz 15.4 auf dem abgeschlossenen Intervall [—R, R] gleichméBig
gegen die Funktion f. Nach Beispiel 17.10 sind die f,, differenzierbar mit stetiger
Ableitung

£ RRI— Rix— ) k-a- X"
k=1
Die Folge (f])new der Ableitungen konvergiert dann wieder nach Satz 15.4 auf
[—R, R] gleichméBig gegen g. Da die Voraussetzungen von Satz 18.17 erfiillt sind,
ist f auf [—R, R] differenzierbar mit f’ = g. Insbesondere ist f also in a differenzier-
bar mit f'(a) = g(a). O

Da wir die Aussage des Korollars auch auf die formale Ableitung der Potenzreihe

anwenden konnen, erhalten wir durch Induktion die folgende Aussage.

Korollar 18.20 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen)
FEine durch eine Potenzreihe definierte Funktion ist auf ihrem Konvergenzbereich

unendlich oft differenzierbar.
Die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosinus sind also differenzierbar.

Korollar 18.21 (Ableitungen wichtiger Funktionen)
a. Die Exponentialfunktion

n

exp:RHR:XHZE
n=0

ist unendlich oft differenzierbar auf R mit Ableitung

exp’(x) = exp(x).

b. Der Sinus

X2n+1

in : : -
sin: R — R X»—);( ) Gn 1)l

ist unendlich oft differenzierbar auf R mait Ableitung
sin’(x) = cos(x).

c. Der Cosinus

XZn

(2n)!

COS:R—>R:XHZ(—1)“-
n=0

ist unendlich oft differenzierbar auf R mait Ableitung

cos’(x) = —sin(x).
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d. Fir a € Ry ist die Exponentialfunktion zur Basis a
exp, : R — R:x — exp (x . ln(a))
stetig differenzierbar auf R mait Ableitung
expy(x) = In(a) - exp, ().
e. Fir a e Ry mit a # 1 ist die Logarithmusfunktion zur Basis a
log, : (0,00) — R

stetig differenzierbar auf (0, 00) mit Ableitung

10&,1(7() = x-%n(a)'

Insbesondere gilt fiir die Ableitung des natiirlichen Logarithmus

1
ID,(X) = ;

f.  Der Tangens

T sin(x)
tan: (—=, = R:
an ( 2’2) - X cos(x)
ist auf (—%, %‘) stetig differenzierbar mit Ableitung
1
/ —
tan'(x) = S TER
g. Der Cotangens
cot : (0,1) — R:x+— C,OS(X)
sin(x)
ist stetig differenzierbar auf (0,7) mit Ableitung
1
t(x) = ——5—.
cot’(x) sin?(x)

h.  Der Arcustangens ist auf R stetig differenzierbar mit

arctan’(x) = ]
IR
i. Der Arcuscotangens ist auf R stetig differenzierbar mit
1
arccot’(x) = ———.
j. Der Arcussinus ist auf (—1,1) differenzierbar mit
1
arcsin’(x) =

V1I—x2
k. Der Arcuscosinus ist auf (—1,1) differenzierbar mit

1
i

arccos’(x) = —



§ 18. DER MITTELWERTSATZ UND SEINE ANWENDUNGEN 175

Beweis:

a. exp ist nach Korollar 18.19 und 18.20 unendlich oft differenzierbar auf R mit
Ableitung

exp/(x) = ) ne :Zm"fw :ZO% = exp(x).

n=1

b. sin ist nach Korollar 18.19 und 18.20 unendlich oft differenzierbar auf R mit

Ableitung

w 00 K2n o0 K2

sin’(x) = %(—1)“(2n+ 1) prewirks %(—1)“(211)! = cos(x).

c. cos ist nach Korollar 18.19 und 18.20 unendlich oft differenzierbar auf R mit
Ableitung
/ o0 2] 00 K2
cos (x):;( N (2n) - ; m
K2t

—Z 2n+1) = —sin(x).

d. Aus der Kettenregel erhalten wir, dal die Exponentialfunktion zur Basis a

differenzierbar ist mit Ableitung

expy (x) = In(a) - expy (x),
und diese Funktion ist offenbar wieder stetig.

e. Aus dem Satz zur Ableitung von Umkehrfunktionen 17.14 folgt, dal log, auf
(0, 00) differenzierbar ist, da die Ableitung der Exponentialfunktion exp, nie
Null wird. Fiir die Ableitung erhalten wir zudem

log (x) — 1 B 1 o
08X = S Tloga 0] ~ Tnla) - oxp.(loma09) ~ n(a) %

Zudem ist die Ableitung offenbar stetig.

f.  Aus der Quotientenregel erhalten wir, dafl der Tangens in x € (—%, %‘) diffe-

renzierbar ist mit

tan’ (x) = sin’(x) - cos(x) —sin(x) - cos’(x) sin(x)? + cos(x)? 1
B cos(x)? B cos(x)?  cos(x)?

Als Quotient stetiger Funktionen ist die Ableitung insbesondere stetig.

g. Aus der Quotientenregel erhalten wir, dafl der Cotangens in x € (0,7t) diffe-
renzierbar ist mit

cot'(x) = cos’(x) - sin(x) — cos(x) - sin’(x) —cos(x)? — sin(x)? L 1
N sin(x)2 N sin(x)2 ~ sin(x)?

Als Quotient stetiger Funktionen ist die Ableitung insbesondere stetig.
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h. Aus dem Satz zur Ableitung von Umkehrfunktionen 17.14 zusammen mit Satz
16.18 folgt, daBl arctan auf R differenzierbar ist, da die Ableitung des Tangens

nie Null wird auf (—%, 75‘) Fiir die Ableitung erhalten wir zudem

, 1 1
arctan’(x) =— = ]
tan’(arctan(x)) o larctan T
B 1 B 1
- sin? (arctan(x))+cos2 (arctan(x)) - sin? (arctan(x)) + 1
cosZ (arctan(x)) cosZ(arctan(x))
1 1

 tan(arctan(x))? + 1 T

Die Ableitung ist zudem offenbar stetig.

i. Aus dem Satz zur Ableitung von Umkehrfunktionen 17.14 zusammen mit Satz
16.18 folgt, dafl arccot auf R differenzierbar ist, da die Ableitung des Cotangens
nie Null wird auf (0, 7). Fiir die Ableitung erhalten wir zudem

+(x) 1 1
arcco X) = —
/ 1
cot’(arccot(x)) — oot ]
~ 1 - 1
- sin? (arccot(x))+cos2 (arccot(x)) - _] + cos? (arccot(x))
sin? (arccot(x)) sin? (arccot(x))
1 1

T +cot(arccot(x))2 1+ x2

Die Ableitung ist zudem offenbar stetig.

j. Aus dem Satz zur Ableitung von Umkehrfunktionen 17.14 zusammen mit Satz
16.18 folgt, dafl arcsin auf (—1,1) differenzierbar ist, da die Ableitung des

T T
T2
Beriicksichtigung der Tatsache, dal der Cosinus auf (—% , 75‘) positiv ist:

Sinus nie Null wird auf ( ) Fiir die Ableitung erhalten wir zudem unter

e 1 B 1
arcsin(x) ~sin’(arcsin(x))  cos(arcsin(x))
_ 1 _ 1
\/cosz(arcsin(x)) \/1 — sin?(arcsin(x))

1
iy

Die Ableitung ist zudem offenbar stetig.

k. Aus dem Satz zur Ableitung von Umkehrfunktionen 17.14 zusammen mit Satz
16.18 folgt, dafi arccos auf (—1,1) differenzierbar ist, da die Ableitung des
Cosinus nie Null wird auf (0, 7). Fiir die Ableitung erhalten wir zudem unter
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Beriicksichtigung der Tatsache, dafl der Sinus auf (0, 7t) positiv ist:

arccos’(x) = ] = ]
~ cos’(arccos(x))  —sin(arccos(x))
L 1 L 1
B \/Sinz(arccos(x)) /1 — cos?(arccos(x))
1

Vi

Die Ableitung ist zudem offenbar stetig.

Bemerkung 18.22

Schaut man sich die Ableitungen der Funktionen in Korollar 18.21 d.-k. an, so kann
man leicht durch Induktion zeigen, dafl jede der Funktionen auf ihrem Definitions-
bereich unendlich oft differenzierbar ist.

Beispiel 18.23
Fiir a € R ist die Funktion

f:(0,00) — R:x+—x"
unendlich oft differenzierbar auf (0, co) mit
f'(x) =a-x

Um dies zu sehen, beachten wir, dafl f(x) = exp(a-In(x)) gilt, so daf f nach Korollar
18.21 die Verkettung zweier differenzierbarer Funktionen ist. Aus der Kettenregel
17.16 folgt dann

f'(x) = exp’ (a - In(x)) - % =exp (a-In(x)) - e

X X

Daf3 f sogar unendlich oft differenzierbar ist, folgt dann mit Induktion aus der Tat-

sache, da} f’ eine Funktion der gleichen Gestalt ist.

F) Die Regeln von de I’Hopital

Im folgenden Satz soll [—oo, o] := R U{—00, 0o} bezeichnen.

Satz 18.24 (Regeln von de I'Hopital)

Seien a,b € [—oo,00] mit a < b, f,g: (a,b) — R differenzierbar und ¢ € [a,b].

Ferner gelte g’(x) # 0 fir alle x € (a,b) und lim ;l/((’;)) existiere eigentlich oder
X—C

unetgentlich.
a. Falls lim f(x) = lim g(x) = 0, so gilt lim 1% = Jjm 21
x—c x—c x—e 9(x) e 97(%)
b. Falls lim g(x) € {00, —oo}, so gilt lim 1 = lim x|
X—C X—C g(x) X—C 9 (X)
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Beweis: Wir beschranken uns im Beweis auf den Fall ¢ € R und k := lim ;/,((1)) € R.
X—C

Die Fille ¢ € {—o00, 00} oder k € {—o0, 00} beweist man analog.

Sei ¢ > 0 gegeben, so miissen wir ein 0, > 0 finden, so dafl

LI
’g(x) k’ <e (36)

fiir alle ¢ # x € (a,b) mit |[x — c| < 0.

Da :,((1)) gegen k konvergiert fiir x gegen c, gibt es ein 8! > 0, so daf fiir alle z € (a, b)

mit |z —c| < 8/ auch

—k’ << (37)

2

gilt.

Wir betrachten nun ¢ # x,y € (a,b) N (c —6.,c +d.) mit x # y und wenden den
allgemeinen Mittelwertsatz 18.10 an. Dann gibt es ein z zwischen x und y mit

f'(z) - (9(x) — g(y)) = ¢'(2) - (f(x) — f(y)). (38)
Da z zwischen x und y liegt, gilt auch

z€ (a,b)N(c—25.,c+8)). (39)

Nach Voraussetzung ist g’(z) # 0, und wir behaupten, dafl auch g(x) — g(y) # 0
gilt, da es nach dem Satz von Rolle 18.5 sonst ein w zwischen x und y geben wiirde
mit g’(w) = 0, was aber nach Voraussetzung nicht moglich ist. Damit kénnen wir

Gleichung (38) auch in der folgenden Form schreiben:

fix) —fly)  f(z)
9 —oly) 9@’ (40)

a. Wir betrachten nun den Fall, da§ lim f(x) = limg(x) = 0. Ist ¢ € (a,b), so
folgt aus der Stetigkeit von f und g automatisch f(c) = 0 = g(c). Ist ¢ € (a, b),

so konnen wir f und g in c stetig fortsetzen durch f(c) =0 = g(c).
Aus (37), (39) und (40) folgt

‘ f(x) —f(y) _k‘ _ | (=)
g(x) —gly) g'(z)

und dies gilt fiir alle ¢ # x,y € (a,b) N (c — 8.,c + 8.) mit x # y. Da die
Funktionen f und g nun stetig in ¢ mit Funktionswert O sind, kénnen wir y

£
<§,

gegen ¢ gehen lassen und erhalten im Grenzwert

) [Tt [y e
g(x) g(x) —g(c) v=e | g(x) —g(y) 2
Dies gilt fiir alle ¢ # x € (a,b)N(c—>/,c+d!), so daBl wir mit &, := 8/ unsere

Aussage in diesem Fall bewiesen haben.
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Wir kénnen annehmen, dafl f nicht konstant O in einer kleinen Umgebung von
c ist, da sonst auch k = 0 gilt und (36) sicher erfiillt ist. Deshalb kénnen
wir ein ¢ #y € (a,b) N (c — 8., ¢ + d!) festhalten mit f(y) # 0, und wegen
ll{)ré g(x) = +o0 konnen wir auch g(y) # 0 annehmen.

Aus lim g(x) = oo folgt lim — = 0, und deshalb gibt es ein ! > 0, so dafl

g(x) —gy)| ~ |gx) —gly) 2

fiir alle x € (a,b)N (c—d8/,c+9.) mit x # c,y, d.h. der Ausdruck ist auf dem
angegebenen Intervall nach oben beschrénkt.

X—C X—C 9(
1 €
< 41
ol < e
fiir alle x € (a,b) N (c—08/,c+8!) mit x # ¢, y.
Aus (37), (39) und (40) folgt, daB
T < | T k< S s (42)

Wegen hm =0 gibt es ein /" > 0 mit
1 €

< 43

ol < i )

fiir alle x € (a,b) N (c—08”,c+d”) mit x # ¢, y.
Nun setzen wir 8, := min{5/,8”,8!, [y — c[} und betrachten ein beliebiges ¢ #
x € (a,b) N (c— 0 c+d:). (36) gilt dann auch in diesem Fall wegen

fx) L] (y) fix) —fly)
’9(X) k’ ~ a0 T T o k’
_ ) ) ) Q(X)—Q(y)_k'
g(x) Q(XJ —g(y) g(x)
_ ) =) gly) | ) — ) _k’
g(x) gx)—gy) glx)  gx)—gy)
fly) (x)—fly) gly)|  |fx)—~fly)
= Jgt) *'g(x)—g(y) OIMECET k'
)] TG =) | gy)| | | FO) —fly)
= [t *‘g(x)—g(y)) ‘g(x) +)g(x)—g(y) k‘“
R/_/
(4<1)§ (4§2)S (4<3) Ls (37)(3<9)(40) :

Bemerkung 18.25 (Die Regeln von de I’'Hopital)

a.

Im Beweis von Satz 18.24 haben wir gesehen, dafl die Funktion g auf dem
Intervall [a, b] keinen Wert zweimal annehmen kann, da wegen des Satzes von
Rolle 18.5 die Ableitung ansonsten auch einmal Null wiirde. Insbesondere zeigt
das, daf3 g hochstens eine Nullstelle haben kann! Die Bedingung g’(x) # 0 fiir
alle x € (a,b) erzwingt also, daf§ auch g(x) im wesentlichen ungleich Null ist.
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b. Ist g’ stetig, so mul g’ auf (a,b) entweder stets positiv oder stets negativ sein.
Aus Proposition 18.12 folgt dann, dal g streng monoton auf dem Intervall
(a,b) sein muB. Das zeigt, fiir welchen Typ von Funktionen g man die Regeln

von de I’Hopital iiberhaupt nur anwenden kann!

c. Man beachte, daf die zweite Regel von de I’'Hopital 18.24 nur in der Situation
lim f(x) = £+o0, d.h.

X—C
lim f
M) oo
limg(x) oo’
X—C
interessant ist, um den Grenzwert lim % zu bestimmen, da fiir lim f(x) =k €

X—C
R schon aus den normalen Grenzwertsatzen

X—C

g Mmoo
lim == = =0
xeg(x)  limg(x)  +oo

folgen wiirde!

Beispiel 18.26
a. Wir betrachten die Funktionen f = sin und g = /- auf dem Intervall (0, co).
Dort sind beide differenzierbar mit

lim f(x) = lim g(x) =0

x—0 x—0
und
1
/
=——=#0
000 = 5 #
fiir alle x € (0,00). Aus der ersten Regel von de I’'Hopital 18.24 folgt dann
: £
lim sin(x) _ lim () = lin%cos(x) 2-v/x =cos(0)-2-vV0=0.

x—0 \/)_( x50 g’(x)
b. Wir betrachten die Funktionen

In:(0,00) — R

und

g:(0,00) — (0,00) : x — x* =exp (a . ln(x))
fiir ein festes a € R.y. Nach Korollar 18.21 und Beispiel 18.23 sind beide
Funktionen differenzierbar auf (0, co).

Da sowohl exp(x), als auch In(x) fiir x — oo gegen oo divergieren und da a
positiv ist, folgt aus den Grenzwertsitzen fiir uneigentliche Grenzwerte 13.17
lim g(x) = lim exp (a - In(x)) = oco.
X—00 X—00

Auflerdem gilt nach Beispiel 18.23

g'(x)=a-x*"#£0
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fiir alle x € (0,00). Aus der zweiten Regel von de I’'Hopital 18.24 folgt dann
In(x) . In'(x) 1 , 1 1

lim = lim = lim X = lim = —=0.

x—00 X4 x—00 g’(x) x—00 @ - X! x—oo @ - g(x) 00

Korollar 18.27 (Wachstum der Exponentialfunktion)
Die Ezxponentialfunktion wdchst schneller als jede Polynomfunktion, d.h. ist f =
> oo Qi - t* ein Polynom diber R, so gilt

. f(x)
lim
x—00 exp(x)

=0.
Beweis: Wir bezeichnen die zu f gehorige Polynomfunktion

n
f:R—>R:xHZak-xk
k=0

wieder mit f. Dann ist f differenzierbar und die Ableitung von f ist die Polynom-

n
f':Zk-ak-tk_].
k=1

Ist f = ap konstant, so folgt die Aussage aus den Grenzwertsétzen,

funktion zum Polynom

. f(x) ao
lim = = =0,
x—00 exp(X) lim exp(x)
X—00

da lim exp(x) = oo.

Fiir ein allgemeines Polynom f # 0 fithrt man den Beweis am besten durch Induktion
nach dem Grad n des Polynoms. Den Fall n = 0 haben wir bereits betrachtet.
Ist n # 0, so konnen wir die zweite Regel von de 1'Hopital 18.24 anwenden, da
exp’(x) = exp(x) # 0 fiir alle x € R und da Xlggo exp(x) = oo gilt. Damit erhalten

wir
f(x) . (%) . %)
= lim = ,
x—00 exp(x)  x—oo exp’(x)  x—oo exp(x)
aber die rechte Seite ist dann Null nach Induktion. O

G) Der Satz von Taylor

Definition 18.28 (Taylorpolynome)
Essei f:U— R und a € U.

Ist f n-fach differenzierbar, so nennen wir das Polynom

o i £ (a) (t— )

k!
k=0

das n-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt a.

Ist f unendlich oft differenzierbar, so nennen wir die Potenzreihe

° f(k)(a)
Tra=) o (t—a)
k=0
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die Taylorrethe von f mit Entwicklungspunkt a oder die Taylor-Entwicklung von f
im Punkt a. Beachte, stets gilt T, (a) = Ty .(a) = f(a).

Bemerkung 18.29 (Tangenten und das 1. Taylorpolynome)
Ist f: R — R differenzierbar, so ist die Gleichung der Tangente an den Graphen
von f im Punkt (a,f(a)) gegeben durch

y="~"(a) (x—a)+fla) =T ,(x).

D.h. das erste Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt a ist die optimale lineare
Approximation der Funktion f lokal in a.

Die Idee ist nun, daff mit steigendem n die Taylorpolynome T, immer bessere
Approximationen von f lokal in a sein werden, und daf§ im Grenzwert dann die
Taylorreihe vielleicht sogar mit f {ibereinstimmt. Das wird nicht immer aber doch
oft der Fall sein — siehe Beispiel 18.31! Funktionen, fiir die das gilt, nennt man
analytisch in a.

Man kann die Theorie der Differenzierbarkeit statt fiir Funktionen auf R auch fiir
Funktionen auf C einfithren. In der Vorlesung Einfiihrung in die Funktionentheorie
wird das getan, und dort zeigt man, dafl iber C jede einmal auf C differenzierba-
re Funktion schon analytisch ist, d.h. durch eine Potenzreihe gegeben und damit
unendlich oft differenzierbar ist! Die komplexen Zahlen verhalten sich also weit un-
komplizierter als die reellen Zahlen.

Beispiel 18.30 (Potenzreihen als Taylorreihen)
Ist 3 2, an - t" eine Potenzreihe auf R mit Konvergenzradius r > 0, so ist die

Funktion
o0

f:(—T,T)—)R:XHZan-Xn

n=0
nach Korollar 18.20 unendlich oft differenzierbar, und mittels Induktion nach n zeigt
man, dafl

f™(0) =n!- a,.

Damit stimmt f also mit seiner Taylorreihe

Tf,o:ZOf n(!m -t“=Zoan-t“

auf dem Konvergenzbereich (—r, ) iiberein, und die Taylorpolynome

n
n __ k
=2 act
k=0

definieren eine Folge von Funktionen, die auf jedem abgeschlossenen Intervall

[—R,R] C (—r, 1) gleichmiBig gegen f konvergieren.
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Beispiel 18.31
Die Funktion

exp ( — Q—Z), falls x #£ 0,

f:-R—R:x—
0, falls x =0,

ist unendlich oft differenzierbar mit ™ (0) = 0 fiir alle n € Ny. Insbesondere ist die

Taylorreihe von f also Null,
Tf)() - 0

In diesem Fall stimmt die Taylorreihe also nur im Punkt x = 0 mit der Funktion
iiberein, da f(x) # 0 fiir alle x # 0. Der Beweis ist Aufgabe 18.37.

Der Satz von Taylor sagt etwas dariiber aus, wie gut das n-te Taylorpolynom f

approximiert.

Satz 18.32 (Satz von Taylor — Restglied nach Lagrange)
Sei 1 ein Intervall, f: 1 — R eine n+1-fach differenzierbare Funktion und x, a € L.

Dann gibt es ein ¢ zwischen x und a, so dafs

Fnt1) ()

f(x) — Tf?a(x) = m :

(x —a)

Wir nennen die rechte Seite auch das Restglied des n-ten Taylorpolynoms.

Beweis: Wir konnen ohne Einschréankung x > a annehmen.

Dann definieren wir eine reelle Zahl

, (f(x) —Tg}a(x)) (n+1)! cR
T (X_a)n—H

und eine Funktion g : [a,x] — R durch

9(y) =f(x) — 7 ( )—(njm.( e
noglk)
— (X)—Zf k(!y) C(x—y)k— (n—iz—U! (x =y

noe(k)
=00~ 1ly) = 3 2 kg - ey

fir y € [a,x] — man beachte hier, daf§ g eine Funktion in der Verénderlichen y ist,
wahrend x konstant ist!

Nach Voraussetzung ist f n + 1-fach differenzierbar auf I, so daf§ die Funktion g
differenzierbar auf [a,x] ist, und mit Hilfe der Produktregel erhalten wir fiir die



184 II. EINDIMENSIONALE ANALYSIS

Ableitung
; < fl(y) (x —y)* — (];(k)_(l:;! .(X_y)k‘> +% x—y)"
(fn+1 Cx—y)"—f(y) —{—%.(X_y)n
_%'("‘W‘w*x—v)“w-(x—y)“,

wobei wir beachten, dafl die Summe in der zweiten Zeile eine Teleskopsumme ist, so

daB nur die Randsummanden iibrig bleiben.

Zudem folgt aus der Definition von z
. z
gla) =f(x) =T, (x) —

(nH)!.(X_a)nH:o,

und aus der Definition des Taylorpolynoms folgt

g(x) = f(x) — i 09 (e (nj 5 (=0 = 1) = 1) =0,

Wir kénnen also den Satz von Rolle 18.5 anwenden und finden ein ¢ € (a,x) mit

_ £n41)
0=g'(c) = %ﬁ S(x—c)™

Da x —c # 0, muf
(f(x) — T]l?a(x)) 4+ 1)!

fl(e) =z =

(X _ a)nH
gelten, und damit
n f(n—H)(C) n+1
f(x) =T, (x) = CERI c(x—a)™.

Beispiel 18.33 (Niherungswert fiir die Eulersche Zahl e)
Wir betrachten die Funktion f = exp, x = 1 und a = 0. Dann ist f™") = exp und
das n-te Taylorpolynom erfiillt

n n - 1

exp,0(1) = Tf,a“) = Z E

k=0

Mit Hilfe des Satzes von Taylor finden wir ein ¢ € (0, 1) mit

exp(c e 3
T = 2Py o

= [exp(1) BCESD] M) e
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wenn wir ausnutzen, dafl die Exponentialfunktion streng monoton wachsend und

positiv auf [0, 1] ist. Wenden wir diese Abschidtzung mit n = 6 an, so erhalten wir

57| 1
€T 720 | = 1680 " 1000

1957
720

mit der Zahl e iiberein, und daraus ersehen wir:

Die Dezimalzahldarstellung von stimmt also bis zur dritten Nachkommastelle

e=2,718....

Beispiel 18.34 (Taylor-Entwicklung des natiirlichen Logarithmus)

Wir wissen, dafl der natiirliche Logarithmus
In:(0,00) — R

unendlich oft differenzierbar mit Ableitung

1
In": (0,00) — R:x+— —
X
ist. Eine einfache Induktion zeigt, daf fiir n > 1 dann
(n—1)!
XTI

n—-1

In™ : (0,00) — R :x — (—1)

gilt. Das n-te Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt 1 ist mithin

e n o
Tina (%) :Zl kl(]) x—1F =Y (1 (x k1) .
4 !

n
=0 k=1

Der Betrag aller Ableitungen von In ist auf dem Intervall [1,2] streng monoton

fallend, so daf} insbesondere

™ () < ™V (1)) =nl
fiir jedes ¢ € [1,2] gilt. Mit dem Satz von Taylor finden wir zu x € [1,2] ein ¢
zwischen 1T und x < 2, so daf

| In™* (c)|
(m+1)!

1
. _‘I n+1 < -
=P < —

[ In(x) =T, (x) =
Auf dem Intervall [1, 2] konvergiert die durch die Taylorpolynome definierte Funktio-
nenfolge mithin gleichméfig gegen die Funktion In, und zugleich konvergiert sie dort
gleichméBig gegen die durch die Taylorreihe definierte Funktion, d.h. fiir x € [1,2]
gilt
o0 —1 n
In(x) = Z(—])“‘1 : u

n
n=1

Werten wir diese Gleichheit in x = 2 aus, so erhalten wir den Wert fiir die alternie-
rende harmonische Reihe als

1 \n—1
Z( ]Tz = In(2).

1

o0
n=
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Aufgaben

Aufgabe 18.35
Sei f: (0, 1] — R eine differenzierbare Funktion mit beschrankter Ableitung. Zeige,

dass f dann stetig in O fortsetzbar ist.
Aufgabe 18.36
Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen f: (a,o00) — R.

a. f(x)=1In (@) mit a =1.

b. f(x) = % mit a =4.

c. f(x)=VewsVX) mit a =0.
Aufgabe 18.37
Zeige, daf fiir die Funktion

exp (—X]—Z) fiir x # 0,
0 fiir x = 0.

f:R— R, x+— {
die folgenden Aussagen gelten:
a. Fir alle n > 1 gibt es ein Polynom p,, € R[t], so daf fiir x # 0 gilt:
(n) . Pn(x) 1
™ (x) = ST exp(—7 )

exp(—-%)
xk

b. Fiir alle k € IN gilt liH(l) =0.

c. Firallen € N gilt f™(0) =0.
d. feC>®R,R) und Tgp =0.

Aufgabe 18.38 (Nédherungsweise Berechnung von )
Betrachte die Funktion f = arctan auf R.

a. Berechne das dritte Taylorpolynom Tf)o von arctan mit Entwicklungspunkt O.

b. Benutze Tf)o und Aufgabe 16.21 c., um 7 und damit 7t ndherungsweise zu be-
stimmen. Zeige dabei, dafl die in der Naherung bis auf zwei Nachkommastellen
exakt ist mit

n=3,14....
Aufgabe 18.39
Berechne die folgenden Grenzwerte:

cos(x)+1
22

a. lim,_ mit x < 7t

b Time (5 — gy ) mit x> 1.

c. limy_,o x* mit x > 0.

Aufgabe 18.40
Bestimme alle Extrema der Funktion f: [0, 1] — R, x — (T —x) - v/1 + 9x2.
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Aufgabe 18.41

Berechne fiir die Funktion

f:R— (—%[, g) , X — arctan(x)
das zweite Taylor-Polynom sz,o um 0 und gib eine Abschétzung fiir das Restglied
If(x) — Tﬁo(x)| auf dem Intervall [—1,1] an.

Aufgabe 18.42
Berechne fiir die Funktion
11 cos(x)
f:{—=,= R —
( z’z) I G T
das vierte Taylor-Polynom Tﬁ,o um O.

Hinweis: mit etwas Uberlegung kann man die Berechnung aller vier Ableitungen von f vermeiden.

Aufgabe 18.43

Beweise oder widerlege durch eine Gegenbeispiel die folgenden Aussagen:

a. Seif:[a,b] — R eine stetige und auf (a, b) differenzierbare Funktion, so daf3

lim f’(x) existiert. Dann ist f differenzierbar in a.
Xx—a

b. Sei f € C'([a,b],R) eine stetig differenzierbare streng monoton wachsende
Funktion. Dann gilt f'(x) > 0 fiir alle x € [a, b].
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§ 19 Das Riemann-Integral

Wir werden in diesem Abschnitt im wesentlichen nur Funktionen betrachten, die auf

einem abgeschlossenen Intervall [a,b] definiert und die dort beschrdnkt sind.

A) Riemann-integrierbare Funktionen

Definition 19.1 (Zerlegungen eines Intervalls)
Es seien a,b € R mit a < b. Ein Tupel Z = (x¢y...,Xn) mit 1 > 1 heifit eine
Zerlegung des Intervalls [a, b], falls

a=%Xg<X1<...<%Xn_1<X,=D>.
Die Zahl 1(Z) := max{x; — xi_1 | i = 1,...,n} heiit die Ldnge oder Feinheit der
Zerlegung, die Menge supp(Z) = {Xoy...,Xn} ihr Trager, die Zahl |Z] := n ihre
Michtigkeit und die x; ihre Stitzpunkte.

Eine zweite Zerlegung Z’ = (yo,...,Ym) von [a, b] heiit Verfeinerung von Z, falls

X0y« s xn} S{Yoy. .y Ym}-
Zu zwei Zerlegungen Z = (xg,...,X,) und Z' = (yo, ..., Ym) definieren wir
Zx7 = (Zo,...,Zk),

indem wir die Elemente der Vereinigung supp(Z)Usupp(Z’) ={zo,. .., z} der Grofle
nach ordnen. Sind Z und Z’ Zerlegungen des gleichen Intervalls, so nennen wir Zx Z’

ihre gemeinsame Verfeinerung.

Beispiel 19.2
Die Tupel Z = (0,1,3,5) und Z’ = (0, 2,5) sind Zerlegungen von [0, 5] der Léinge 2
bzw. 3, und die gemeinsame Verfeinerung von Z und Z’ ist Z*x 2’ = (0,1,2,3,5).

Definition 19.3 (Obersummen und Untersummen)
Sei f : [a, b] — R beschrankt, a < b, und Z = (xg, ..., Xn) eine Zerlegung von [a, b].

Wir definieren die Obersumme von f beziiglich Z als

n

OS(f,Z) ==Y (% —xi_1) - sup{f(x) | x € [xi_1, %]},

i=1

und die Untersumme von f beziiglich Z als

n

US(f,Z):= ) (xi—xi1) - inf{f(x) | x € Bei, i)

i=1

OS(f, Z)

i i i i i i i i i i
T T T T T T T T T T

a=Xy X1 X2 X3 X4 =D a=Xy X1 X2 X3 X4 =D
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Beispiel 19.4
Wir betrachten die Identitit id : [0, 1] — R : x +— x auf dem Intervall [0, 1] sowie
die folgende dquidistante Zerlegung der Linge *

n

LM = (Xgy.veyXn) = <O,l,E ..,n—_],1).

n’'n’’ n
Auf einem Teilintervall [x;_q,%;] = [%, %] gilt dann

my = inf{id(x) ‘ X € [Xiqaxi]} =Xi1 = ]

und

i
M, :=sup {id(x) | x € xi_1,xi]} =x; = -

Fiir die Unter- und Obersumme von id beziiglich Z ergibt sich unter Beriicksichti-

gung von Beispiel 7.11 damit

. " =1 i—-1 n-(n-1) 1 1
US(id, Z") :Z(Xi—xiq) 'mi:Z_' = 2 T 27 om
iz]n n ZTL 2 ZT‘L

i=1

und

n

0S(id, Z") = Y (s —xi1) M=y

i=1 i=1

m+1) 1 1

Ti_n+1)_
n n 2.-n2 2 2n’

Lemma 19.5
Es sei f:la,bl — R beschrdankt mit |f(x)| < M fiir alle x € [a,b], a < b.

a. Ist Z' eine Verfeinerung der Zerlegung Z von [a,b], so gelten
0<US(f,Z2")—US(f,2)<2-M-1lZ) - (IZ’I — IZI)

und
0<OS(f,Z)—0S(f,Z2)<2-M-1(Z) - (|Z'! — |Z!).

Insbesondere gilt also
US(f,Z) < US(f,Z") < OS(f,Z') < OS(f, Z).
b. Fliir je zwei Zerlequngen Z und Z' von [a,b] gilt
US(f, Z) < OS(f,Z").

c. FEs gelten
—M - (b—a) <US(f,Z) <OS(f,Z) < (b—a) - M.
Beweis:
a. Essel Z=(xgy...,Xn), und wir setzen fiir i = 1,...,n wieder

my = inf {f(x) | x € xi_1,x}.
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Wir zeigen die Aussage zu den Untersummen fiir den Fall, dass Z’ einen Punkt
mehr enthélt als Z. Sei also Z' = (xg,...,%j—1,Y,Xj,...,Xn). Dann gilt

my == inf {f(x) } x € [xj_1,yl} > my

und

TTLJ-” = inf {f(X) ‘ X € [U)XJ]} > my.

i

=) (xi—=xi) -mi+ (y—x51) - mj+ (xi —y) - my
i#

<) (i—xi1) - mi+ (Y —x) - m{+ (xi —y) - m/
i#

=US(f,Z)

Fiir die Differenz der beiden Terme erhalten wir
0 <US(f,Z") — US(f, Z)
=y —x-1) - (mj —my) + (5 —y) - (M)’ —my)
<(y—x1)- (M+M)+ (x—y) - (M+M)
=(xj —%-1)-2-M <2-M-1(Z).

Fiir eine beliebige Verfeinerung Z’ von Z wenden wir dann Induktion an und

erhalten die Formel
0<US(f,Z2")—-US(f,Z2)<2-M-1(2Z) - (!Z’| — !Z|)
Die Aussage fiir Obersummen zeigt man analog.

Wir betrachten die gemeinsame Verfeinerung Z x Z' = (yo, ..., yx). Wegen
m; := inf {f(x) } x € lyi1, yil } < sup {f(x) ’ x € [y, yd} = My

folgt dann

k
US(f,2) SUS(f,Z+Z) = ) (yi—yi1) My
i=1
k a.
< Z(yi —yi1)-M; =0S(f,ZxZ") < OS(f,Z").

i=1
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c. Die Aussage folgt aus a., da Z eine Verfeinerung der Zerlegung (a,b) ist und
da M >sup {f(x) | x € [a,b]} > inf {f(x) | x € [a,b]} > —M.

O

Beispiel 19.6

In Beispiel 19.4 gilt US(id, z") = 1 — L <14+ L = 0S(id, ZM).

Da die Menge der Obersummen und die Menge der Untersummen nach Lem-

ma 19.5 c. beschriankt sind, kénnen wir ihr Infimum und ihr Supremum betrachten.

Definition 19.7 (Riemann-integrierbar)
Es sei f: [a,b] — R beschriankt, a < b. Wir definieren das Oberintegral

OI(f) := inf { OS(f, Z) ‘ Z Zerlegung von |a, b]}
von f und das Unterintegral
UI(f) := sup { US(f, Z) ‘ Z Zerlegung von |a, b]}
von f. Wegen Lemma 19.5 b. und Lemma 8.19 gilt
UI(f) < OI(f).

Wir nennen f (Riemann-)integrierbar auf [a, b], falls UI(f) = OI(f). Dann heifit

r f(x) dx := OI(f) € R

a

das Integral von f auf [a, b].

Beispiel 19.8
Aus Beispiel 19.4 wissen wir fiir id : [0,1] — R

% — % = US(id, Z") < UlI(id) < OI(id) < OS(id, Z™) = % + %
fiir alle n € IN. Bilden wir nun den Grenzwert fiir n gegen unendlich, so erhalten
wir
! = lim US(id, Z") < UI(id) < OI(id) < lim OS(id, Z") = 1,

2 n—ooo n—00 2

d.h. id ist integrierbar auf [0, 1] mit

J] x dx = OI(id) = UI(id) = 1

0 2
Bemerkung 19.9 (Das Riemann-Integral als Flécheninhalt)
Wenn die Funktion nur nicht-negative Werte annimmt, dann sind die Untersummen
von f nach oben beschréankt durch den Flacheninhalt I der Fléiche, die der Graph
von f mit der x-Achse einschlieft, und die Obersummen von f sind durch diesen
nach unten beschriankt. Aufgrund der Definition von OI(f) als Infimum und UI(f)
als Supremum gilt also stets UI(f) < I < OI(f). Dass f integrierbar ist, bedeutet
mithin nichts anderes, als dass das Integral fz f(x) dx den Flacheninhalt der Fliache
beschreibt, die der Graph von f auf dem Intervall [a, b] mit der x-Achse einschlief3t.
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y
/_\/U = f(x)
/ /—-—E—Fléche von f auf [a, b]
a b X

Beispiel 19.10

a. Jede konstante Funktion f : [a,b] — R : x — c ist integrierbar mit

be(x) dx=(b—a)-c.

Denn dann gilt fiir jede Zerlegung Z = (xo,...,X,) von [a, b] bereits

n n

OS(f,2) =} (i—xi1)-c=(b—a)-c=) (xi—x-) c=US(f,2).

i=1 i=1

b. Die Dirichletsche Sprungfunktion

1, falls x € Q,

f:00,1 R:
0,1 — XH{ 0, falls x ¢ Q

ist micht integrierbar auf [0, 1]. Denn ist Z = (xq,...,Xy) eine beliebige Zerle-
gung von [0, 1], so gibt es im Intervall [x; 7, ;] sowohl eine rationale Zahl, als
auch eine irrationale. Mithin gilt

n

US(f,Z) =) (xi—xi1)-0=0

i=1

und
n

0S(f,Z) =) (xi—xiq)-1=1

i=1

fiir jede Zerlegung Z, so dass

UI(f) = 0 < 1 = OI(f).

B) Das Riemannsche Integrabilitéitskriterium

Satz 19.11 (Riemannsches Integrabilitatskriterium)
Sei f:[a,b] = R beschrankt, a <b. Genau dann ist f integrierbar auf [a, b], wenn

Ve>0 3Z Zerlegung von [a,b] : OS(f,Z) — US(f, Z) < e.
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Beweis: =—: Sei zunichst f integrierbar auf [a,b] und sei ¢ > 0 gegeben. Auf-
grund der Definition von UI(f) als Supremum und OI(f) als Infimum und wegen

Proposition 8.18 gibt es Zerlegungen Z’ und Z” von [a, b] mit

19.5
OI(f) + % > 0S(f,2") = OS(f,Z'+ Z2")

und 19.5
UI(f) — % < US(f,2") < US(f, 2"+ Z").
Damit erhalten wir mit Z = Z’ « Z” und wegen UI(f) = OI(f)
3 13
OS(f, Z) — US(f, Z) < (ouf) n E) — (UI(f) _ E) _ .

&: Fiir ¢ := :—1 mit 1 > 1 gibt es eine Zerlegung Z™ von [a, b] mit

1
= > OS(f, Z") — US(f, Z") > OI(f) — UI(f) > 0.

Da die linke Seite der Ungleichung fiir n — oo gegen Null konvergiert, folgt im

Grenzwert 1
0= lim - > OI(f) — UI(f) > 0,
also OI(f) = UI(f). Mithin ist f integrierbar auf [a, b]. O

Satz 19.12 (Stetige Funktionen sind integrierbar.)
Ist f: [a,b] — R stetig, a < b, so ist T integrierbar auf [a, b].

Beweis: Da f stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] ist, ist f dort be-
schrankt nach Proposition 14.15 und gleichméfig stetig nach Satz 14.28.
Sei nun ¢ > 0 gegeben. Da f gleichméifig stetig auf [a, b] ist, gibt es 6. > 0, so dass

3
£(x) — fly)l < o

fiir alle x,y € [a, b] mit [x—y| < &.. Wir wihlen nun eine Zerlegung Z = (xo, ..., Xn)

(44)

mit Lénge 1(Z) < 8. Da f stetig auf [x;_1, x;] ist, existieren yi, z; € [x;_1, ;] mit

f(y) = sup {f(y) |y € i1, xil}
und

f(z;) = inf {f(y) |y € xi,xl},
und wegen [y; — zi| < |x; — xi_1] < 8. folgt aus (44) zudem

0 < Flys) —flz:) < ——.

Damit erhalten wir insbesondere
n

OS(f,2) = US(f,Z) =) (% —xi1) - (f(yd) — f(z:))

i=1

<Y (%) ——=(b—a)-
i=1

€
b—a

b—a &

Somit ist f integrierbar nach dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium 19.11. O
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Beispiel 19.13
Wir betrachten die Funktion

0, fallsx=0,

10,1 R :
0,1 — XH{ 1, falls x # 0

und die Zerlegung Z™ = (O, :—1, 1) fiir n > 1. Dann gilt

US(f,Z“)=(%—0)-0+<1—%)-1:1—%
1 1
OS(f, Z") = (E_O)'1+(1_E) 1=1.

11— L= US(,2) < UI(1) < OI(1) < 08(,2%) = 1.

und

Wir erhalten also

Mithin ist f auf [0, 1] integrierbar mit
1
J f(x)dx =1.
0

Dies zeigt, dass eine Funktion nicht stetig sein muss, um integrierbar zu sein.

Proposition 19.14 (Monotone Funktionen sind integrierbar.)
Ist f: [a,b] — R monoton wachsend oder fallend, a < b, so ist f integrierbar.

Beweis: Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass f monoton wachsend
und nicht konstant ist. Insbesondere ist f(b) > f(a). Aulerdem ist f beschrinkt, da
f(a) < f(x) < f(b) fiir alle x € [a, b].

Sei ¢ > 0 gegeben. Wir wéhlen eine natiirliche Zahl n so, dass

1 €
L 45
n < b—a)- (f(o) — fa)) )
und betrachten die Zerlegung Z = (xo,...,Xn) mit
Xpi=a+i- (b—a).
n

Da f monoton wachsend ist, ist
sup {f(x) | x € [xi1, %]} = f(x)

und

inf {f(x) ] x € [xiit, xil} = fxi).
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Fiir die Ober- und Untersumme von f beziiglich Z folgt damit

n

OS(f,Z) = US(f,Z) =) _(xi—xi1) - (f(xi) — f(xi-1))

i=1

=370 () )

b—a

— Z (f(xi) — f(xi1))
i=1

=28 (fl) — Fl)

Somit ist f integrierbar nach dem Riemannschen Integrabilitatskriterium 19.11. O

Beispiel 19.15
Die Funktion in Beispiel 19.13 ist monoton wachsend und deshalb nach Proposition
19.14 auch integrierbar. 19.14 sagt aber nichts iiber den Wert des Integrals aus!

C) Riemannsches Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit

Definition 19.16 (Riemannsche Zwischensummen)

Sei f: [a, b] — R beschrankt, a < b, und Z = (xg,...,X,) eine Zerlegung von [a, b].
Erfiillt « = (q,..., &) die Bedingung o € [x;_1,%;] fiir i = 1,...,n, so nennen
wir

n

ZS(f, Z, ) := Z(Xi —xi—1) - floy)
i1
die Riemannsche Zwischensumme von f beziiglich der Zerlegung Z und den Zwi-

schenpunkten «.

a=x¢Xx; & x; XT:LZb
Das néchste Lemma sagt, dass man Obersummen und Untersummen beliebig gut
approximieren kann durch Zwischensummen.
Lemma 19.17 (Approximation von Ober- und Unter- durch Zwischensummen)
Sei f: [a,b] — R beschrinkt, a < b, Z eine Zerlegung von [a,b] und € > 0.

a. Dann gibt es Zwischenpunkte o« mit 0 < OS(f,Z) — ZS(f, Z, &) < e.

b.  Dann gibt es Zwischenpunkte  mit 0 < ZS(f, Z, ) — US(f, Z) < e.



196 II. EINDIMENSIONALE ANALYSIS
Beweis: Sei Z = (xg,...,%n) und sei
M := sup {f(x) | x € [xi_1,x]}.

Aufgrund der Definition von M; als Supremum der Funktionswerte auf dem Intervall
[xi_1,%i] gibt es ein o € [x{_1,%4], so dass

€
b—a’

flog) > My —

Damit erhalten wir fir « = (otq,..., n)

OS(f,Z) —ZS(f, Z,x) =

= (Xn_XO) :

Damit ist a. gezeigt, und b. zeigt man analog. O

Das folgende Lemma sagt, dass fiir integrierbare Funktionen Untersummen und
Obersummen beliebig nahe beieinander und damit beim Wert des Integrals liegen,

wenn nur die Lange der Zerlegung hinreichend klein gewé&hlt ist.

Lemma 19.18 (Verschirfung des Riemannschen Integrabilitatskriteriums)
Ist f: [a,b] — R integrierbar, a < b, so gilt:

Ve>036. >0 :VZ Zerlequng mit 1(Z) < &, gilt OS(f,Z) — US(f,Z) < «.

Beweis: Sei ¢ > 0 gegeben. Aus dem Riemannschen Integrabilitatskriterium erhal-
ten wir eine Zerlegung Z’ von [a, b], so dass

OS(f,Z") — US(f,Z') < =. (46)

N ™

Wir setzen nun

€
¢ i= ——————
8-1Z2'1-M

wobei M := sup {|f(x)| } x € [a, b]}. Ist Z eine Zerlegung von [a, b] mit 1(Z) < &,
so folgt aus aus Lemma 19.5 und |Z x Z'| — |Z| < |Z/|

>0,

OS(f,Z) —OS(f,Z+Z') <2-M-Z) - (1IZ+Z'|—1Z)) <2-M -5, -1Z| = > (47)

N

und
U&ﬁz*zq—uaﬂZ)gz-M.uzyuz*zw—un<2-M.@-uw=§.ma
Da Z % Z' eine Verfeinerung von Z’ ist, folgt aus (46) zusammen mit Lemma 19.5

OS(f,Z % Z2') — US(f,Z+ Z') < OS(f, 2') — US(f, Z') < <. (49)

N ™
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Insgesamt erhalten wir damit

OS(f,Z) — US(f,Z) = OS(f,Z) — OS(f,Z* Z') + OS(f,Z* Z') — US(f, Z + Z')

(47)(49)(48) € €

+5+ - =¢

+US(f,Z% Z') — US(f, Z) % ~+2

O

Satz 19.19 (Riemannsches Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit)

Es sei f:[a,b] — R eine beschrinkte Funktion, a < b, und I € R.

Genau dann ist f auf [a,b] integrierbar mit I = fz f(x) dx, wenn fiir jede Folge
(Z™, a™)new von Zerlegungen von [a, bl und Zwischenpunkten mit W(Z™) — O gilt

7S(f, 2", o) — 1.

Bewelis:

—: Essei (Z", a™),en eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit Zwischenpunk-
ten, so dass lim 1(Z") =0, und sei I = J'Z f(x) dx.

n—oo
Sei € > 0 gegeben. Wir miissen ein n, € IN finden, so dass

ZS(f, Z", o) — 1 < ¢ (50)

fir alle n > n,.
Da f integrierbar ist, gibt es nach Lemma 19.18 ein &, > 0, so dass fiir eine
Zerlegung Z von [a, b] aus 1(Z) < 6, auch

0S(f,Z) — US(f, Z) < ¢ (51)

gilt. Wegen lim 1(Z™) = 0 gibt es ein n, € N, so dass 1(Z") < §, fiir n > n..
n—oo

Fiir n > n, leiten wir dann aus (51)
ZS(f, 2" o) — 1 < OS(f, Z™) — 1 < OS(f, Z") — US(f, Z") < ¢
her, sowie
ZS(f, 2" o) — 1 > US(f, Z™) — 1 > US(f, Z™) — OS(f, Z") > —e.

Damit ist (50) fiir n > n, erfiillt, und das heifit ZS(f, Z", &™) — L.

<=: Wir wollen das Riemannsche Integrabilitatskriterium anwenden.
Sei dazu ¢ > 0 gegeben. Wir betrachten die Zerlegung Z™ = (x§,...,x}),
n > 1, mit

(b—a)

n

xi=a+i-
fir i=0,...,n. Dann gilt

lim 1(Z") = Jim 2 —2

n—oo n—oo n

=0.

Mit Lemma 19.17 finden wir zu n € IN Zwischenpunkte o™ und ™", so dass

OS(f, Z™) — ZS(f, Z", &™) < 261‘
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und
ZS(f, Z™, B™) — US(f, Z") <

&~ m

Auflerdem gelten nach Voraussetzung
ZS(f, 2" ™) — 1

und
ZS(f, 2™, ") — L.

Wir finden also ein n, € IN, so dass fiir alle n > n, gilt

|zsugz“,a“y—1|<:§

und
3
|ZS(f) Zn) Bn) - I’ < Z

Dann gilt aber auch

OS(f, Zna) - US(f, Zna) = |OS(f, an) - US(f, Zn5)|
S | OS(f, Zna) - ZS(f, an) an£)| + | ZS(f, an) ana) - I|
+ |I - ZS(f) an) Bm” + ’ ZS(f, ana Bng) - US(f> an”

<Sptyfit_
4744 "

Also ist f integrierbar nach dem Riemannschen Integrabilitatskriterium 19.11.

AuBlerdem haben wir fiir n > n,
|OS(f, Z™) — I| <|OS(f, Z™) — ZS(f, Z"™, &«™)| + | ZS(f, Z™, o™) — ]

3 £
<Z+Z<€,

woraus
OS(f,Z") — 1
folgt. Analog sehen wir
US(f,Z") — L

Damit erhalten wir dann

b
Ie——USUﬁZ“)gJ\fhjdfoOSUﬁZ“)——eL

a

so dass [ = IZ f(x) dx aus dem Einschachtelungssatz 11.17 folgt.
U

Beispiel 19.20
Die Funktion f : [0,b] — R : x — x?, b > 0, ist stetig und mithin integrierbar.
Setzen wir

i-b
Xi = ——,
n
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so ist Z™ = (Xoy...,Xn) eine Zerlegung von [0,b] mit Zwischenpunkten o™ =
(X1y...y%n), und es gilt 1(Z") — 0. Um die Zwischensumme berechnen zu kénnen,

verwenden wir die Formel

Zizzn-(n+1)6-(2n—|—1)) (52)

die man mit Hilfe von Induktion leicht zeigen kann. Damit ergibt sich

no.n . ) L b i?.b?
ZS(f,Z ,0( ): Z(Xi_xif1)'xi :Z_

n n?

i=1 i=1

P L, b nomE1)-(2n+1)
:_3';1 R 6

b3 1+1 1+l Hb—a
T3 2n 37

Aus dem Riemannschen Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit 19.19 folgt dann

b b3
2
dx = —.
Lx ="

D) Rechenregeln fiir Integrale

Korollar 19.21 (Linearitéit und Monotonie des Integrals)
Seien f,g: [a,b] — R integrierbar, a < b, und c,d € R.

a. Dann ist c-f+d- g integrierbar auf [a,b] mit

b b

f(x)dx+d - J g(x) dx.

a

Jb(c-f+d~g)(x)dx:c~J

a a

b. Ist f(x) < g(x) fir alle x € [a,b], so ist auch

Jb f(x) dx < Jb g(x) dx.

a a

Beweis:
a. Wir beachten zunéchst, dass fiir jede Zerlegung Z = (xg, ..., Xn) von [a, b] mit
Zwischenpunkten « = (&q,..., &) offenbar gilt:

ZS(cf+dg, Z, ) i —Xio1) - (cf+dg) (o)

I
A

i=1
n

=cC- Z _X11 O('l +dZ Xl] 0(1)

=c- ZS(f, Z,x)+d-7ZS(g,Z, oc).
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Es sei nun (Z", a™),en eine Folge von Zerlegungen von [a, b] und Zwischen-
punkten mit 1(Z") — 0. Aus den Grenzwertsitzen fiir Folgen 11.15 und
Satz 19.19 folgt dann

b b

f(x) dx—l—d-J g(x) dx.

a

ZS(cf+dg,Z™ o) =c-ZS(f, Z™, &™)+ d-ZS(g, Z™, o) — ¢ J

a
Das Riemannsche Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit 19.19 liefert dann die

Behauptung.

b. Essei (Z", «™)nen eine Folge von Zerlegungen von [a, b] und Zwischenpunkten
mit 1(Z") — 0. Wegen f(x) < g(x) fiir alle x € [a, b] gilt dann offenbar

b b
J f(x) dx «— ZS(f, Z", o) < ZS(g,Z", &™) — J g(x) dx,

a a
wobei die Grenzwerte aus dem Riemannschen Folgenkriterium fiir Integrierbar-

keit folgen. Damit gilt dann aber auch fiir die Grenzwerte

Jb f(x) dx < Jb g(x) dx.

a a

Beispiel 19.22
Aus Beispiel 19.10 und 19.20 erhalten wir aus der Linearitéat des Integrals

b b b
J 3x2+5dx:3-J xzdx—i—J 5dx = b + 5b.
0 0 0

Bemerkung 19.23 (Aneinanderhéngen von Zerlegungen)

Ist Z' = (xo,...,Xn) eine Zerlegung von [a,c] und Z” = (yo, ..., Ynm) €ine Zerlegung
von [c,b], so ist Z' « Z" = (Xgy ...y Xny Y1, .- -, Ym) eine Zerlegung von [a, b] und sie
entsteht durch aneinanderhidngen der beiden Zerlegungen. Ist & = (&7,..., &y ) ein
Tupel von Zwischenpunkten von Z" und = (B1,...,Bm) ein Tupel von Zwischen-
punkten von Z”, so definieren wir & LI B = (X1, ..., &Xny B1y..., Pm) und erhalten
damit ein Tupel von Zwischenpunkten von Z' x Z”.

AuBlerdem gelten offenbar
OS(f,Z"x Z2") = OS(f,Z") + OS(f, Z2"),
US(f,Z"x Z2") = US(f,Z") + US(f, Z2"),

7S(f,Z' + 2", U B) = ZS(f, Z', o) + ZS(f, Z", B).

Proposition 19.24 (Additivitat des Integrals)
Es sei f:la,b] — R beschrdinkt, a <b und ¢ € (a,b).

Genau dann ist f integrierbar auf [a,b], wenn f integrierbar auf [a, c] und auf [c, b]
i1st. Zudem gilt dann

Jb f(x) dx = JC f(x) dx + Jb f(x) dx.

a a C
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Beweis: Es sei € > 0 gegeben.

Ist f integrierbar auf [a,c] und auf [c,b], so gibt es wegen des Riemannschen In-
tegrabilitatskriteriums 19.11 Zerlegungen Z' = (xg,...,X,) von [a,c] und Z" =
(Yoy - --,Ym) von [c, b], so dass

0S(f, 2') — US(f, Z') < %

und
0S(f,2") — US(f, Z") < %
Dann ist aber Z =2'+«Z" = (xo,...,Xn,Y1y-..,Ym) €ine Zerlegung von [a, b] und

OS(f, Z) — US(f, ) =( 0S(f, Z') + OS(f, ")) — (US(f, Z') + US(f, Z"))

=(0S(f,Z") = US(f,Z")) + (0S(f, 2") — US(f, Z2"))
€ €
<§ + E = E&.
Das Riemannsche Integrabilitdtskriterium 19.11 impliziert also, dass f auf [a, b]

integrierbar ist.

Ist umgekehrt f auf [a, b] integrierbar, so gibt es wegen des Riemannschen Integra-

bilitatskriteriums eine Zerlegung Z = (x1,...,X,) von [a, b] mit
OS(f,Z) — US(f,Z) < e.

Nach eventueller Verfeinerung kénnen wir ohne Einschréinkung annehmen, dass ¢ =
X; € supp(Z) ein Stiitzpunkt von Z ist. Dann ist Z" := (x,...,%;) eine Zerlegung
von [a,c]und Z” := (xj, ..., X, ) eine Zerlegung von [c, b]. AuBlerdem gilt Z = Z'+Z"
und

(OS(f,Z2") —US(f, Z")) + (OS(f,Z2") — US(f, Z"))
= (O0S(f, Z") + OS(f,Z2")) — (US(f, Z") + US(f, Z"))
= OS(f,Z) — US(f,Z) < e.
Mithin gilt auch
OS(f,Z') —US(f,Z) < e und OS(f,Z") —US(f,Z") < ¢,

so dass aus dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium 19.11 wieder folgt, dass f
auf [a,c] und auf [c, b] integrierbar ist.

Wir wihlen nun zwei Folgen (Z™, «™)new und (Z™", ™) new von Zerlegungen von

[a, c] bzw. von [c, b] mit Zwischenpunkten, so dass lim 1(Z"') = lim 1(Z™") = 0.

Wie oben kénnen wir die Zerlegungen Z™" und Z"” zu einer Zerlegung Z" := Z™' *
Z™" von [a,b] zusammenfiigen und ebenfalls die Zwischenpunkte o™ und B™ zu
Zwischenpunkten y" := o LI ™ von Z™. Dann gilt 1(Z") = max{l(Z""), L (Z"")} —
0, und somit folgt aus dem Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit 19.19

b
f(x) dx —I—J f(x) dx.

C

b c
J f(x) dx «— ZS(f, Z™,y™) = ZS(f, Z"', &™) + ZS(f, Z"" B") — J

a a

O
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Beispiel 19.25
Aus Proposition 19.24 und Beispiel 19.20 erhalten wir fiir 0 < a < b

b b a 3 3
J xzdx:J xzdx—J x2 dx—b——a—.
a 0 0 3 3

Die Dreiecksungleichung fiir Summen liefert mit Induktion, dass
lar 4+ ...+ an <|ag|+...+ |a,]

gilt. Integrale sind verallgemeinerte Summen, und die Dreiecksungleichung nimmt
dann die folgende Gestalt an.

Proposition 19.26 (Dreiecksungleichung fiir Integrale)
Ist f: [a,b] — R integrierbar auf [a,b], a < b, so ist |f| integrierbar auf [a,b],

und es gilt
b
J f(x) dx

a

< Jb (£ dx.

a

Wir nennen das Integml iber |f| auch den Flacheninhalt, den der Graph von f auf

dem Intervall [a,b] mit der x-Achse einschliefst.

/\ﬂ AN

Beweis: Wir betrachten die Funktion

f(x), falls f(x) >0,

f,: b —mR:x—
+:la, bl x {o, falls f(x) < 0.

Dann gilt
Ifl=2-f, —f.
|/\ |/\ T I !
a v \/b a b a b

Wir wollen nun mit Hilfe des Riemannschen Integrabilitdtskriteriums zeigen, dass
f, auf [a, b] integrierbar ist. Sei € > 0 gegeben. Da f auf [a, b] integrierbar ist, gibt
es eine Zerlegung Z = (x¢,...,X,) von [a, b], so dass

0S(f,Z) — US(f, Z) < ¢
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Wir behaupten, dass fiir jede Teilmenge I C [a, b] die Ungleichung
sup{f(x) | x € I} —inf{f (x) | x € I} < sup{f(x) | x € [} —inf{f(x) | x € I}, (53)
gilt. Dazu betrachten wir verschiedene Félle.

1. Fall: f(x) < 0 fiir alle x € I: Dann gilt f, = 0 auf I, so dass die linke Seite
in (53) Null ist. Zugleich gilt

inf{f(x) | x € I} < sup{f(x) | x € I} <0,

so dass die rechte Seite von (53) nicht-negativ ist. In diesem Fall gilt (53).
2. Fall: dy,z € [ mit f(y) <0 < f(z): Also sup{f,(x)| x € I} = sup{f(x)| x € I}
und inf{f, (x)| x € I} =0 > inf{f(x) | x € I}. Damit gilt die Ungleichung (53).
3. Fall: f(x) > 0 fiir alle x € I: Dann ist f = f; auf [ und (53) gilt.

Damit haben wir gezeigt, dass (53) stets erfiillt ist. Fiir die Differenz der Ober- und
Untersumme von f, ergibt sich mit I; := [x{_1, x;] dann

n

OS(fy, Z) = US(f,Z) =) (xi —xi1) - (sup{fi(x) | x € L} —inf{f; (x) | x € L))

i=1
< Z —Xi_1) sup{f(x) | x € Ii} —inf{f(x) | x € Ii})

- OS(f, Z)—US(f,Z) < ¢

Mit Hilfe des Riemannschen Integrabilitdtskriteriums 19.11 folgt dann, dass f, auf
[a, b] integrierbar ist. Aus der Linearitit des Integrals 19.21 folgt dann, dass auch

fl=2-f, —f
auf [a, b] integrierbar ist.
Fiir eine Zerlegung Z = (xo, ..., Xn) mit Zwischenpunkten « = (o¢,..., &y) gilt
1ZS(f, Z, )| = | > (3 —xi1) Z —Xi1) - ()] = ZS(fl, Z, ).
i=1 i=1

Sei nun (Z™, &™),en eine Folge von Zerlegungen von [a, b] und Zwischenpunkten
mit lim 1(Z") = 0, dann folgt

b
— | 78(f, 2% o) < ZS(If], 2", o) — j £ dx.

a

Jb f(x) dx

a

Die Ungleichung bleibt fiir die Grenzwerte erhalten. O
Bemerkung 19.27

Es sei f: [a, b] — R integrierbar auf [a, b]. Wenden wir Proposition 19.24 zweimal
an, so sehen wir, dass f auf jedem Teilintervall [c, d] von [a,b] mit ¢ < d ebenfalls
integrierbar ist. Wir definieren nun

JC f(x)dx:=0

C
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und
c d
J f(x) dx := —J f(x) dx.
d c
Damit miissen die Integrationsgrenzen also nicht mehr verschieden sein, und die
untere Integrationsgrenze muss auch nicht mehr die kleinere sein. Die Linearitéat

und Additivitiat des Integrals verallgemeinern sich dann in naheliegender Weise.

Aufgaben

Aufgabe 19.28
Wir nennen eine Funktion f: [a, b] — R stiickweise stetig, wenn es eine Zerlegung
Z = (xg,...,Xn) von [a, b] gibt, so dass die Funktionen f; : [x;_1,x;] — R : x — f(x)

firi=1,...,n auf (xi_1,x;) stetig sind und so dass die Grenzwerte lim f;(x) und
X—Xi—1

lim f;(x) in R existieren.

X—Xq

Zeigen Sie, eine stiickweise stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar auf

[a, b].

Aufgabe 19.29

Bestimmen Sie die folgenden Integrale.

3 3
a. [g sorpg X

b. [y f-dx.

T4+x
2
c. |, (8 (x =2+ ﬁ) dx.
d. Io% sin(x) cos(x)dx.
e. J'j xZeMdx.

Aufgabe 19.30

Betrachten Sie fiir n € IN die Zerlegung Z™ = (0, 21—n, 2%, ceey 22[1 , 1) des Intervalls

[0, 1] mit den Zwischenpunkten a™ = (2%, 2%, RN 22—:1, 1). Zeigen Sie die folgenden

Aussagen.

a. ZS(exp,Z",a") = (e—1)-e¥ - o fiiry = 5.

n
]

. Y__
b. lim &1 =1.
y—o Y

c. Berechnen Sie f; e*dx mit Hilfe der Zwischensumme aus Aufgabenteil a..

Aufgabe 19.31
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(x) > 0 fiir alle x € [a,b]. Des
Weiteren existiere ein ¢ € [a, b] mit f(c) > 0. Zeigen Sie, dass IZ f(x)dx > 0 ist.

Aufgabe 19.32
Es sei f : [0,1] — R eine Funktion, so dass es fiir jedes ¢ > 0 nur endlich
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viele Werte x € [0, 1] gibt mit f(x) > €. Zeigen Sie, f ist integrierbar auf [0, 1] mit
f; f(x) dx = 0.
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§ 20 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung mit
Anwendungen

Definition 20.1 (Stammfunktion)
Es sei I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion.
Eine differenzierbare Funktion F: 1 — R mit F' = f heifit Stammfunktion von f.

Proposition 20.2 (Stammfunktionen sind eindeutig bis auf eine Konstante.)
Sei I ein Intervall, f : 1 — R und F,G : I — R zwei Stammfunktionen von f.
Dann gibt es ein ¢ € R, so daff F(x) = G(x) + ¢ fiir alle x € 1.

Beweis: Wihle einen Punkt a € I und setze ¢ := F(a) — G(a). Sei nun a #b € 1

gegeben, so miissen wir
F(b) =G(b) +c
zeigen. Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dafl a < b gilt. Nach Voraus-
setzung ist F—G auf dem Intervall [a, b] C I differenzierbar, also ist F— G dort auch
stetig. Wegen
(F=G)'(x) =F(x) = G'(x) = f(x) = f(x) =0
fiir alle x € [a, b] folgt aus Proposition 18.11, dal F — G auf [a, b] konstant ist. Es

gilt also insbesondere, dafl

Beispiel 20.3
Die Funktion F: [0,00) — R : x — "3—3 ist eine Stammfunktion von f : [0, 00) —
R :x — x?, da F/ = f. Man beachte, da8 wir aus Beispiel 19.20 wissen, daf

3
Fly) = Yy _ J: f(x) dx.

Diese Beobachtung werden wir im folgenden Satz verallgemeinern.

Satz 20.4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Es sei I C R ewn Intervall, f: 1 — R stetig und a € 1.
Dann ist die Funktion F: 1 — R:y— J'g f(x) dx eine Stammfunktion von f.

Beweis: Sei ¢ € I gegeben. Wir miissen zeigen, dafl F in c¢ differenzierbar ist mit
F'(c) = f(c). Sei dazu wiederum & > 0 gegeben. Dann miissen wir ein §. > 0 finden,
so daf3
Fly) —F(c)
y—c
fiir alle y € I mit 0 < |y —c| < &, gilt.

—f(c)| < ¢

Da f stetig in c ist, gibt es ein 6, > 0, so daf3

F(x) = fle)l < 5 (54)
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fiir alle x € I mit |[x —c| < 8. Sei nun ¢ #y € I mit [y — ¢| < &, dann gilt

F(y) —F 1 Y ¢
FW —Fe) o = - (J f(x) dx—J f(x) dx) —f(e)
y—=c y—=c a a
1 K
1224 | f(x) dx — f(c)
Yy—Cc Je
1 Y f(c) - (u—
_ M ax - fe) -y =¢)
y—c¢c J y—=c
T Jf(c)d
= | f(x) dx e fle) dx
y—c¢c J y—=c
1 Y
1221 | (f(x) — flc)) dx
U —C JC
19.26 1 Y
. J }f(x) — f(c)} dx
|1J - C| c
(54),19.21 y
. J € ax
|y - C’ c 2
ly—cl ¢
sz < E.
ly—cl 2
O
Korollar 20.5 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Es sei f:la,b] — R stetig und F sei eine Stammfunktion von f. Dann gilt
b
J f(x) dx = F(b) — F(a).
Beweis: Wegen Satz 20.4 und 20.2 gibt eine Konstante ¢ € R, so dafl
y
Fly) = J f(x)dx+c
fiir alle y € I gilt. Setzen wir y = a ein, so erhalten wir
F(a) :J f(x)dx+c=04+c=c,
und mithin gilt insbesondere
b
J f(x) dx = F(b) —c = F(b) — F(a)
O

Bemerkung 20.6
Es sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig.

a. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 20.4 besagt im wesentli-
chen, dafl die Differentiation die Umkehrung der Integration ist.
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b. Ist F: I — R eine Stammfunktion von f und a,b € I, so schreiben wir auch

c. Wir nennen den Ausdruck
Jf (x) dx

ein unbestimmtes Integral. Man verwendet ihn gemeinhin, um eine beliebige
Stammfunktion F zu bezeichnen, und schreibt dann F(y) = [Y f(x) dx.

A) Stammfunktionen aus Ableitungen ablesen

Beispiel 20.7 (Einige ausgewéhlte Stammfunktionen)

In den Abschnitten 17 und 18 haben wir fiir eine Vielzahl stetig differenzierbarer
Abbildungen die Ableitungen kennengelernt. Im Umkehrschlufl haben wir damit fiir
die Ableitungsfunktionen auch Stammfunktionen gefunden. Wir wollen fiir einige
wichtige Beispiele von Funktionen f hier die Stammfunktionen F in tabellarischer

Form zusammenstellen.

f F=[f(x)dx f F=[f(x)dx
exp exp exp,, aF# 1 1nga) - €XP,
cos sin sin — oS

x 1 In x—x% —l#aeR|x— 7 -x*
X — X;ﬁ arctan Colsz tan

Beispiel 20.8 (Fliacheninhalt eines Sinusbogens)
Wir kénnen den Fldcheninhalt unter einem der Bogen der Sinusfunktion berechnen

als

J sin(x) dx = —cos(x)’g = —cos(m) +cos(0) =1+1=2.
0

| m
B) Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Korollar 20.9 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Es sei f:]a,b] — R stetig, a <b. Dann gibt es ein c € (a,b) mit

r f(x) dx = f(c) - (b — a).

a
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Beweis: Die Funktion F: [a,b] — R:y — qu f(x) dx ist nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung 20.4 eine Stammfunktion von f und damit dif-
ferenzierbar. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung erhalten wir deshalb
ein ¢ € (a,b) mit

Bemerkung 20.10 (Geometrische Interpretation des Mittelwertsatzes)

Der Mittelwertsatz besagt, dal das Rechteck mit den Seitenldngen b — a und f(c)
den gleichen Fliacheninhalt hat, wie die Fliche, die der Graph von f mit der x-Achse
einschlief3t.

C) Partielle Integration

Satz 20.11 (Partielle Integration)
Sind w,v : [a,b] — R stetig differenzierbar, dann gilt

b b
J u(x) - v/(x) dx = u(x) -v(x)] —J u’(x) - v(x) dx.

a a

Beweis: Aufgrund der Produktregel gilt (w-v)'(x) = u(x) - v/(x) +u'(x) - v(x) fiir
x € [a, b], und mithin ist u-v eine Stammfunktion von x — u(x)-v/(x)+u’'(x)-v(x).
Da letztere Funktion stetig ist auf [a, b] folgt aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung 20.4 und wegen der Linearitét des Integrals 19.21

b b

u/(x)-v(x) dx = J u(x) v/ (x)+u'(x)-v(x) dx = u(x) ~v(x)] .

a
a

Jb u(x)-v'(x) dx+J

a a

Damit ist die Aussage bewiesen. O

Bemerkung 20.12 (Partielle Integration als Umkehrung der Produktregel)

Die partielle Integration ist die Umkehrung der Produktregel. Man wendet sie an,
wenn man hofft, das Integral iiber u’ - v leichter berechnen zu kénnen als das iiber
u-v’. Auch mit partieller Integration kann man Stammfunktionen berechnen, indem

man b durch die Variable y ersetzt und a ignoriert.

Beispiel 20.13 (Stammfunktion von cos?)
Wir wollen eine Stammfunktion von cos? mit Hilfe partieller Integration berechnen.

Dazu betrachten wir u(x) = cos(x) und v’(x) = cos(x). Dann ist v(x) = sin(x), und
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es gilt
y y
J cos?(x) dx :J u(x) - v'(x) dx = u(x) ~v(x)]y —J u/(x) - v(x) dx

=cos(x) - sin(x) ’y — | —sin?(x) dx

J

=cos(x) - sin(x) ‘y — | cos?(x) —1dx

" y

=cos(x) - sin(x) ’y — | cos?(x) dx + J 1dx
-Jhy

=cos(x) - sin(x)[? — | cos®(x) dx +x|".

J

Addieren wir auf beiden Seiten fy cos?(x) dx und teilen durch 2, so erhalten wir

F cos®(x) dx = = - (y + cos(y) - sin(y)).

N =

D) Der Satz von Taylor

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und unter Anwendung
der Methode der partiellen Integration ergibt sich eine Integralform fiir das Restglied

im Satz von Taylor.

Korollar 20.14 (Satz von Taylor — Restglied in Integralform)
Sei f: 1 — R n+ 1-fach stetig differenzierbar auf dem Intervall I und x,a € 1.
Dann gilt

f(x) — TR (%) =J 0 yray.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Fiir n =0 gilt

100 = T = 100~ 0) 2 [ Py ay = [ T2 ey ay

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 20.4.

Nun setzen wir voraus, dal n > 1 ist und daf} die Aussage fiir n — 1 bereits gezeigt
ist und wir wollen sie fiir n zeigen. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung gilt dann

X £(n)
f(x)—T;}J(x):j W)y ay,

a (TL—])'

Wir setzen nun u(y) := ’E:i(ﬁ,) und v'(y) == (x —y)

n—

" und wenden partielle In-

tegration an. Die Stammfunktion von v’ ist durch v(y) = @ gegeben, so dafl
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wir

X

). S(x—y)" ! ay :J u(y) -v'(y) dy

a

ﬂﬂ—ﬂfu):J

=u(y) - v(y) :_r”'(y) -v(y) dy
iy —x—yr[ Ty -y
-1 n _Lwn—nf no
(n) X £(n+1)

= f n(!a) . (x—a)n-i-Ja fT'(y) ~(x—y)" dy.

. . (n) . . :
Bringen wir den Summanden * nl(a) - (x — a)™ auf die linke Seite, so erhalten wir

£(n) ((1)
n!

()
n!

£00) = TR () = F(x) = Ty () — .m_apzj

a

- (x —y)" dy,

und damit folgt die Behauptung mittels des Prinzips der Induktion. O

E) Die Substitutionsregel

Satz 20.15 (Substitutionsregel)
Es sei 1 C R ein Intervall, f: 1 — R stetig und @ : [a,b] — R stetig differenzier-
bar mit Im(@) C 1. Dann gilt

¢(b) b
J f(x) dx = J f(p(x)) - @'(x) dx.

o(a) a

Beweis: Da ¢ stetig ist, nimmt ¢ sein Minimum und sein Maximum an, d.h. es

gibt y,z € [a,b] mit @(y) < @(x) < @(z) fiir alle x € [a, b], und mithin ist

Im(¢) = [@(y), @(z)] C 1

ein Intervall. Als stetige Funktion besitzt f nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung 20.4 auf diesem Intervall eine Stammfunktion F. Aus der Ket-

tenregel 17.16 folgt dann

(Foe)'(x) =F (o) @'(x) =fe(Xx) - ¢'(x),

so da Fo @ eine Stammfunktion von x +— f((p(x)) -@'(x) auf [a, b] ist. Dann kénnen
wir Korollar 20.5 anwenden und erhalten

¢(b)

b
| #(000)- 000 ax 2 (Fo)(b)~(Fop) (@) = Flo (b)) ~F(o(a)) 2 | flx e

a ¢(a)

Bemerkung 20.16 (Die Substitutionsregel als Umkehrung der Kettenregel)
a. Die Substitutionsregel ist die Umkehrung der Kettenregel.
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b. Es ist {iblich, bei der Formel fiir die Substitutionsregel auf der linken Seite
statt der Variablen x die Variable z zu verwenden, so dafl die Formel folgende
Gestalt hat:

¢(b) b
J f(z) dZ:J f(p(x)) - @'(x) dx.

o(a) a
Man sagt dann, dafl man @(x) durch z substituiert oder umgekehrt, je nach-

dem ob man die linke durch die rechte Seite ausrechnen will oder umgekehrt.
Man schreibt z = ¢@(x).

Diese Schreibweise kann man nutzen, um sich fiir die Substitution eine Esels-
briicke zu bauen. In Anlehnung an die Schreibweise @’ = %(f kann man mit

z = @(x) dann auch
, dz
¢'(x)dx = —dx=dz

dx
schreiben. Damit wird aus der Substitutionsformel ohne Integralgrenzen dann
d
[ ot o ax= [z F ax = [ ) az

c. Man kann mit Hilfe der Substitutionsregel auch Stammfunktionen ausrechnen,
indem man die Integrationsgrenze b durch die Variable y ersetzt und a igno-

riert.

Beispiel 20.17 (Stammfunktion von x — x - exp(x?))
Wir wollen das Integral fz X-exp (xz) dx fiir a, b € R berechnen. Dazu substituieren
wir z = x?, d.h. wir betrachten @ :R — R:x— x%, @'(x) =2xund f: R — R :

Z %(Z). Da zudem f eine Stammfunktion von f ist, folgt damit

b b o(b)
J x - exp (x) dx :J f(p(x)) - @'(x) dx = J N f(z) dz
B b? exp(z) . exp (bz) exp (az)
_Lz — EE

Beispiel 20.18 (Stammfunktion von tan)

Wir wollen eine Stammfunktion fiir den Tangens auf dem Intervall (— % TE‘) bestim-

men. Dazu substituieren wir z = cos(x), d.h. @(x) = cos(x), @’(x) = —sin(x) und
f(z) = —%. Dann erhalten wir
y y 1 y
J tan(x) dx:J — - (—sin(x)) dx:J f(p(x)) - @'(x) dx
cos(x)

cos(y) cos(y) 1
:J f(z) dZ:J — dz

— — In(z)| "

=—In (Cos(y)).

).

Also ist —Inocos eine Stammfunktion von tan auf ( -7,

Beispiel 20.19 (Stammfunktion von x — /1 —x?)
Wir wollen mit Hilfe von Substitution eine Stammfunktion fiir die stetige Funktion

NI

f:-11]—R:z—1—2?
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bestimmen. Dazu substituieren wir z = sin(x), d.h. @(x) = sin(x), @’(x) = cos(x)
und b = arcsin(y). Dann definiert

Yy re(b) b
F(y)zJ V1—22dz = f(z) dZZJ f(p(x)) - @'(x) dx

rarcsin(y)
= \/1 —sin?(x) - cos(x) dx

rarcsin(y)
= v/ cos?(x) - cos(x) dx

rarcsin(y)

cos?(x) dx

20.13 arcsin(y)

- (x + cos(x) - sin(x))

arcsin(y)

- (x + v/cos?(x) - sin(x))

— N = N = S

arcsin(y)
5 (x +4/1 —sin*(x) - sin(x)) ’

_arcsin(y) +y - /1 —y?

B 2

eine Stammfunktion von f auf [—1,1].

Beispiel 20.20 (Flacheninhalt eines Kreises)

Wir wollen nun den Fliacheninhalt eines Kreises berechnen. Die obere Halfte des

Einheitskreises mit dem Ursprung als Mittelpunkt

Ki(0):={(x,y) e R* | ¥* +y* =1}

ist die Flache, die der Graph der Funktion

f:-1,1] —R:x— V1—x%x2

mit der x-Achse einschlief3t.

Mithin ist das Integral

1
J] de 2019 arcsin(x) +x - VT —x2
- 2
1

arcsin(1) arcsin(—1) = ( 71) s
2 2 4
die Halfte des Flacheninhaltes des Einheitskreises.
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Der Kreis mit Radius r und dem Ursprung als Mittelpunkt ist
Ki(0):= {(x,y) € R? | ¥’ +y* =17},

und sein Flacheninhalt ist entsprechend das Integral

Z-J V12 —x2dx.

Um dieses zu berechnen, substituieren wir z = %, d.h. @(x) = %, ¢'(x) = 1;, e(r) =

T T’

1, @(—r) = —1 und f(z) = V1 — z2. Wir erhalten dann
x2 1

Z-J \/rz—xzdx=2-r2-J 1——.—dx

Ly T
1

=2-r2-J \/1—zzdz=2-§-r2=ﬂ-r2
-

als Fliacheninhalt von K, (0).

F) Partialbruchzerlegung

Bemerkung 20.21 (Partialbruchzerlegung)
Jede rationale Funktion r = g 1aBt sich schreiben als

£
r=L—h4? (55)

g9 q

wobei h, p und g Polynome sind mit deg(p) < deg(q). Dies folgt sofort mittels
einer einfachen Polynomdivision, wie sie in der Vorlesung Algebraische Strukturen
eingefiihrt wird.

Nicht offensichtlich ist, daf} sich der Bruch % als Summe von Ausdriicken der Form

_A o BtEC (56)

(t—a)k (t2 + bt +c)k
fiir geeignete A, B, C, a, b, c € R mit 4b — a? > 0 schreiben 148t. Genauer kann man
zeigen, daB wenn (t — a)™ bzw. (t> + bt + ¢)™ die héchste Potenz von t — a bzw.
von t? + bt + c ist, die das Polynom q teilt, so kommen in der Summe Ausdriicke
der Form (56) fiir k = 1,...,n vor. Eine solche Darstellung nennt man dann die
Partialbruchzerlequng von %. Wir werden unten in einem Beispiel sehen, wie man
diese unter Umsténden finden kann.
Eine rationale Funktion wie in (55) ist stetig auf ihrem Definitionsbereich, der eine
Vereinigung von endlich vielen Intervallen ist. Mithin ist sie auf allen abgeschlossenen
Teilintervallen ihres Definitionsbereiches integrierbar. Um nun eine Stammfunktion
von 1 zu bestimmen, reicht es im wesentlichen, Funktionen der Form (56) zu inte-
grieren. Dies ist mit Hilfe unserer bisherigen Methoden vergleichsweise einfach, sei

in der allgemeinen Form aber dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.
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Beispiel 20.22 (Integration mit Partialbruchzerlegung)
Wir wollen das folgende Integral berechnen:
Jz 3+ 3P+ 6xF +x—2

: x3 + x2 dx.

Polynomdivision von 3t> + 3t* + 6t% +t — 2 durch t* + t* liefert

3 +3tP 6t 4+t —2
B+t 3 4 t? q

Dabei faktorisiert q als
q="t* (t+1).

Das Prinzip der Partialbruchzerlegung 148t uns nun nach Zahlen A, B, C € R suchen,

so daf3
6t?+t—2 A B C

vre 12t
gilt. Bringen wir die rechte Seite auf den Hauptnenner, so erhalten wir
6t +t—2 A-t-(t+1) B-(t+1) C-t
B+t2 Bt B+t B2
(A+C)-t>+(A+B)-t+B
3+ t2 '

Ein Koeffizientenvergleich der Polynome im Z&hler der beiden Seiten fithrt zu den

Gleichungen:
A+C=6, A+B=1 und B=-2
Daraus lesen wir ohne Schwierigkeiten
A=3 B=—-2 und C=3

ab. Fiir unser Integral ergibt sich daraus

2 2.5 4 2 ) 2 2 25 2
J 3% +3x" +6x 4 x dx:J 3x2dx+J idx%—J’ —dx+J 3 ix
] X3+X2 1 1 X ]Xz ]X+]

3 2 2
—x +3-ln(x)+;+3-ln(x+1)‘1

=8+3-In(2)+14+3-n(3)—1-3-In(1)—2—3-1n(2)
—3.1n(3) + 6.

G) Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integration

Satz 20.23 (Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integration)
Die Folge (fn)nen stetiger Funktionen f,, : [a, b] — R konvergiere auf [a,b], a < b,
gleichmifsig gegen f : [a,b] — R.
Dann ist auch die Grenzfunktion f stetig auf [a,b] und fir alle y € [a,b] gilt
y y
J f(x) dx = lim J fo(x) dx. (57)

=
a n—ee Ja

D.h. der Grenzwert der Stammfunktionen der f,, ist eine Stammfunktion von f.
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Beweis: Nach Satz 15.6 ist f als gleichméBiger Grenzwert stetiger Funktionen stetig.
Da stetige Funktionen nach Satz 19.12 integrierbar sind, existieren die Integrale in
(57). Es bleibt, fiir y € [a, b] zu zeigen, da8

nh_)n;) F falx) dx = Jy f(x) dx.

Sei dazu € > 0 gegeben. Da (fn)nen auf [a, b] gleichméBig gegen f konvergiert, gibt
es ein n, € N, so daB fiir alle n > n, und fiir alle x € [a, b]

£
folx)—f < —. 58
fulx) ~ 0] < 3 —o (55)
Dann gilt fiir n > n, auch
Y Y 19.26 (Y 19.21,(58) Y € €
J f(x) dx—J f(x)dx| < J [fa(x) —f(x)|dx < J ——dx < = <e.
a a a a 2. (b - (1) 2
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Bemerkung 20.24
a. Wie in Bemerkung 18.18 wollen wir wieder darauf hinweisen, dafl wir in Satz
20.23 gezeigt haben, dafl zwei Grenzwertprozesse vertauschen. Es gilt ndmlich

b b
lim lim ZS(fn,Zm, ™) = lim J fu(x) dx:J f(x)dx = lim lim ZS(fn,Zm, ™).
n—oo m—oo n—oo a a m—00 N—0o0

b. Ersetzen wir in Satz 20.23 die Voraussetzung stetig durch integrierbar, so wird
auch die Grenzfunktion f nur noch integrierbar sein, es gilt aber nach wie vor

r f(x) dx = lim Jb fo(x) dx.

a n—oo a

Wir geben unten einen Beweis fiir diese Aussage.

c. Wir kénnen mit Satz 20.23 und dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung 20.4 einen wesentlich kiirzeren Beweis der Vertauschbarkeit von
Grenzwert und Ableitung 18.17 geben:

und da
die f/ stetig sind, folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-

Die Funktionen f,, in Satz 18.17 sind jeweils Stammfunktion von f},

nung 20.5
y

fuly) — fula) = | 10 ax.

a

Bilden wir auf beiden Seiten den Grenzwert, so folgt mit Satz 20.23

Y Y

fl(x) dx — J g(x) dx.

a

f(y) — f(a) —— Fuly) — fula) :J

a

Also ist
Y

f(y) = f(a) +j g(x) dx

a

fiir y € [a, b], so da f nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung 20.4 differenzierbar ist auf [a, b] mit

f'ly) =0+ gly) = g(y)
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fiir alle y € [a, b].

Beweis von Teil b. Wir zeigen zunéchst, dafl die Folge (f ful dx) nen Konver-

giert.

Sei dazu ¢ > 0 gegeben. Da (f,,)nen auf [a, b] gleichméBig gegen f konvergiert, gibt
es ein n; € N, so daf fiir alle n > n, und fiir alle x € [a, b]

3
[fn(x) — f(x)] < 3. b—a) (59)
Dann gilt fiir m >n > n,
() = Fu(0] < ) = F001+ 10 — a0 < 52 (60)

fiir alle x € [a, b] und mithin

b b 19.26 b 19.21,(60) (b 2¢ 2e
J fm(x) dx—J fa(x)dx| < J fn(x) —fa(x)dx < J ——dx=—<e.
a a a a 3. (b - (1) 3

Also ist die Folge (fz fr(x) dx)ne]N eine Cauchy-Folge und damit konvergent. Wir

setzen

b
[:= lim J fa(x) dx.

Nun wollen wir das Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit 19.19 anwenden, um zu
zeigen, dafl f integrierbar ist und daf§ I = IZ f(x) dx. Sei dazu (Zy, ®™)men eine
Folge von Zerlegungen von [a,b] und Zwischenpunkten mit 1(Z,,) — 0, und sei
€ > 0 gegeben. Wir wihlen nun n, € IN wie oben.

Auflerdem, da hm f fo(x) dx =1, gibt es ein N, € N, so daf}

b £
J fo(x) dx — I’ < 3 (61)
fir alle n > N,.
Wir setzen n := max{n., N.}. Fiir eine beliebige Zerlegung Z = (xo,...,Xx) von
[a, b] mit Zwischenpunkten & = (&,..., ) gilt dann
K
’ ZS(Z> fTU O() - ZS(Z) f) CX” = Z(Xi - Xif1) ' (fn(oci) - f(“l))
i=1
k
<3 i—xin) - [falo) — )] (62)

i=1

(59
<

£ 3

( Xif]).3~(b—a_):§'

'I\/]v”

i=1

Da f, integrierbar ist, gibt es wegen des Folgenkriteriums fiir Integrierbarkeit 19.19

zudem ein m; € N, so dafl

b
Zs(fm Zm) (xm) - J fn(x) dx

a

< § (63)
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fir alle m > m,.
Damit erhalten wir fiir m > m, insgesamt

| ZS(f, Zim, ™) — 1| <
b
< | ZS(F, Zomy &™) — ZS(Fy Zoy &™)| 4+ | ZS(Fy Zumy ™) —J falx) dx

a

+ Jb fn(x) dx — I‘

a

(61),(6<2),(63) £ € n £ _.
33 3 7
Damit haben wir gezeigt, daf§ ZS(f, Z,,, ™) — I und die Behauptung folgt dann

aus dem Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit 19.19. U

Korollar 20.25 (Integration von Potenzreihen)

Es sei ) 2 an - t" ein Potenzreihe iber R mit Konvergenzradius v > 0.

Dann ist die Funktion f : (—r,r) — R 1 x — Y > an - X" auf jedem Intervall
[a,b] C (=, 1) integrierbar und

F:(—7r,1) — R: yHZn+] Tha

st eine Stammfunktion von f. Sie entsteht durch gliedweises Integrieren.

Beweis: Die Folge stetiger Funktionen (f,,)nen mit

fo:(—1,7) HR:XHZak-xk
k=0
konvergiert auf [a, b] gleichmé&Big gegen f (siehe Satz 15.4). Also ist f nach Satz 15.6
stetig auf [a, b]. Fiir y € (—r, 1) gilt nach Satz 20.23 zudem
Y Y n
J f(x) dx = lim J fa(x) dx 221 Jim Z ay J Xk dx 2 l
—0

0 n—oo 0

=

k:

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Man kann durch gliedweises Integrieren Stammfunktionen berechnen oder auch Po-
tenzreihendarstellungen von Funktionen aus der Potenzreihendarstellung ihrer Ab-

leitungen herleiten, wie wir im folgenden Beispiel sehen werden.

Beispiel 20.26 (Reihenentwicklung durch gliedweise Integration)
a. Die Potenzreihe zur Exponentialfunktion ist

oo tn
P
n=0
Durch gliedweises Integrieren erhalten wir die Potenzreihe

e ‘l tn-‘r] e tn

D R TR B

und diese definiert eine Stammfunktion von exp. Sie unterscheidet sich von der

bereits bekannten Stammfunktion exp von exp um die Konstante 1.
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b. Die Funktion f: (—1,00) — R : x +— In(1+4x) ist differenzierbar mit Ableitung
1

T+x

Mit Hilfe der geometrischen Reihe sehen wir, dafl

f'i(=1,00) — R:x

/ _ 1 _OO_ n_oo_ n . n
PN = ooy~ L =

fiir alle x € (—1,1) gilt. " ist dort also durch die Potenzreihe ) > (—1)" - t"
gegeben. Durch gliedweises Integrieren finden wir eine Potenzreihendarstellung

einer Stammfunktion von f’:

Zn+1

auf dem Intervall (—1,1). Da auch f auf (—1,1) eine Stammfunktion von f’

n=1

ist und zwei Stammfunktionen sich nur um eine Konstante ¢ unterscheiden,
werten wir f und diese Potenzreihe in a = 0 aus, um ¢ zu bestimmen. Wir
erhalten damit

0" =In(1) — 0 = 0.

[e.e] (_
E

Wir haben also eine Potenzreihendarstellung fiir f auf (—1,1) gefunden; fiir
€ (—1,1) gilt

o0 —1 n—1
n(1+x) =) ED™ e,
n=1
Daraus ergibt sich dann die Potenzreihendarstellung fiir den natiirlichen Loga-

rithmus

= (-
1 = (x=1"
) = Y = e )
fiir alle x € (0,2), d.h. die Taylorreihenentwicklung des natiirlichen Logarith-
mus aus Beispiel 18.34 gilt auf ganz (0, 2), und sie gilt auch im Punkt a = 2,
wie wir dort bereits gesehen haben.

Aufgaben

Aufgabe 20.27
Sei f:(—1,1) — R, x — arctan(x).

a. Finde die Taylorreihenentwicklung von f mit Hilfe gliedweiser Integration.

b. Bestimme eine Reihendarstellung fiir T und 7.

1
Aufgabe 20.28

Es sei I ein Intervall und f : I — R eine stetig differenzierbare Funktion ohne

Nullstelle. Zeige, dafi In(|f]) eine Stammfunktion von f—fl auf I ist.
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Aufgabe 20.29

Berechne mittels Partialbruchzerlegung eine Stammfunktion von

X3

x4 —4x3 +8x2 —16x+ 16

X —
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§ 21 Uneigentliche Integrale

Definition 21.1 (Uneigentliche Integrale)

Es seien a € R und b € RU{oo} mit a < b, und f: [a,b) — R sei auf [a,y]
integrierbar fiir alle y € (a,b). Falls der Grenzwert

b Y
J ) dx = limJ f(x) dx € R U {oo, —o0}
a y*}b a

existiert, so nennen wir ihn ein uneigentliches Integral. Ist fz f(x) dx € R, so

nennen wir das uneigentliche Integral konvergent.

Es seien b € R und a € RU{—oo} mit a < b, und f: (a,b] — R sei auf [y, b]
integrierbar fiir alle y € (a,b). Falls der Grenzwert

b b
J f(x) dx := limJ f(x)dx € RU{oc0,—o0}
a y—a Jy

existiert, so nennen wir ihn ein uneigentliches Integral. Ist fz f(x) dx € R, so

nennen wir das uneigentliche Intgral konvergent.

Es seien a € RU{—oo} und b € RU{oo} mit a < b und fiir f : (a,b) — R gebe
es ein ¢ € (a, b), so dass die uneigentlichen Integrale J": f(x) dx und J'Z f(x) dx

konvergent sind, dann nennen wir auch
b c b
J f(x) dx := J f(x) dx+J f(x) dx
a a C

ein konvergentes uneigentliches Integral. Aus der Additivitédt des Integrals folgt,
dass die Definition der linken Seite unabhéngig von der Wahl von c ist.

Beispiel 21.2

Das folgende uneigentliche Integral ist konvergent mit Grenzwert 1:

00 Y
exp(—x) dx = lim J exp(—x) = lim —exp(—x)‘;J = lim 1 —exp(—y) =1.

y—oo |, y—00 y—o0

b. Essei a € R mit a # 1. Dann gilt fiir das uneigentliche Integral

1 Y —a+1 y
J —dx = lim J x “dx = lim X )
1 X8 y—oo |4 y—oo —a + 11

— i —
o L fallsa> 1.

y' T J oo fallsa<l,
UHOO]_G. ]—(1_ o’

Das folgende uneigentliche Integral ist konvergent mit Grenzwert 2:

1
1 ) y )
L mdx:élg%—z-\/]—xlo_Z—Equ-\/]—y_z.
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d. Der Flacheninhalt unter dem Graphen von f: R — R :x — # ist 7

& 1 <] 0 1
J_oo1+x2dx N Jo 1+x2dX+J_OO1+x2dX

y
= lim arctan(x)’ + lim arctan(x)
y—oo 0 y——0o0 y

. . Tt T
= lim arctan(y) — lim arctan(y) == + = = .
y—00 y——o0 2 2

Bemerkung 21.3

Die Linearitit und die Monotonie des Integrals (siche Korollar 19.21) sowie die
Additivitat des Integrals (siehe Proposition 19.24) und die Dreiecksungleichung fiir
Integrale (siehe Proposition 19.26) gelten analog auch fiir uneigentliche Integrale.
Der Beweis folgt unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen fiir Integrale zu-

sammen mit den Grenzwertsatzen 13.10.

Lemma 21.4 (Monotoniekriterium fiir uneigentliche Integrale)

Es seia e R undb € RU{oo} mit a <b, und es sei f:[a,b) — Rxo integrierbar

auf [a,y] fir alley € (a,b). Gibt es eins € R mit Jﬂi f(x) dx <'s fir alley € (a,b),
b

so ist [, f(x) dx konvergent.

Beweis: Die Funktion

F:[a,b)HR:yHFf(x)dx

a

ist monoton wachsend, da f nur nicht-negative Werte annimmt.

Wir betrachten nun eine monoton wachsende Folge (a, )nen und die zugehorige Folge
(F(an))nelN von Funktionswerten. Diese ist monoton wachsend und beschrénkt durch
s, mithin ist sie konvergent, d.h. es gibt ein I € R mit

Ja“ f(x) dx = F(a,) — L.

a

Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es also ein n. € IN, so dass

I—F(a,) =1|Fla,) — I < e.

Wir wollen nun zeigen, dass fz f(x) dx gegen I konvergiert und unterscheiden dazu
die beiden Fille b = oco und b € R.

1. Fall: b = oco: Fiir € > 0 setzen wir nun s, := a,_, so dass fiir y € [a,00) mit

Yy > a,, dann

|F(U) _I| - I_F(y) < I_F(ane) <§,
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gilt, da F monoton wachsend ist. Mithin gilt

J'Oo f(x) dx = lim F(y) = 1.

a y—o0
2. Fall: b € R: Fiir ¢ > 0 setzen wir 6, := b —a,, > 0, so dass fiir y € [a,b)
mit b—y=|y—>bl < =b—a,, auchy > a,, und damit
[Fly) = Il =1—-F(y) < I—Flan,) <¢,

gilt, da F monoton wachsend ist. Mithin gilt wieder

J'00 f(x) dx = lim F(y) =1L

a y—o0

Satz 21.5 (Integralkriterium fiir Reihen)
Es sei a € N und f: [a,00) — Rso sei monoton fallend und auf [a, c] integrierbar
fiir alle ¢ € [a,00). Dann gilt:

J f(x) dx ist konvergent < Z f(n) ist konvergent.

a

In dieser Situation gilt zudem
S i < [iex < Y i
n=a+1 a n=a
Beweis: Fiir m € IN mit m > a betrachten wir die Zerlegung
Z,:=(a,a+1,a+2,...,m)
des Intervalls [a, m]. Da f auf [a, m] monoton fallend ist, erhalten wir

Zf =US(f, Zy) < J

n=a+1 a

Ist die Reihe > °°
y < m und aus (64) folgt dann

m m—1 0o
[ ax< | ax < Y < Yt

a a

m

m—1
f(x) dx < OS(f,Zy) = ) _f(n) (64)

o f(n) konvergent und y € (a, 00), so wihlen wir ein m € IN mit

so dass das Integral jzo f(x) dx nach dem Monotoniekriterium 21.4 konvergent ist.

[st umgekehrt das Integral foo f(x) dx konvergent, so ist die Folge der Partialsummen

o0

Sm :—Zf < f(a Jmf(x) dng(a)—FJ f(x) dx

a a

monoton wachsend und beschrénkt, mithin konvergent.

Die Abschéitzung fiir die Grenzwerte der Reihen und des Integrals folgt unmittelbar
aus (64), indem man m gegen unendlich gehen lésst. O
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Beispiel 21.6
Ist a € R mit a > 1, so ist die Reihe ) 7, n]_a konvergent, nach Satz 21.5 und Teil b.
von Beispiel 21.2 .

Bemerkung 21.7
Wenn fzo f(x) dx konvergiert, so muss nicht lim f(x) = 0 gelten!

Wir betrachten eine Funktion f: [1,00) — R, die auf dem Intervall [n,n + 1] den

folgenden Graphen besitzt:
n

n n+5 n+% n+1

Dann ist

n+1 1 2 1
Jn f(X)dXZEEnZE

der Flacheninhalt des obigen Dreiecks. Also ist das uneigentliche Integral
00 n+1
JfWMx:E&J M—ﬁ&}iw—21§<aa
L L n=1
konvergent, aber lim f(x) # 0, da

X—00

1
f(n+—3) =n — 0.
n

Aufgaben

Aufgabe 21.8
Untersuchen Sie, fiir welche t € R das uneigentliche Integral fgox - e~ ™ dx konver-

giert und bestimmen Sie fiir diese den Wert des Integrals.

Aufgabe 21.9
a. Zeige Sie, fiir y € (0, 00) ist das uneigentliche Integral

J XY~ exp(—x) dx
0

konvergent.

b. Die Funktion I': (0,00) — R :y — fgo XY - exp(—x) dx erfiillt die Funktio-
nalgleichung
FMy+1)=y-Tly)
fiir y € (0, 00).

c. FirneNgiltl'n+1)=
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Aufgabe 21.10
a. Zeigen Sie, fiir jedes y € (0, 00) ist die Funktion
1 1

g:(O,m)—)R:XH;—X+y

streng monoton fallend.
b. Zeigen Sie mit Hilfe des Integralkriteriums fiir Reihen, dafl die Reihe
= /1 1
> (i)
fiir jedes y € (0, 00) konvergiert.

c. Zeigen Sie, die Folge (fn)nen mit

1 > 1
f:(O,oo)HR:XH;—i—Z
k=1

d. Zeigen Sie, die Funktion

1 = /1 1
F: (0 — R:y— ——+ -
ist eine Stammfunktion von f auf (0,00) und erfiillt fiir alle y € (0, 00) die

Bedingungen F'(y) > 0 und F(y +1) — F(y) = :_;

e. Zeigen Sie, ist G : (0,00) — R eine differenzierbare Funktion mit G’(y) > 0
und G(y+1) — Gy) = % fiir alle y € (0, 00), so unterscheiden sich F und G

nur um eine Konstante.

f. Zeigen Sie, die differenzierbare Funktion

H:(0,00) — R:x— (In(M(x))) =

erfiillt die Bedingungen H'(y) > 0 und H(y+1)—H(y) = 11] fiir alley € (0, c0).
Man nennt H auch die Digammafunktion.

Hinweis zu Teil e.: setzen Sie Fn(y) = —& + Zzzl (% — ﬁ) und zeigen Sie G(y) —Fn(y) = Gy +n+
N-=>r, %; nutzen Sie dies, um (G —F)’(y) > 0 fiir alle y zu zeigen; zeige ferner, dass G — F 1-periodisch

ist und folgern Sie dann, dass G — F konstant ist.

Aufgabe 21.11

Zeigen Sie, f; Xt In(x)™ dx = ((:t)% fiir alle t > —1 und fiir alle n € IN.



226 II. EINDIMENSIONALE ANALYSIS

Aufgabe 21.12 (Cauchy-Kriterium fiir uneigentliche Integrale)
Es seien a,b € R mit a < b und f: [a,b) — R sei auf [a,y] integrierbar fiir alle
y € (a,b). Zeigen Sie, genau dann existiert das uneigentliche Integral IZ f(x) dx,

wenn

< E.

Jt f(x) dx

S

Aufgabe 21.13 (Uneigentliche Integrale beschriankter Funktionen)
Es seien a,b € R mit a < b und f: [a,b) — R sei eine beschrinkte Funktion, die

Ve>0dc.€la,b) : Ve <s<t<b gilt

fiir alle y € (a,b) auf [a,y) integrierbar ist. Zeigen Sie, dann ist das uneigentliche
Integral fz f(x) dx konvergent.
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