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Ubungen zur Analysis II

Aufgabe 29. (a) Sei (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum und ||-[|: V' — [0, c0) die induzierte
Norm. Zeigen Sie, dass dann fiir || - || die so genannte Parallelogrammgleichung gilt: Fiir alle
v,w eV ist:

lv+wl* + [Jo = w|* = 2(][v[|* + [[w]]*).

(b) Zeigen Sie, dass die Maximumsnorm || - [|oo: R" — [0, 00) auf R",
e o= ().
fiir n > 2 nicht von einem Skalarprodukt auf R™ kommt.

In einem euklidischen Vektorraum (V/ (-, -)) heifit ein Tupel (e;);er von Vektoren in V' ortho-
normal, wenn fiir alle 7, j € I gilt: (e;, e;) = 0;;. Hier bezeichnet ¢;; das Kroneckersymbol, d.h.:
(SU:OfUI"L#j, undéwzlfmw:j

Aufgabe 30. Wir betrachten den Folgenraum V := Abb(N, R) mit seiner natiirlichen Vektor-
raumstruktur (z,) + (y,) = (T, + y) und X - (z,) := (Azy,), fir (x,), (y,) € V und A € R.

(a) Zeigen Sie, dass
2= {(z,) €V : Zaji < oo}
n=1
ein Untervektorraum von V ist.

(b) Zeigen Sie, dass dim [? = oo ist.
(c) Zeigen Sie, dass durch

<(xn>’ (yn)> = anyn

ein Skalarprodukt auf [* gegeben ist.
(d) Zeigen Sie, dass die Folgen e, = (8,un)men (n € N) orthonormal in [? sind.

Aufgabe 31. Sei V' der R-Vektorraum aller 27-periodischen, stetigen Funktionen auf [0, 27].
(a) Zeigen Sie, dass durch

(o= 5 [ f@lgla)da

ein Skalarprodukt auf V' gegeben ist.



(b) Zeigen Sie, dass die Vektoren ¢y, ¢, s, (fiir n € N) mit
co(x) =1, cu(z) =v2cos(nz), sn(z)=+V2sin(nz) firz € R,

ein Orthonormalsystem von V' bilden.

(c) Sei f € V. Zeigen Sie: Wenn es iiberhaupt eine Reihe von der Form

oo o
aopCo + 5 anCn + E b Sn
n=1 n=1

gibt, die gleichméBig gegen f konvergiert, so miissen die Koeffizienten ag, a,, b, (fir n € N) die
folgenden so genannten Fourier-Koeffizienten von f sein:

1 27

ag .\ = —
2w Jo

1 2 1 27
r)dx, a,:=— x)cos(nx)dx, b, =—— x)sin(nz) dz.
@) [ s@eostua) [ s@sin(o)
(Die Reihe mit diesen Koeffizienten wird die Fourier-Reihe von f genannt.)
Aufgabe 32 (Pfingstaufgabe). Sei X eine Menge und B(X) der R-Vektorraum aller be-

schriankten reellwertigen Funktionen auf X sowie || - || die Supremumsnorm auf B(X) (vgl.
Aufgabe 28). Zeigen Sie, dass (B(X), || - ||) ein Banachraum ist.
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