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Ubungen zur Analysis II

Definition. Zwei Normen || - ||; und || - ||z auf einem (reellen) Vektorraum V' heiflen dquivalent,
wenn es Konstanten ¢, C' > 0 gibt, so dass fiir alle v € V gilt:

cllolly < flvflz < Cllofls
Aufgabe 45. (a) Zeigen Sie, dass zwei dquivalente Normen auf einem Vektorraum V' die gleiche
Topologie auf V' (d.h.: die gleichen offenen Mengen) induzieren.

(b) Sei V' nun endlich-dimensional. Zeigen Sie, dass je zwei Normen || - ||; und || - |2 auf V'
dquivalent sind. (Hinweis: O.E. sei V' = R™ (mit n € N) und || - |2 die euklidische Norm,
|-l :=1 - |l:. Betrachten Sie nun f:S"!' — R, z + ||z].)

Definition. Seien (V.| - [|v) und (W, ]| - ||w) normierte Vektorrdume. Ein Operator T:V — W
(d.h.: eine lineare Abbildung) heifit beschrinkt, falls gilt:

17| := sup{[|Tw]lw € [0,00) = [[olly <1} < o0.
Aufgabe 46. Seien V und W normierte Vektrordume und 7:V — W ein Operator. Zeigen
Sie,
(a) dass T genau dann stetig (iiberall) ist, wenn 7" stetig in 0 ist;
(b) dass T stetig ist, genau wenn 7" beschrénkt ist;
(c) dass fiir dim V' < oo jeder Operator T stetig ist.

Aufgabe 47. Sei G C R" ein Gebiet, 9 € G und f:G — R™ (total) differenzierbar in .
Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes v € R™ gibt es eine differenzierbare Kurve a: (—¢,¢) — G (¢ > 0 geeignet), so
dass gilt: a(0) = z und &(0) = v.

(b) Ist v € R™ und a wie unter (a), so gilt:

Df(xo)v = (f 0 @) (0).

Aufgabe 48. Die Wirmeleitungsgleichung ist fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen
Ry xR" = R, (t,z) — f(t,x), gegeben durch

of
5 = O,
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Hier bei ist A der Laplace-Operator in z-Richtung. Zeigen Sie, dass der so genannte Wérmeleitungskern,

[Edls

ft,z) = /2 eXp(—T),

diese partielle Differentialgleichung erfiillt.
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