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Musterlésungen

zu den Ubungen der Analysis II

Aufgabe 29 (a) Sei (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum und ||-||: V' — [0, 00) die induzierte
Norm. Zeigen Sie, dass dann fiir || - || die so genannte Parallelogrammgleichung gilt: Fiir alle
v,w eV ist:

lv+wl[* + [Jo = w||* = 2(][v[|* + [[w]|*).

(b) Zeigen Sie, dass die Maximumsnorm || - ||oo: R" — [0, 00) auf R",
e o= ().
fiir n > 2 nicht von einem Skalarprodukt auf R™ kommt.

Losungsvorschlag.

(a) Wir rechnen einfach nach: Seien v, w € V. Dann gilt mit der Bilinearitét (B) des Skalar-
produkts

2 2
o+ w|]® + v —w|* = Vv +w,v+w) +/{v—wv—w)

=Ww+w,v+w) + (v—wv—w)
= (v,v+w) + (w,v+w) + (v,v —w) — (W, v —w) (B)

= (v, v+ w+v—w) + (w,v+w—v+w) (B)
= (v, 2v) + (w, 2w)
=2(v,v) + 2 (w,w) (B)

2 2
=24/ (v,0) + 24/ (w,w)
= 2||o]|* + 2 Jw||*
=2 (|[v* + Jw]?)

(b) Sei n € N mit n > 2. Angenommen die Maximumsnorm || - ||, wére von einem Skalar-
produkt induziert. Dann miisste nach (a) die Parallelogrammgleichung gelten. Fiir

v:=(1,0,...,0)
wi=(0,...,0,1)



wobei 0, ..., 0 fiir eine Liste von n — 1 Nullen steht (also mindestens eine Null in unserem
Kontext), gilt aber

o +w|)? + o —w|)? =12+ 12 =2#4=2- (12 +1%) =2 (|jv|%, + lw[>)

Damit kann die Parallelogrammgleichung aber nicht erfiillt sein und || - ||« kann nicht von
einem Skalarprodukt induziert sein.

In einem euklidischen Vektorraum (V/ (-, -)) heifit ein Tupel (e;);c; von Vektoren in V' ortho-
normal, wenn fiir alle 4, j € I gilt: (e;, e;) = §;;. Hier bezeichnet d;; das Kroneckersymbol, d.h.:
(5”:Ofurz7éj, und 5”:1fuI'Z:j

Aufgabe 30. Wir betrachten den Folgenraum V := Abb(N, R) mit seiner natiirlichen Vektor-
raumstruktur (z,) + (y,) = (x, + y,) und X - (z,,) := (Azy,), fir (x,),(y,) € V und A € R.
(a) Zeigen Sie, dass

? = {(z,) €V: in < oo}

ein Untervektorraum von V ist.
(b) Zeigen Sie, dass dim [? = oo ist.
(c) Zeigen Sie, dass durch

((Tn), (yn)) = Z TnlYn

ein Skalarprodukt auf [? gegeben ist.
(d) Zeigen Sie, dass die Folgen e, = (d;un)men (n € N) orthonormal in [* sind.

Loésungsvorschlag.

(a) Da die Nullfolge 02 offenbar in [? liegt, reicht es zu zeigen, dass [* abgeschlossen ist
beziiglich der gegebenen Vektorraumstruktur auf V. Seien dazu z,y € [> und \ € R.
Es sind also x,y quadratsummierbare reelle Folgen und wie iiblich schreiben wir z,, :=
z(n) und y, = y(n) fir n € N. Wir wollen nun zeigen, dass A - z und = + y auch
quadratsummierbar sind. Fiir A - x ist das klar, denn

i(/\xn)2 = i N2 = \? ixi < 00
n=1 n=1 n=1

Fiir x 4+ y beachte zunéchst, dass fiir alle n € N gilt,

0 < (2 + yn)® = 22 + 220Yn + Y2
0< (xn - yn>2 = xi — 200y + yTQL

und somit

22y < T + Yo



Das bedeutet aber
1 1
’xnyn| < —:L’i + 53/3

Mit dem Majorantenkriterium konvergiert also die Reihe

00
E TnlYn
n=1

absolut. Folglich gilt

> @ty =) (@ + 2wy +yn) =Y T2 +2> Tya+ Y yp <00
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Beachte zunéchst, dass es in einem Vektorraum mit endlicher Dimension k£ € N maximal
k linear unabhéngige Vektoren geben kann. Kénnen wir also zu jedem k£ € N auch k linear
unabhingige Vektoren in {? angeben, so muss dim /2 = oo sein. Betrachte dazu die Folgen
e, fur jedes n € N wie in (d), also

en: N—R

1 fallsm=n
m >
0 sonst

Dann ist die Menge {ey, ..., e} linear unabhéngig, denn seien A, ..., \; € R, dann gilt
k
a:= Z)‘ie" = 0p = An = a(n) = 0pz(n) = Og fir allen € {1,...,k}
i=1

da zwei Folgen z,y genau dann gleich sind, wenn x(n) = y(n) fir alle n € N.

Seien nun z,y, z € [> und A\, u € R. Wie wir bereits in (a) gesehen haben gilt

(w,y) =Y Tnyn €R
n=1

Die Abbildung (-,-): I x [? — R ist also wohldefiniert. Wir priifen die Eigenschaften eines
Skalarprodukts nach:
(i) Fiir die Bilinearitdt gilt mit der Konvergenz aller beteiligten Reihen

Mzt ey, 2) = (A + j1ya)zn)

n=

[y

- Z (AZpzn + (WYnzn)

1
00 o0

= )\anzn —i—,LLZynZn
n=1 n

— M2+ puly,z)

oo
n—



Die Linearitéit im zweiten Argument folgt aus der Symmetrie
(@A yt+p-z) =N y+p-z0) =My x) +p(z2) = M, y) + u(z, 2)

(ii) Die Symmetrie ist klar aus der Definition

oo
n=1

(iii) Fiir die positive Definitheit beachte zunéchst, dass wegen 22 > 0 fiir alle n € N auch
folgt, dass

S
n=1
Ist x = 0 so folgt aus der Bilinearitéit (z,z) = 0, denn allgemeiner gilt?

(02, 9) = (Or - 02 4+ Og - Op2, y) = Or(0s2,y) + Or(0p2,y) = Or

Ist umgekehrt = # 0, so existiert ein k& € N mit 27 > 0, also

e}

(x,z) = Za:i > a7 >0
n=1
(d) Es gilt einerseits fiir k£ € N, dass
(e, ex) = i ex(n)ex(n) = ep(k)* =1
n=1
Andererseits ist fiir £ £ m € N,
(€r, Em) Z = en(k)em(k) + ex(m)en(m) =040 =0

n=1

Aufgabe 31. Sei V' der R-Vektorraum aller 27-periodischen, stetigen Funktionen auf [0, 27].

5 | @) ds

(b) Zeigen Sie, dass die Vektoren ¢y, ¢, s, (fiir n € N) mit

(a) Zeigen Sie, dass durch

ein Skalarprodukt auf V' gegeben ist.

co(z) =1, cp(x) =V2cos(nz), sn(z) =+2sin(nz) fiir z € R,

ein Orthonormalsystem von V' bilden.

'Das gilt immer fiir reelle Skalarprodukte.
2Auch das gilt immer fiir Skalarprodukte.



(c) Sei f € V. Zeigen Sie: Wenn es iiberhaupt eine Reihe von der Form

oo (o]
aopCo + g anCn + g by Sn
n=1 n=1

gibt, die gleichméBig gegen f konvergiert, so miissen die Koeffizienten ag, a,, b, (fir n € N) die
folgenden so genannten Fourier-Koeffizienten von f sein:

T ™ 2m
ag 1= % 02 f(z)dz, a,:= ﬁ/j f(z)cos(nz)dx, b, := #/0 f(z)sin(nz) dx.

(Die Reihe mit diesen Koeffizienten wird die Fourier-Reihe von f genannt.)

Losungsvorschlag.

(a) Seien f,g,h € V und A\, p € R. Wir bemerken zunéchst, dass aus der Stetigkeit von f, g
auf [0, 27| auch die Stetigkeit von f - g auf [0, 27] folgt. Es ist also f - ¢ integrierbar und
folglich ist das Skalarprodukt wohldefiniert. Wir miissen die Skalarprodukt-Eigenschaften
nachweisen:

(i) Die Bilinearitét folgt sofort aus der Linearitét des Integrals

e fead) = [ O0@) + )

1 2

=5- | (Af(@)h(z) + ng(z)h(z)) de

_ /\—/ o dxw% /O%g(x)h(m)dx

= X f, h) + pdg, h)

und im zweiten Argument analog, bzw. aus der Symmetrie (wie in Aufgabe 30).

(ii) Die Symmetrie ist klar aus der Definition

fa =5 | s@tn = o [ o= 0.

(iii) Fiir die positive Definitheit beachte zuniichst, dass wegen f(z)? > 0 fiir alle z €

0, 2] auch folgt, dass
1 27
= —/ f(z)*dz >0
2m Jo

Ist f = 0 folgt wieder aus der Bilinearitdat (s. Aufgabe 30), dass (f, f) = 0. Ist

umgekehrt
1 2T
) =5 | pwp -

so haben wir letztes Semester gezeigt (s. Augabe 42 aus Ana 1), dass dann f(x)? =0
fir alle z € [0, 27], also auch f = 0.



(b) Wir berechnen die entsprechenden Integrale.
(i) Es gilt

Weiter ist fiir n € N

1 21 o
(coy Cn) = o . V2 cos(nz)dz = \2/—7; {E sin(naj)] ) =0
und
1 [ 2 1 o
(coy Sn) = o ), V2sin(nz)dz = —QL; {ﬁ cos(n:v)}o =0

Aufgrund der Symmetrie des Skalarprodukts ist dann aber auch
<Cna CO> - <Sn7 CO> - O

(ii) Fiir n,m € N gilt mittels partieller Integration

1 2w
(Cmy Cn) = —/ 2 cos(mx) cos(nz)dx
2 0
1 . 2 9 2
S {sm(mx) cos(m:)] 2—/ sin(ma) sin(nz)dx
T m 0 m 27T 0
_ ! {sin(mx) COS(HI)] 7 ! [ncos(mxlsin(nx)} ) + n—zi /27r cos(mx) cos(nx)dz
s m 0 m m 0 m=2m Jo
2 1 2T
= n__/ 2 cos(ma) cos(nx)dx
m2 27 J,
2
n
= w(cmy Cn)

Fiir m # n ist diese Gleichung nur erfiillt wenn (c,,, ¢,) = 0. Weiter folgt aus der
zweiten Zeile, dass
n
<Cm7 cn> - E<Sm7 Sn>

Fiir m # n ist also auch (s,,, s,) = 0. Fiir m = n hingegen gilt

2
(Cmy Cm) = (Smy Sm) = g/o sin(mx)*dx

2 2 9
== 1 — cos(mx)*dx
2 0
dr 1 [T
_ T2 2 cos(ma) cos(ma)dx
2r 2w J,

=2- <Cm7 Cm)

Also ist (S, Sm) = (Cmy Cm) = 1.



(i) Mit partieller Integration gilt fiir n, m € N, dass

1 27
(Cmy Sn) = —/ 2 cos(ma) sin(nz)dz
2 Jo

1 . . 2 2 2
= = {sm(mx) sm(nx)] — Z—/ sin(ma) cos(nx)dx
T m 0 m27T 0
1 [sin(mx sin(n:v)] o N 1 [n cos(m:E)QCos(niv)] u n ”_221 /27r cos(ma) sin(nz)da
T m 0 T m 0 m=2m J,
2 1 27
= n__/ 2 cos(ma) sin(nz)dx
m? 2w J,
2
n
= ﬁ(cn’w Sn)

Fir m # n ist die Gleichung wieder nur erfiillt wenn (¢, s,) = 0 und aus der
Symmetrie folgt auch (s,, ¢,,) = 0. Weiter folgt aus der zweiten Zeile, dass

n
<Cm> 8n> - _E<Sma Cn>
Fiir m = n folgt daraus mit der Symmetrie, dass
<Cm75m> - _<Smacm> - _<Cm73m>

Alos ist auch (¢, Sm) = (S, cm) = 0.

(c¢) Sei f € V und e € {cy,c1,...,S1,52,...} sowie n € N. Seien weiter ag, a,,b, € R und

EN—=V
m — apCo + Z aRCr, + Z br Sk
k=1 k=1

Wir nehmen an, dass ¢ gleichméfiig gegen f konvergiert. Aulerdem wissen wir, dass e
beschrénkt ist. Damit folgt: Es gibt M € R sodass fiir ¢ € Ry ein N € N existiert mit
der Eigenschaft dass fiir alle natiirlichen n > N und z € R

le(2) f(x) — e(2)én(2)] = le(x)[ [ f(x) = &nlz)| < M - €
Dies zeigt dass,

N — (]0,27] — R)
m— (x — e(x)&n(x))

gleichméafBig gegen e - f (wobei - die von R induzierte Multiplikation bezeichnet) konver-



giert. Mit Satz 14.7 im Skript folgt dann

=5 [ el

:n}Ll—Igo (% /O%e(x)fm(x)dx)

1 27 m
= n},l—r)%o o /. (aoe )+ Z age(z)cr(z) + Z bke(a:)sk(:v)) dx)
27

. ) . by, o
- n}LngO 5 x)dx + Z / x)eg(r)dx + Z _77/0 e(:v)sk(x)dm>

0

= lim | ag(e, co) + Z ax(e, cx) + Z bi(e, 5k>>

k=1 k=1

Die Behauptung folgt jetzt leicht aus der in (b) gezeigten Orthonormalitét.

Aufgabe 32 (Pfingstaufgabe). Sei X eine Menge und B(X) der R-Vektorraum aller be-
schrénkten reellwertigen Funktionen auf X sowie || - || die Supremumsnorm auf B(X) (vgl.
Aufgabe 28). Zeigen Sie, dass (B(X), || - ||) ein Banachraum ist.

Loésungsvorschlag. Um zu zeigen, dass (B(X), || - ||) ein Banachraum ist, miissen wir zei-
gen, dass jede Cauchyfolge in B(X) auch konvergiert, wobei , Cauchyfolge“ u. , Konvergenz*
beziiglich der Supremumsnorm || - || zu verstehen sind.

Die Vorgehensweise ist folgende: zu jeder Cauchyfolge konstruieren wir eine (beschriinkte) Funk-
tion auf X und zeigen anschlieend, dass die Cauchyfolge gegen diese auch wirklich beschréankte
Funktion konvergiert.

Sei also

f:N—= B(X)

eine Cauchyfolge und € € R,..

Man erinnere sich an die Konvention f,, := f(n) fiir jedes nattirliche n.

Dass f eine Cauchyfolge sein soll, bedeutet dann insbesondere, dass es N, € N gibt, sodass fiir
alle natiirlichen mq, my > N, mit mqy > my

19
Hfm2 - fm1H < 5

Sei also N, eine natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft. Sei weiter y € X. Dann ist, aufgrund
der Supremumseigenschaft von || - ||, fiir alle natiirlichen mg, m; > N, mit my > my

Fona @) = Fis O] = 1 = Fon) )] < W = Fona| < 5

Dies zeigt, dass
sy: N— R
ne fuy)



eine reelle Cauchyfolge definiert. Mit der Vollstandigkeit der reellen Zahlen konvergiert s, (ei-
gentlich).

w: X =R
i
v o)

ist also wohldefiniert weil alle Grenzwerte in R existieren und eindeutig sind.
Um zu zeigen, dass die Folge f gegen w konvergiert, konnen wir dieselbe Abschitzung wie
in Aufgabe 25 benutzen. Wihrend wir dort aber aus dieser Abschétzung sofort gleichméfige
Konvergenz und somit auch Stetigkeit von w schliefen konnten, schliefen wir hier zunichst
Beschréanktheit von w und durch Supremumsbildung dann Konvergenz von f gegen w beziiglich
der Supremumsnorm.
Wegen der Stetigkeit der Betragsfunktion |- | (C) gilt also fiir alle natiirlichen n > N, und
reX

fal#) = w(@)| = | fule) = lim (s.)
— | Tim(ful@) = f(@))]
= Tim [(fu(@) = fnl2)) ()
< lim_ % (Anal)

Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung, folgt daraus fiir alle x € X

[/ x(@)] = |w(@)I] < |fn.(2) —w(z)] <

DO ™

Weil f eine Folge beschriankter Funktionen ist, folgt daraus aber fiir alle x € X
€ €
w(@)] < i) + 5 < Iwll + 5

Dies zeigt, dass w beschrankt ist - also w € B(X).
Nun ist B(X) ja ein R-Vektorraum. Deshalb ist fiir alle n € N auch (f, —w) € B(X). Per
Definition der Supremumsnorm ist || f,, — wl|| die kleinste reelle Zahl®, sodass fiir alle z € X

() = w(@)] < [ fn — v

Zumindest fiir alle natiirlichen n > N,, wissen wir aber auch, dass fiir alle x € X

5

() — wla) < -

Wegen besagter Minimalitét von || f,, — w||, folgt deshalb dann fiir alle natiirlichen n > N,
Il <5 <o

Dies ist aber gerade die Konvergenz von f gegen w in B(X).

3vgl. Definition von Supremum



