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Musterlésungen

zu den Ubungen der Analysis IT

Aufgabe 53. Wir betrachten noch einmal das cartesische Blatt C' = {(z,y) € R? : F(z,y) =
0} mit F: R? - R, (z,y) — y* — 2%*(x + 1) (vgl. Aufgabe 11). Bestimmen Sie alle Punkte
(x0,y0) € C, um die man F(z,y) = 0 lokal nach y auflésen kann und jene, wo man lokal nach
x auflosen kann. Um welchen Punkt (zg,79) € C kann man lokal weder nach x noch nach y
auflosen? Begriinde.

Losungsvorschlag. Wir verwenden den Satz iiber implizite Funktionen und berechnen dazu
erstmal die Jacobi-Matrix: Fiir (x,y) € R? ist allgemein

Jr(z,y) = (=327 — 2z 2y).

Nach dem Satz tiber implizite Funktionen kann F(z,y) = 0 um alle Punkte (xg, yo) lokal nach
y aufgelost werden fiir die 2y, # 0, also yo # 0 ist. Die einzigen Punkte (z,7) auf dem
cartesischen Blatt mit yy = 0 sind gegeben durch (0,0) und (—1,0), um alle anderen Punkte
existiert somit eine Auflosung. Gébe es eine lokale Auflosung g: U — V nach y um (—1,0),
so wére wegen der Symmetrie des cartesischen Blattes auch —g: U — V eine weitere lokale
Auflésung. Da lokale Auflésungen jedoch eindeutig sind, muss ¢ = —g, also ¢ konstant Null
sein. Somit kann ¢ keine lokale Auflésung um (—1,0) sein, ein Widerspruch. Es kann also um
(—1,0) keine lokale Auflésung nach y existieren und komplett analog sehen wir, dass dies auch
auf (0,0) zutrifft.

Zur lokalen Auflosbarkeit nach z: Eine lokale Auflésung um (xg, y9) nach z ist moglich, wenn
—3x3 — 2z # 0 ist, d.h. wenn zy # 0 und xo # —%. Die einzigen Punkte (zg,yo) auf C' mit

—3x} — 2zy = 0 sind gegeben durch (0,0), (—2,4/5), (—%,—/5). Wir miissen nun noch

iiberpriifen, dass in diesen Punkten eine Auflésung nach z nicht moglich ist. Wir betrachten

dazu beispielhaft den Punkt (—2,/5): Um diesen herum existiert auf U = By (—2) eine lokale

Auflésung nach y (1) gegeben durch

g:U—=R, g(x)=+2?(x+1).

Mit Standardargumenten iiberpriift man, dass g in —% ein globales Maximum auf U annimmt.
Insbesondere schlieflen wir daraus, dass C N U x g(U) keinen Punkt mit einer y-Komponente
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Fiir die verbleibenden zu iiberpriifenden Punkte kann dhnlich vorgegangen werden.

groBer als /5= enthilt. Somit kann um (-2, 4/45) keine lokale Auflésung nach z existieren.
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Der einzige Punkt auf dem cartesischen Blatt, der somit keine lokale Auflésung nach x oder y
erlaubt, ist (0,0).

Aufgabe 54. Wir betrachten das folgende (nicht-lineare) Gleichungssystem (GLS) in R*:

Y1 — yg = sin(y1y2) — cos(zay1)
To—y1 = exp(z172).

Zeigen Sie, dass man dieses GLS lokal um (z1,x2,41,y2) = (1,0, —1,0) nach (y;,y2) auflosen
kann. Ist @ — (z, f(z)) fir 2 nahe bei (1,0) die Losung des Systems, so bestimme man D f(1,0).

Losungsvorschlag. Wir konnen das Gleichungssystem auch als
F(z,y) =0
schreiben, wobei die Funktion F': R* — R? gegeben ist durch

F(z,y) = T1y1 — Y5 — sin(y1y2) + cos(zay:)
i To — Y1 — exp(xlq;Q) :

Nachdem wir die Losungsmenge als Nullstellengebilde einer offenbar glatten Funktion geschrie-
ben haben und beobachten, dass F'(1,0,—1,0) = 0 ist, kénnen wir versuchen den Satz iiber
implizite Funktion anzuwenden. Um eine lokale Auflosung nach (y;,y2) um (1,0, —1,0) zu fin-
den, miissen wir fiir den Satz iiber implizite Funktionen priifen, dass die Jacobimatrix von F
in y-Richtung im Punkte (1,0, —1,0) invertierbar ist. Dazu rechnen wir erst allgemein:

Tr(z,y) = Y1 —yisin(zay1) @1 — Y2 cos(yryz) — wasin(ayr) —2y2 — y1 cos(y1ys)
F\,Y —x9exp(xixe) 1 — xqexp(r22) -1 0 '

Insbesondere ist also

-1 0 1 1
Jr(1,0,—1,0) = ( 0 0 —1 0) :
Da der Teil der Matrix in y-Richtung,
1 1
y _ _
J3(1,0,—1,0) = (_1 0) ,
invertierbar ist mit Inverse!
0 —1
y 1 -l
J3(1,0,—1,0) (1 1 ) ,

kann die Gleichung nahe (1,0, —1,0) nach y aufgelést werden. D. h. es existieren nach dem Satz
iiber implizite Funktionen offene Umgebungen U und V' von (1,0) und (—1,0) sowie eine glatte

1Zur Inversenbestimmung kann die Adjunkte Matrix verwendet werden.



Funktion g: U — V, so dass fir (z,y) € U x V gilt: F(z,y) =0 <= y = g(z). Um die
Ableitung von g in (1,0) zu bestimmen, rechnen wir:

=== 1) (0919

Aufgabe 55. Wir betrachten die stetig differenzierbare Funktion f: R? — R? (z,y) — (2® +
2 Jxy
y°, e"v).

(a) Bestimmen Sie alle Punkte (z,y) € R?, die eine offene Umgebung U besitzen, so dass f|U
ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist.

(b) Bestimmen Sie ein maximales Gebiet G C R? so dass f|g: G — f(G) ein Diffeomorphismus
ist.

Losungsvorschlag. Zu (a): Nach dem Satz von der Umkehrabbildung miissen wir genau die
Punkte bestimmen, in denen das Differential von f invertierbar ist, d. h. die Punkte, fiir die die
Jacobimatrix invertierbar ist. Diese ist fiir (z,y) € R? gegeben durch

20 2y
Jf(l‘,y) = <yexy xezy) .

Da fiir die Determinante gilt

det(J;(,1)) = (2z)(ze™) — (2y)(ye™) = 2(” — y*)e™

ist die Jacobimatrix J;(z,y) genau dann invertierbar, wenn z? # y? ist, d.h. wenn x # +y.
Fiir genau solche Paare (x,y) ist f daher in einer Umgebung ein Diffeomorphismus.

Zu (b): Bisher wissen wir, dass das grotmogliche Gebiet hochstens

U={(z,y) € R* |z # +y}

sein kann. Dieses entsteht aus R? indem die zwei Achsenhalbierenden herausgenommen werden
und zerfallt daher in vier wegzusammenhéngende offene Teilmengen. Ein guter Kandidat fiir
ein maximales Gebiet, auf dem f ein Diffeomorphismus ist, wére also z. B. der Sektor

G ={(x,y) €eR* |2 >0,y < z}.

Wir miissen zeigen, dass f auf G injektiv ist, denn dann ist f: G — f(G) bijektiv und die
Umkehrabbildung nach Teil (a) differenzierbar, denn Differenzierbarkeit muss lediglich lokal
gepriift werden und dies haben wir mit Teil (a) getan. Seien also (z,y), (2, ") € G mit f(x,y) =
f(@',y'). Dann gilt

2yt =2 4y
exy _ ex/y/

und aus der Injektivitit der Exponentialfunktion folgern wir, dass zy = 2’y ist. In der Hoffnung

dies irgendwie auszunutzen, beobachten wir, dass damit

(m—l—y)2=m2+2xy—|—y2:x'2—l—2:v'y’—l—y'2:(x'—l—y')2,

(CL’ o y)2 — l‘2 - 21’3/ +y2 — l‘/2 o 2I/y, +y/2 — (I/ o y/)Z.



Wir wiirden jetzt gerne die Wurzel ziehen, um an des Pudels Kern zu kommen. Dazu beobachten
wir, dass aus den Ungleichungen |y| < z und |y/| < 2’ folgt, dass z+y, v —y, '+ und 2’ — ¢/
alle strikt positiv sind. Durch Wurzelziehen folgern wir also, dass

r+y=2a'"+v,

r—y=1a—1v.

Lost man dieses Gleichungssystem nach x und y auf, so folgt x = 2’ und y = ¢/, d. h. f ist auf
G tatséchlich injektiv und damit ein Diffeomorphismus auf f(G). Zudem ist G maximal, denn
ist (zo,y0) ein Punkt in einem anderen Sektor, so zeigt ein Argument unter Verwendung des
Zwischenwertsatzes, dass ein Weg von G zu (zg, yy) notwendigerweise eine der Achsenhalbie-

renden treffen muss. Somit gibt Ses keine groflere wegzusammenhéngende Teilmenge von U, die
G enthélt.

Aufgabe 56. Zeigen Sie, dass die stetig differenzierbare Funktion f: R* = R, (z,y) — = + v,
genau ein globales Maximum unter der Nebenbedingung 2% + y* = 1 hat und bestimmen Sie
dieses.

Losungsvorschlag. Wir schreiben die Nebenbedingung als g(x,y) = 0 wobei
g R* =R, g(z,y) =2 +9*—1.

Nach dem Satz iiber Lagrange-Multiplikatoren erfiillt jedes lokale Extremum (g, y9) von f unter
der Nebenbedingung g(z,y) = 0 und grad g(z, y) # 0, dass grad f(xo, yo) = A grad g(xg, yo) fiir
ein A € R. Wir berechnen daher die Gradienten:

3
grad f(z,y) = G) , gradg(z,y) = (iia) :

Erst einmal sehen wir hieran, dass grad g nur in (0,0) verschwindet und daher auf der Menge
{(x,y) € R? | g(z,y) = 0} iiberall verschieden von null ist. Die Gleichung

1 4a3
(1) = (&2)
kann zudem nur geldst werden, wenn x = y ist. Zusitzlich muss aber gelten, dass z*+y* = 1, also
1
22" =1,d.h. 2 = y = £271. Dadie Menge M = {(z,y) € R? | g(z,y) = 0} kompakt ist, nimmt
f auf ihr ein globales Maximum an — notwendigerweise in einem der Punkte (Z_i, 2_%) oder
(=273, —271). Durch Einsetzen schlieBen wir, dass f nur in (277,273) sein globales Maximum

f(271,27%) = 21 annimmt.



