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Musterlésungen

zu den Ubungen der Analysis II

Definition. Zwei Normen || - ||; und || - || auf einem (reellen) Vektorraum V' heiflen dquivalent,
wenn es Konstanten ¢, C' > 0 gibt, so dass fiir alle v € V' gilt:

cllolly < flvfls < Cllvffy.

Aufgabe 45. (a) Zeigen Sie, dass zwei dquivalente Normen auf einem Vektorraum V' die gleiche
Topologie auf V' (d.h.: die gleichen offenen Mengen) induzieren.

(b) Sei V nun endlich-dimensional. Zeigen Sie, dass je zwei Normen || - ||; und || - ||o auf V
dquivalent sind. (Hinweis: O.E. sei V' = R” (mit n € N) und || - || die euklidische Norm,
|-l := 1 - |- Betrachten Sie nun f: S*™ ' — R, z +— ||z||.)

Losungsvorschlag.

(a) Seien also || -||; und || - ||2 zwei dquivalente Normen auf V' mit Konstanten ¢,C' > 0 und
seien 7, und 75 die von || - ||; und || - ||2 erzeugten Topologien auf V. Fiir v € V und r > 0
bezeichnen wir mit B} (v) und B?(v) den offenen Ball vom Radius r um v.

Wir wollen zeigen, dass 73 = 2. Sei also O € 71, d.h. O ist offen beziiglich || - [|;. Zu jedem
z € O gibt es also 71 > 0 so, dass B, (z) C O. Definiere nun ry := cry, dann gilt fiir alle
y € B2 (z), dass

1 T9
ly—zlh < -lly—zlo<—==n
C C

also dass y € B;, (). Also folgt B2 (x) C B} (x) C O und somit ist O auch offen beziiglich
|| - [|2, also O € 1. Dies zeigt 71 C 7o.
Analog kénnen wir aus

[vll2 < Clvlh
fiir alle v € V' auch schlieflen dass 7, C 7 und folglich insgesamt 7, = 7.

(b) (i) Sei n = dim(V'). Bemerke zunéchst, dass V' isomorph zu R" ist, sei ®: R" — V ein
solcher Isomorphismus. Sind dann || - ||; und || - |2 zwei Normen auf V', dann sind
auch || - ||y o ® und || - |2 © ® Normen auf R™, wie man sich leicht klarmacht. Sind



(i)

(i)

diese beiden Normen nun &quivalent mit Konstanten ¢, C' > 0, so folgt auch fiir alle
v eV, wegen v =0 (v)), dass

cllv]li = clle(@ ()] < [@(27(v)ll2 < CIR(@7 ()]s = Cllvlh
da ja @7 !(v) € R". Also sind auch || - ||; und || - || dquivalent. Es reicht folglich zu

zeigen, dass fiir beliebiges n € N alle Normen auf R™ dquivalent sind.

Sei alson € Nund || - ||; und || - ||3 Normen auf R". Sind diese beiden Normen jeweils
dquivalent zur euklidischen Norm || - || mit Konstanten ¢;, C; > 0 bzw. c3,C3 > 0 so
folgt auch, fiir alle x € R", dass

C1 1 1 Cl

— < — < < — < —

Ll < g el < el < el < el
Also sind dann auch || - ||; und || - ||3 d&quivalent. Es reicht also zu zeigen, dass jede
Norm || - || auf R™ dquivalent zur euklidischen Norm || - [|5 ist.

Dazu betrachte
S*t={z eR": |zl =1} = || - " ({1})

Im Folgenden trage R™ immer die Metrik und Topologie die von der euklidischen
Norm kommen. Dann ist || - [|2 stetig, also S"™! als Urbild einer abgeschlossenen
Menge unter einer stetigen Funktion selbst abgeschlossen. Da S™~! offenbar auch
beschrinkt ist folgt aus dem Satz von Heine-Borel die Kompaktheit von S*~! in R”.
Definiere nun

f: S SR, x|z

Wir wollen die Stetigkeit von f zeigen.

Die Stetigkeit der Norm || - || ist nur bekannt, wenn R auch die Metrik und Topologie
tragt, die von || - || induziert wird. Hier weifl man aber noch nicht, ob dies der Fall
ist, da R™ die Metrik und Topologie tragt, die von der euklidischen Norm kommt.
Ansonsten wire nicht klar, dass S"~! kompakt ist.

Dazu sei z = (x1,...,x,) € R", dann gilt mit der Standardbasis {e;,...,e,} des R™,
dass

n
Tr = E L€
k=1

Aus der Dreiecksungleichung und der Homogenitét fiir || - || und aus |xx| < ||x]|2, fir
k=1,...,n, folgt dann die Abschitzung

n
E TEk
k=1

2]l =

n n
<D lzelllerll < ) llerllllzlle = Cll]ls
k=1 k=1

wobei wir hier

C=> e >0
k=1



gesetzt haben. Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir || - || folgt daraus aber
fiir alle z,y € S*71,

[f (@) = F@)l = Mzl = [lylll < [lo =yl < Clle =yl

was die Stetigkeit von f impliziert®.

(v) Da aber stetige Funktionen auf Kompakta ihr Infimum annehmen existiert ein
Xo € S™=1 mit

0 < c:= ol < [l]

fiir alle z € S*~1. Sei nun z € R™\ {0}, dann ist z/||z|]» € S"~! und somit gilt

[]l2 = [l«]

X
cllalls < H—\
EP

Fiir £ = 0 ist diese Ungleichung aber klar, also gilt sie fiir alle z € R". Mit ¢, ¢’ haben
wir somit Konstanten gefunden, die die Aquivalenz von || - ||2 und || - || zeigen.

Definition. Seien (V, || - ||yv) und (W, || - |[w) normierte Vektorrdaume. Ein Operator T: V. — W
(d.h.: eine lineare Abbildung) heifit beschrankt, falls gilt:

1T} := sup{[|[Tv[lw € [0,00) : [lvflv <1} < o0.

Aufgabe 46. Seien V und W normierte Vektrordume und T: V — W ein Operator. Zeigen
Sie,

(a) dass T' genau dann stetig (iiberall) ist, wenn 7T stetig in 0 ist;

(b) dass T stetig ist, genau wenn T beschrankt ist;

(c) dass fiir dim V' < oo jeder Operator T stetig ist.

Losungsvorschlag. Zunéchst geben wir eine niitzliche Eigenschaft beschrankter Operatoren.
Ist namlich 7" bschrénkt und v € V' \ {0}. Dann ist

ity = | (m)] <im
Auflerdem ist mit der Linearitéat von T’
ITOv)llw = 0w llw = 0= [T/ 10wl
Also gilt fiir T' beschrankt und v € V
1T @)l < [IT[ vl

Dies werden wir im Folgenden mehrfach benutzen.

Nun zur eigentlichen Aufgabe: Fiir (a) und (b) zeigen wir, dass folgende Aussagen

1Siehe Aufgabe 46: Lipschitz-Stetigkeit impliziert Stetigkeit.
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(i) T ist stetig
(ii) 7T ist stetig in Oy
(iii) 7 ist beschrénkt

aquivalent sind, indem wir die Aussage
(i)=(@{) A (@)= @) A (i) = (i)
zeigen.”

»(1)=(ii)“ Wenn T" in jedem Punkt stetig ist, dann natiirlich auch in Oy
,(11)=(ii1)“ Weil T stetig in 0y ist gib es ein ¢ > 0 sodass fiir alle y € Bg/(()v)

1T W)l = [1T(y) = TOv)lly <1
Sei also d > 0 so klein, dass sogar fiir alle y € BY (0)

ITW)lly <1
Dann gilt mit der Linearitit von T fiir alle v € BY (0)

r(5)

Und deshalb durch Supremumsbildung

1 1 1
gT(M) =5 1T (6v) [l < <

1Ty = 5

L,

17| <

Sl

Also ist T" beschrénkt.
,(il)=(ii1)* Sei T" beschréinkt. Dann ist fiir alle z,y € V

IT(y) = T(@)llw = 1Ty = )l < T ly = =y (1)

Dies zeigt die sogenannte , Lipschitz-Stetigkeit“ von 7" mit , Lipschitz-Konstante“ ||T'||. Lipschitz-
stetige Funktionen sind aber inbesondere stetig. In diesem speziellen Fall® sieht man das so: Sei

veV,e>0und ) := 7. Dann gilt mit Ungleichung (1) fiir alle y € BY (v)
IT(y) = T@)llw < ITMHly =olly <0lT| =

Dies zeigt aber die Stetigkeit von T

Nun zu (c).

Zunéchst einmal die Notation: Es bezeichne (-, )2 und || - ||2 einfach Standardskalarprodukt bzw.
-norm auf R".

Dann zum Kontext: Sei n := dim(V') und B := {ey,...,e,} eine Basis von V. Sei weiter v € V.
Dann zur Sache: Weil V' endlichdimensional ist, gibt es zu v ein eindeutiges (v',...,v") =k, €
R" sodass

n
v = E v'e;
i=1

Sei also k, so. Es gilt

2Diese Art der Vorgehensweise nennt man manchmal Ringschluss (nicht zu verwechseln mit den bosen
Zirkelschliissen)
3und der allgemeine lisst sich davon abstrahieren



e Die lineare Abbildung
Pp: V — R"
=k,

ist beschrankt bzgl. || - ||y und || - ||2- Denn || - ||2 o @5 ist eine Norm auf V' und nach
Aufgabe 1 sind auf V' alle Normen dquivalent (V ist ja endlichdimensional). Also gibt es
ein C' > 0 sodass

1®5(v)]l, < Clvlly
Dies zeigt die Beschranktheit von ®g.

e Mit der Linearitdt von T folgt

Sei jetzt

vi=([v'],..., [v"])
T .= (HT(el)HWv R ||T(€n)||W)

Dann ist mit der Dreiecksungleichung (A) und der Homogenitét (H) der Norm || - ||y sowie der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (CS) und der Beschrénktheit von @5 (B)

Z v'T(e;)

< lrel, (@)

1Tl =

w

= >[Il (1)

= <7—’ V>2
< |I7ll2llv]l2 (CS)
< |I7ll2 1]l [Jv]ly (B)

Dies zeigt die Beschréinktheit und somit nach (a) und (b) die Stetigkeit von 7.

Aufgabe 47. Sei G C R" ein Gebiet, g € G und f: G — R™ (total) differenzierbar in x.
Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes v € R™ gibt es eine differenzierbare Kurve a: (—¢,¢) — G (¢ > 0 geeignet), so
dass gilt: a(0) = 2o und &(0) = v.

(b) Ist v € R™ und « wie unter (a), so gilt:

Df(xo)v = (f 0 @) (0).

Losungsvorschlag.



(a) Seie € Ry so, dass tv + zp € G fiir alle t € (—¢,¢). Dann ist

a: (—e,e) = G
t— tv+ xg

wohldefiniert. « ist differenzierbar, weil fiir ¢ = 1,...,n die i-te Komponentenabbildung
m; o a differenzierbar ist. Und offenbar gilt «(0) = O0v 4+ 9 = x¢ sowie &(0) = v. «
repréasentiert also den Tangentialvektor im Punkt xg in Richtung v.

(b) Nach der Kettenregel fiir total differenzierbare Funktionen, folgt aus der totalen Differen-
zierbarkeit von f und «, dass auch f o « total differenzierbar ist, wobei insbesondere

(f 0 @)'(0) = (Df(a(0))) ((0)) = (Df (o)) (v)

gilt. Léasst man wie iiblich die Klammerung weg, so folgt die Behauptung. (f o «)’(0) ist
also die Richtungsableitung von f in Richtung v im Punkt z.

Anmerkung: Diese Aufgabe mag trivial erscheinen hat aber eine nicht unerhebliche Bedeutung.
Die alternative Charakterisierung von Tangentialvektoren und Richtungsableitung ermoglicht
das Differenzieren auf , Mannigfaltigkeiten® (z.B. wenn G kein Gebiet sondern die 2-Sphére ist),
was die Grundlage fiir Differentialgeometrie und somit auch der allgemeinen Relativitédtstheorie

bildet.

Aufgabe 48. Die Wirmeleitungsgleichung ist fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen
Ry xR = R, (t,z) — f(t,x), gegeben durch

of
ot

Hier bei ist /A der Laplace-Operator in xz-Richtung. Zeigen Sie, dass der so genannte Wirme-
leitungskern,

=Af.

’ 4t

)7

diese partielle Differentialgleichung erfiillt.

Losungsvorschlag. Da die Exponentialfunktion beliebig oft differenzierbar ist und weil
1P R =R,z z)? =) 3

beliebig oft stetig partiell differenzierbar ist folgt wegen ¢ £ 0 fiir ¢ € R, mit der Quotienten-,
Ketten- und Produktregel auch die partielle Differenzierbarkeit des Warmeleitungskerns f und
aus der Form der partiellen Ableitungen wie unten berechnet folgt auf die gleiche Weise auch
die zweimalige stetige partielle Differenzierbarkeit.

(i) Wir leiten zunéchst in der ersten Koordinate ab. Es gilt fiir (¢,2) € R, x R",

of no_n_y =] ey [Eal
o) = 5! eXp( w )P P Ty



(ii) Wir schreiben fiir die partielle Ableitung in Richtung des Standardvektors e; € R" wie
gewohnt D;, fiir ¢ = 1,...,n. Dann gilt fiir (¢,2) = (¢, 21,...,2,) € Ry x R”

2T; _n x||?
Dif(t,z) = Tl e (—%)

und damit

1 . 2\ 22w a 2
D;D;f(t,z) = —ﬂt_f exp( ||47|5| > 2T exp (—Hiy )

L (LY e (el
2 4t 4¢2 4t

Fir D;D;f mit ¢ # j und at{ bekommt man dhnliche Formeln, woraus dann tatséchlich
die zweimalige stetige partielle Differenzierbarkeit folgt.

(iii) Wir erhalten also

Nf(t,x) = 2”: DiDif(t, x)

:i e P Cl=PAY L - x—?t*%exp ek
i=1 2 4t — \ 412 4t

2 n 2 9
= —gt_%_l exp (_ | ]| ) i D ic1 T 3 exp (_ ||| >

4t 4¢2 At
g (B g lel? (el
2 4t 42 At
_of
t,

fir alle (t,z) € Ry x R™



