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Musterlosungen

zu den Ubungen der Analysis II

Aufgabe 49. Seien f,¢g:R — R zweimal stetig differenzierbar und ¢ > 0. Zeigen Sie, dass
F:RxR— R,

F(t,z) = f(x —ct) + g(x + ct)
(yeinlaufende und auslaufende Welle*) zweimal stetig differenzierbar ist und der folgenden

Wellengleichung geniigt:
PF  ,0°F

o~ o

Losungsvorschlag. Aus der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit von f und g folgt, dass F'
zweimal stetig differenzierbar ist, weil sich F' aus f und ¢ und den zweimal stetig differenzier-
baren Funktionen x — x — ct und x — x + ct durch die géngigen Operationen zusammensetzt.
Jetzt rechnen wir:

oF

ot

or

o

Nochmaliges Differenzieren liefert
0?F

o

0?F

da?

woraus unmittelbar folgt, dass F' eine Losung der Wellengleichung D? F = ¢2D2F ist.

= fllx—ct) - (—c)+g(x+ct)-c,

= fl(x—ct)+ g (x+ct).

= e —ct) - (—0 + '@t et) - &,

= f"(x—ct)+ 4" (x+ct),

Aufgabe 50. Sei G = {(z,y) e R?*: 2 >0,y >0} und f:G = R, f(z,y) = (zr —y)/(z +y).
Bestimmen Sie das Taylorpolynom von f der Ordnung 2 in (1, 1).

Losungsvorschlag. Es ist f(1,1) = 0 und fiir den Gradienten von f berechnen wir

Or ™ (v +y)? (z +y)?’
ﬁ(x y) _ —($+y)—($—y) _ —2x
oy’ (v +y)? (z +y)*
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insbesondere ist grad(f)(1,1) = (1/2,—1/2). Und fiir die Hessesche von f folgt dann

Zy—f(xy) _ 2.ty Ay
0x2""’ (z+y)* (z +y)3
o*f (z.1) 2@ +y)?—(=22)-2-(x+y)
Oxdy "’ (z +y)*
 2x—2y+dr 2x—2
(z+y)?P  (z+y)¥
0% f —(=2x)-2-(z+y) 4
6_y2(z’y) = (.’L‘ +y)4 - (33 +y)3’

und damit .

Hess(f)(1,1) = ( _05

Wi O

)

Das Taylorpolynom P := P2’i (1’1)(h) von f der Ordnung 2 im Entwiscklungspunkt (1, 1) lautet
daher

P(hl, hg) -

DO | —

J(1,1) + (grad(f)(1,1), h) + 5 (h, Hess(f))h))
1

1 1 1 1
= —hi — =h —(—=h%+ —h?
0+(21 22)+2( 21—1—22)

1 1 1 1

Aufgabe 51. Wir betrachten die zweimal stetig differenzierbare Funktion f:R? — R,
flo,y) = (42° + %) exp(a® + 4%).
(a) Berechnen Sie grad(f)(z,y) € R?, fiir alle (z,y) € R?, und zeigen Sie, dass f hochstens in

(20, Y0) := (0,0) ein lokales Minimum haben kann.

(b) Berechnen Sie nun Hess(f)(0,0) und zeigen Sie, dass f in (zg,yo) ein striktes lokales
Minimum hat.

(c) Schauen Sie noch einmal die Funktionsvorschrift von f an und zeigen Sie dann, dass f in
(x0, Yo) sogar ein striktes globales Minimum hat.

Losungsvorschlag. (a) Dann rechnen wir mal:

(o) = So-exp(co) + (42 +y?)exp(-)(2r) = 2e(da® + 27+ 4)exp(- ),
%(x,y) = 2y-exp(---) + (42 + y?) exp(- - -)(8y) = 2y(162” + 4y 4 1) exp(- - -).

Da der Exponentialfaktor stets gréoffer Null ist und der quadratische Klammerausdruck jeweils
ebenso, sieht man, dass

grad(f)(z,y) = 0 <= (z,y) = (0,0)

ist. f kann also hochstens in (x,y) = (0,0) ein lokales Minimum (oder Maximum) haben.
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(b) Wir berechnen Hess(f)(z,y) direkt nur in (z,y) = (0,0):

220,00 = Lo@o)( ) el s + @)l

02
= 2-4-exp(0)+0-(---) =8,
0% f J
al‘ay (07 0) = <2y)|y:() . %( . ') = O,
0 f

d
a_y2(0’0) = @|y=o(2y)(' ~)exp(- )00 + 2yly=o(- )
= 2-1-exp(0)+0-(--+)=2.
Es folgt, dass Hess(f)(0,0) = diag(8,2) positiv definit ist, wobei wir mit diag(cy,...,c,) €

Mat,R die Diagonalmatrix mit Eintrdgen c;...,c¢, € R bezeichnen. Damit hat also f ein
striktes lokales Minimum in (0, 0).

(c) Offenbar ist
fla,y) = (42® + y*) exp(--+) > 0,
fir alle (z,y) # (0,0) und f(0,0) = 0. Es ist also (0,0) ein striktes globales Minimum von f.

Aufgabe 52. Wir identifizieren Mat, R mit R" (n € N).
(a) Zeigen Sie, dass
GL,R = {A € Mat,,R : A ist invertierbar} C Mat,R
offen ist und die Abbildung F:GL,R — Mat,R, A — A~! stetig differenzierbar. (Hinweis:

det: Mat,,R — R ist stetig. Driicken Sie A~' mit Hilfe der Adjunkten von A aus.)

(b) Zeigen Sie, dass fiir das Differential DF4: Mat,R — Mat,R von F in jedem A € GL,R
gilt:

DF,(B) = -A"'BA™".
(Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 47, um DF4(B) zu berechnen und F(C)C = 1,, fiir alle
C € GL,R.)

Losungsvorschlag. (a) Da A € Mat,R genau dann invertierbar ist, wenn det A # 0 ist, ist
GL,R offenbar das Urbild von R* C R unter der stetigen Abbildung det: Mat,R — R, da det
sogar polynomial ist. Da R* C R offen ist, ist damit auch GL,R C Mat,R offen.

[Anm.: GL,R ist kein Gebiet in Mat,,R, sondern besteht aus zwei ,, Wegzusammenhangskompo-
nenten Uy, Uy, d.h.: Uy, Us sind offen und wegzusammenhngend (also Gebiete in Mat,R) und

GL,R = U; U U, namlich U; = {A € GL,R : det A > 0} und Uy = {A € GL,R : det A < 0}
(siche z.B: G. Fischer: Lineare Algebra (Springer Spektrum)).]

Die Adjunkte A% = (agj) von A ist gegeben durch

Clgj = (—1)i+j det Aji,
wo Aj; aus A dadurch entsteht, dass man die j. Zeile und die 7. Spalte streicht. (Man spricht
bei det A;; auch vom (ji)-Minor von A.) Aulerdem gilt fiir alle A € Mat,R

A-Af = A% A = det(A) - 1,
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was zeigt, dass fiir A € GL,R
1
A= — A
det A

gilt. Jeder Eintrag von A* ist polynomial in den Eintrégen von A und damit jeder Eintrag von
A~! rational in den Eintriigen von A, insbesondere also stetig differenzierbar.

(b) Um DF,4(B), fir A € GL,R und B € Mat,R, zu berechnen, benutzen wir Aufgabe 47 und
wihlen eine Kurve a: (—d,9) — GL,R mit a(0) = A und &(0) = B, z.B.

a(t) = A+ tB,

welches fiir § > 0 klein genug in GL,R liegt, da GL,R offen in Mat, R liegt. Nun wissen wir,
dass fiir alle t € (=4, ) nach Definition von F gilt:

F(A+1B)- (A+tB) = 1,.

Da jeder Eintrag der Matrix auf der linken Seite dieser Gleichung eine Summe von Produk-
ten von Eintrdgen von F(A + tB) einerseits und (A + tB) andererseits ist, konnen wir die
Produktregel (in einer Veranderlichen) anwenden und erhalten

d

0= —
dt

(1,) = (%F(A +tB)) - (A+tB) + F(A+tB) - %(A +1B).

Auswertung bei t = 0 liefert dann

d d
= DF4(B)-A+A'. B,

und Multiplikation mit A~! von rechts und anschlieBender Subtraktion von A= BA~! schliefllich
DFA(B) = —A"'BA™",

[Anm.: Das ist die verallgemeinerung der Ableitungsregel d/dx(1/x) = —1/2? (fiir z # 0) in
einer Veranderlichen (Mat;R = R), welches sich als lineare Abbildung so liest:

1 1.1
hi— ——h=——h—.
x T x
Die beiden Faktoren 1/z werden also ,gerecht® rechts und links um h gruppiert. Man beachte,
dass fiir n > 2 die Multiplikation in Mat,R ja nicht mehr kommutativ ist.]



