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Aufgabe 1. (a) Aus Aufgabe 10 wissen wir, dass tanh: R — (—1, 1), tanh(z) = sinh(z)/ cosh(x),
stetig differenzierbar ist, fiir alle # € R die Differentialgleichung tanh’(z) = 1 — tanh®(z)
erfiillt und bijektiv ist. Zeigen Sie: Auch seine Umkehrung, der Area-Tangens hyperbolicus,
Artanh: (—1,1) — R ist stetig differenzierbar und es gilt fiir alle y € (—1,1):

1
Artanh’(y) = T
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle y € (—1,1) gilt:
1
Artanh(y) = In %z

Losungsvorschlag. (a) Es ist fiir tanh: R — (=1, 1)
tanh’(z) = 1 — tanh?(x) > 0,

fiir alle x € R. Aulerdem ist tanh bijektiv. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion ist damit
auch Artanh := tanh™': (—1,1) — R stetig differenzierbar und es gilt:
1 1 1

Artanh'(y) = - - '
rtanh(y) tanh’(Artanh(y)) 1 —tanh®(Artanh(y)) 1 -y

(b) Auch f:(-1,1) — R,

o) =ty = S = Jn(1 ) = Ia(1 — )

ist stetig differenzierbar und es gilt:

oy -y +(d+y 1
f(y)_2(—_—(_1>)_§ (1+y)(1_y) _1_y2

und es ist

f(0) =0 = Artanh(0).
Daraus folgt, dass f = Artanh ist.



Aufgabe 2. Wir betrachten die unendlich oft differenzierbare Funktion f:R — R, f(z) =
exp(z?).

(a) Bestimmen Sie die Taylorreihe 7" von f im Nullpunkt und begriinden Sie, warum 7 fiir alle
x € R gegen f(x) konvergiert, f(z) = T(x).

(b) Bestimmen Sie nun die Stammfunktion F:R — R von f mit F(0) = 0 in Form einer
Potenzreihe und begriinden Sie.

n

Losungsvorschlag. (a) Die Taylorreihe P = > 7 LX
fiir alle x € R gegen e”. Es folgt

x? = 1 2\n __ - 1 2n
e =) @)= ™
n=0 n=0
fiir alle x € R. Die Taylorreihe T" von f im Nullpunkt muss deshalb

=1
T:ZOHXQ”

sein, da man (nach dem Satz von Weierstraf) unter dem Summenzeichen differenzieren darf. Es

von exp im Nullpunkt konvergiert

muss also £ (0) = 0 fiir ungerades n € N und £ (0) = % sein und nach dem Beschriebenen
konvergiert 7" in jedem Punkt x € R gegen f(x).

(b) Die Stammfunktion F: R — R mit F'(0) = 0 ist die Integrafunktion

:/O””f(y)dy

Da nun 7' auf jedem kompakten Teilintervall [—R, R] (R > 0) gleichm&Big konvergiert, darf
man auch unter dem Summenzeichen integrieren (wéhle dazu R > |z|) und erhélt

1 T 00 1

2n 2n 2n+1

E d — dy = o o T 1\ :
/ !y y= §_0 o /0 Yy ay nEZO ol (2n l)x

Aufgabe 3. Wir betrachten die zweimal stetig differenzierbare Funktion f: R? — R, f(z1,2) =
sin xp sin zo.
(a) Berechnen Sie das Taylorpolynom von f im Nullpunkt von der Ordnung 2.

(b) Begriinden Sie, warum f im Nullpunkt kein lokales Extremum haben kann.

Losungsvorschlag. (a) Es ist

of

(21, x9) = sin xy COS T3,
8331

of
81'2

——(x1,x9) = oS x1 sin xa,

also
grad(f)(0,0) = (0,0).



Wir differenzieren weiter:

—5 L1, T SN xS — (1, COSX1COSXT —5 L1, T SN xrq ST
.T% 1,42 1 2 7,025 1,42 1 2 -T% 1,42 1 25
also

tess(1(0.0)= ({4 ).

und damit das Taylorpolynom P(h) im Nullpunkt der Ordnung 2

P(h) = f(0,0) + (grad(f)(0,0),h) + %(h, Hess(f)(0,0)h) = hyhs.

(b) Da
det Hess(f)(0,0) = —1

ist, ist Hess(f)(0,0) indefinit. (Ein Eigenwert A; muss kleiner, der andere Ay muss grofier als
Null sein, da det(- - -) = A g ist.) Es liegt damit in (0, 0) kein lokales Extremum vor. (Alternativ
lasst sich auch elementar einsehen, dass (z1,x2) — sinz; - sinzy in jeder Umgebung von (0, 0)
negative und positive Werte annimmt. )

Aufgabe 4. Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld F: G — R?® (G C R? ein Gebiet) setzt
man die Divergenz von E durch div(E): G: — R und die Rotation von E durch rot(E): G — R?
wie folgt fest:

ok, O0F, OF
1, 9k Ofs

OF; OE, 0E\ 0E; 0E, OFE,
81‘1 8x2 81’3 .

iv(E) = —
le( ) 81'2 81'37 al'g 8x1’ 8%1 8962

rot(E) == (

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Felder E: G — R3 und Funktionen
f:G — R gilt:
div(rot(E)) =0, rot(grad(f)) =0.

(b) Die Maxwellschen Gleichungen fiir das statische elektrische Feld E: G — R? (G C R? ein
Gebiet) sind im Vakuum gegeben durch div(£) = 0 und rot(E) = 0. Zeigen Sie: Ist £ = grad(f),
fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f: G — R, so 16st £ die Maxwell-Gleichungen,
genau wenn f harmonisch ist (d.h.: A(f) =0).

Losungsvorschlag. Bei diesem Losungsvorschlag benutzen wir aus Sparsamkeitsgriinden fiir
eine stetig differenzierbare Funktion f in zwei Verdnderlichen (x,y) fiir die partiellen Ableitun-
gen nach z bzw. y die Notation f, bzw. f,. Ist, sagen wir, f, noch mal stetig differenzierbar, so
schreiben wir fiir ihre y-Ableitung f,, = (fs)y, also wird dort zunéchst nach x und dann nach
y differenziert. Fiir Funktionen in mehreren Verénderlichen verfahren wir analog.

(a) So, und nun rechnen wir:

diV(I‘Ot(E)) = div ((E3)$2 - (EQ)QJS’ (E1)933 - (E3)$17 (E2)$1 - (El)ﬂCQ)
= (E3)962901 - (E2)903£L“1 + (El)l”sm - (E3)5L”1902 + <E2>$113 - <E1>$213'

Nach dem Satz von Schwarz ist damit div(rot(E)) = 0. Ahnlich ist
rot(grad(f)) - rOt(er f272= fﬂﬂs) - (fxsrz - f$2w37 fw1$3 - frsﬂﬁw fﬂﬂzwl - fmm) =0.
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(b) Ist £ = grad(f), soist rot(E) = rot(grad(f)) = 0, wie gerade gesehen. Und fiir div(grad(f))

rechnen wir

dlv(gra’d(f)) = le(ffL’l? fl’27 fﬂ?B) = fl’ll‘l + f3321'2 + fl’3$3 = A(f‘)

Die Maxwellschen Gleichungen sind also genau dann erfiillt, wenn f harmonisch ist.

Aufgabe 5. Wir betrachten auf R? die implizite Gleichung
e™? cos(z) = 1.

(a) Zeigen Sie, dass p = (1,1,0) eine Losung dieser Gleichung ist und dass man sie lokal um p
eindeutig durch eine Funktion (z,y) — ¢(x,y) nach z auflésen kann.

(b) Berechnen Sie den Gradienten von g in (1,1).

Loésungsvorschlag. (a) Es ist
€ 08(2) | (wy2)=(1,1,0) = € cos(0) =1-1 =1,

also p = (1,1,0) Losung der Gleichung. Es ist weiter fiir das stetig differenzierbare F: R® — R,

F(z,y,z) = €™ cos(z) — 1:
oF . :
a—(m, Y, z) = xye™ cos(z) + ™ (—sin(z)) = e™*(xy cos(z) — sin(z)),
z

also bei p:
oF

Dz
Deshalb kann man nach dem Impliziten Funktionensatz die Gleichung lokal um p € R3 eindeutig
nach z auflésen, z = g(z,y) (fir (x,y) aus einer Umgebung von (1,1) und ¢(1,1) = 0).

(p)=e’(1-1-1-0)=1+#0.

(b) Es ist nun weiter

oF oF
il — TYZ il _ Yz
5o @0.2) = e eon(2), (e, ) = we cos(:),
also OF
—(1,1,0) = (0,0).
6(x,y)( )= (0,0)

Fiir den Gradienten von g in (1, 1) folgt damit

oF oF
d(g)(1,1) = —(=(1,1,0))" 1,1,0) = —1-(0,0) = (0,0).
grad(9)(1,1) = ~(G(1,1,0) ™ 5rs(1,1,0) = ~1-(0,0) = (0,0)
Aufgabe 6. Wir betrachten die Ellipse
2 2
2. L y
C:{(%y)@R-;*-b—z—l}

mit den Hauptachsen a > 0 und b > 0 und es sei b < a.
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(a) Argumentieren Sie méglichst priizise, warum das Normquadrat f: R? — R, (z,y) — 2*+19?,
auf C' sein Infimum
c=inf{z? +9y*>0: (2,9) €C} €R

annimmt.

(b) Bestimmen Sie nun alle Punkte P € C' mit f(P) = ¢, die also vom Zentrum (0, 0) minimalen
Abstand haben, und berechnen Sie c.

Losungsvorschlag. (a) C C R? ist als Urbild g7*(1) der stetigen Funktion ¢g:R? — R,
g(x,y) = z—z + z—j, abgeschlossen und wegen b < a ist

2 a2 IQ 2

2?4+ y? < az% + b—2y2 = az(g + y_) =a?, fiir alle (z,y) € C,

b2

auch beschriankt und damit nach Heine-Borel kompakt. Da f|C:C' — R stetig ist, nimmt f
nach dem Satz von Weierstrafl sein Infimum an.

(b) Wir betrachten nun die Nebenbedingung h: R? — R,

1'2 y2

Dann ist

2 2 "
grad(h)(x,y) = (?‘Ta ﬁy) 7é (0,0), fiir (l',y) 7é (0,0),
also grad(h)(z,y) # (0,0), fir alle (z,y) € C, da (0,0) nicht auf C liegt. Fiir ein globales

Infimum p = (xp,y0) € C von f muss es daher nach dem Satz von Lagrange ein A € R geben
mit grad(f)(zo, yo) = Agrad(h)(zo, yo), also

2
2

Fiir  # 0 ist dann 1 = \/a? und damit kann wegen y = Z—jy nur noch y = 0 sein, also wegen

2—2 + z—i = 1 schliefflich x = +a. Fiir x = 0 findet man daraus y = £b. Es gibt also nur die vier
Kandidaten (+a,0) und (0,+b). Wegen

f(#£a,0) = a* > b* = £(0, £b)

liegen in P, = (0,b) und P, = (0, —b) die beiden globalen Minima vor und es gilt offenbar
c=f(P) = f(P») =0



