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Musterlösungen

zu den Übungen der Analysis II

Aufgabe 21. Wir betrachten die Funktion f : R→ R, gegeben durch f(0) = 0 und

f(x) = e−1/x
2

cos(
1

x
)

für x 6= 0. Zeigen Sie, dass f ∞-oft differenzierbar ist, dass f ′(0) = 0 ist, f aber weder lokales
Extremum noch Sattelpunkt in x0 = 0 hat.

Lösungsvorschlag. Auf R \ {0} ist f offenbar ∞-oft differenzierbar mit Ableitung

f ′(x) =
2

x3
e−1/x

2

cos(
1

x
) +

1

x2
e−1/x

2

sin(
1

x
).

Die Ableitung existiert zudem auch in 0 und es ist f ′(0) = 0, denn

lim
h→0

f(h)− f(0)

h− 0
= lim

h→0

e−1/h
2

cos( 1
h
)− 0

h− 0
= lim

h→0

cos( 1
h
)

he1/h2 = 0.

Dabei haben wir verwendet, dass der Kosinus beschränkt ist und

lim
h→0

1

he1/h2 = lim
h→±∞

h

eh2 = 0

ist, da die Exponentialfunktion schneller wächst als jedes Polynom.

Über Induktion zeigt man, dass die höheren Ableitungen für x ∈ R \ {0} von der Form

f (n)(x) = gn(x)e−1/x
2

cos(
1

x
) + hn(x)e−1/x

2

sin(
1

x
)

sind, wobei die Funktionen gn, hn : R \ {0} → R Polynome in 1
x

sind. Wie oben folgt wegen des
schnellen Wachstums der Exponentialfunktion dann induktiv, dass f (n)(0) existiert und 0 ist.
Der Beweis, dass f weder ein lokales Extremum noch einen Sattelpunkt in x0 = 0 hat folgt
komplett analog zu Aufgabe 18.

Aufgabe 22. Sei r eine rationale Funktion (vgl. Aufgabe 20) und fr : I → R die zugehörige
Funktion sowie a ∈ R \ I. Zeigen Sie, dass die einseitigen Grenzwerte

lim
x→a−

fr(x) und lim
x→a+

fr(x)
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uneigentlich existieren und +∞ oder −∞ sind. (Wir nennen a einen Pol von fr.)

Lösungsvorschlag. Wir betrachten zuerst den einfachen Fall, dass f(x) = 1
x−a ist. In diesem

Fall ist klar, dass

lim
x→a−

1

x− a
= −∞ und lim

x→a+

1

x− a
= +∞.

Damit folgt die Behauptung auch für Funktionen der Form f(x) = ( 1
(x−a))

n für alle n ∈ N.

Sei nun r = [(p, q)] ∈ R(X) eine rationale Funktion, fr : Ir → R die zugehörige Funktion und
a ∈ R \ Ir. Wir können wie in Aufgabe 20 annehmen, dass p und q teilerfremd sind und für q
ein n ∈ N finden, so dass q = (X − a)nq̂ wobei q̂ ∈ R[X] ein Polynom ist, welches in a nicht
verschwindet. Dann gilt

lim
x→a−

fr(x) = lim
x→a−

p(x)

q(x)
= lim

x→a−

p(x)

q̂(x)

1

(x− a)n
. (1)

Da nicht nur q̂ sondern auch p in a verschieden von Null ist (beachte die Teilerfremdheit von p
und q!) und Polynome stetig sind, existiert der Grenzwert

lim
x→a−

p(x)

q̂(x)

und ist verschieden von Null. Somit folgt die uneigentliche Existenz von (1) aus dem Fall f(x) =
1

(x−a)n . Für den anderen einseitigen Grenzwert kann komplett analog vorgegangen werden.

Aufgabe 23 Sei P =
∑∞

n=0 anX
n eine formale Potenzreihe. Wir nennen dann die formale

Potenzreihe

P ′ :=
∞∑
n=1

nanX
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1X
n

die formale Ableitung von P .

(a) Angenommen P konvergiere in einer Zahl x0 ∈ R \ {0}. Zeigen Sie, dass dann P und P ′

für alle x ∈ R mit |x| < |x0| absolut konvergieren. (Hinweis: Majorisieren Sie i.W. mit
den konvergenten Reihen

∑∞
0 θn und

∑∞
0 (n+ 1)θn für θ = |x/x0| < 1.)

(b) Wir definieren nun den Konvergenzradius von P durch

RP := sup{r ∈ [0,∞) : P konvergiert in einem x ∈ R mit |x| = r} ∈ [0,∞].

Zeigen Sie: Für alle x ∈ (−RP , RP ) konvergiert P in x absolut und für alle x ∈ R mit
|x| > RP divergiert P in x. (Das Intervall IP = (−RP , RP ) wird als Konvergenzbereich
von P bezeichnet.)

(c) Zeigen Sie: RP ′ ≥ RP . (Anmerkung: Es gilt sogar: RP ′ = RP , siehe Batt 07, Aufgabe 26.b.)

Lösungsvorschlag. Angenommen P konvergiert in x0 ∈ R \ {0}, d. h.

∞∑
n=0

anx
n
0
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existiert. Dann ist die Folge (anx
n
0 )n∈N eine Nullfolge und als solche im Betrag beschränkt durch

eine Konstante M > 0. Mit dem Hinweis erhalten wir dann für x ∈ R mit |x| < |x0|, dass

∞∑
n=0

|anxn| =
∞∑
n=0

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣n |anxn0 | ≤M

∞∑
n=0

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣n <∞.

Dabei haben wir die Konvergenz der geometrischen Reihe verwendet. Somit konvergiert P in
x.

Für die Aussage über P ′ verwenden wir, dass auch (an+1x
n
0 )n∈N eine Nullfolge ist, da an+1x

n
0 =

1
x0
an+1x

n+1
0 gegen Null konvergiert. Wir finden somit wieder eine Konstante M ′ > 0, durch die

(an+1x
n
0 )n∈N im Betrag beschränkt ist. Daher ist

∞∑
n=0

|(n+ 1)an+1x
n| =

∞∑
n=0

(n+ 1)

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣n |an+1x

n
0 | ≤M ′

∞∑
n=0

(n+ 1)

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣n <∞.

Die Konvergenz der letzten Reihe kann leicht über das Quotientenkriterium eingesehen werden.
Somit konvergiert also P ′ ebenfalls in x. Die Teile (b) und (c) folgen nun direkt aus Teil (a).

Aufgabe 24 (Der Abelsche Grenzwertsatz). Sei P eine formale Potenzreihe mit Konvergenz-
radius 0 < R < ∞ und f : (−R,R) → R die von P induzierte Funktion, f(x) = P (x).
Angenommen nun, dass P auch noch in x = R konvergiere. Zeigen Sie mit folgender Anleitung,
dass

lim
x→R

f(x) = P (R)

ist.

(i) Sei P =
∑∞

0 anX
n und o.E. R = 1. Für jedes n ∈ Z mit n ≥ −1 setze sn :=

∑∞
k=n+1 ak

und zeige: Für alle x ∈ R mit |x| < 1 ist
∑∞

0 snx
n konvergent und es gilt:

P (1)− f(x) = (1− x)
∞∑
n=0

snx
n.

(ii) Zerlegen Sie nun die Summe auf der rechten Seite geschickt in zwei Teile, um zu sehen,
dass die rechte Seite für x→ 1 gegen Null konvergiert.

Lösungsvorschlag. Da P (1) =
∑∞

n=0 an existiert, muss (sk)k∈N eine Nullfolge und somit ins-
besondere beschränkt sein. Es folgt also, dass für x ∈ (−1, 1) die Reihe

∑∞
n=0 snx

n absolut
konvergiert, da man ähnlich wie oben eine Abschätzung gegen ein Vielfaches einer geometri-
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schen Reihe durchführen kann. Wir erhalten nun, dass

(1− x)
∞∑
n=0

snx
n =

∞∑
n=0

snx
n −

∞∑
n=0

snx
n+1

=
∞∑
n=0

snx
n −

∞∑
n=1

sn−1x
n

= s0 · x0 +
∞∑
n=1

(sn − sn−1)︸ ︷︷ ︸
=−an

xn

=
∞∑
n=1

an −
∞∑
n=1

anx
n

= (P (1)− a0)− (f(x)− a0)
= P (1)− f(x).

Ist nun ε > 0, so existiert ein n0 ∈ N, so dass für n ≥ n0 gilt |sn| < ε. Damit erhalten wir für
n ≥ n0 und x ∈ (0, 1)

|P (1)− f(x)| =

∣∣∣∣∣(1− x)
∞∑
n=0

snx
n

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣(1− x)

n0∑
n=0

snx
n + (1− x)

∞∑
n=n0+1

snx
n

∣∣∣∣∣
≤ (1− x)

n0∑
n=0

|snxn|+ ε (1− x)
∞∑

n=n0+1

xn︸ ︷︷ ︸
=xn0+1

= (1− x)

n0∑
n=0

|snxn|+ εxn0+1.

In diesem letzten Ausdruck konvergiert der erste Term für x→ 1 gegen 0 und der zweite gegen
ε. Damit ist |P (1)− f(x)| für x→ 1 kleiner als ε. Da ε > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
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