Universitédt Tiibingen SoSe 2021
Fachbereich Mathematik 03.05.2021
Prof. Dr. Frank Loose Blatt 02
Jonathan Walz

Musterlosungen

zur Einfiihrung in die Funktionentheorie und die
Gewohnlichen Differentialgleichungen / Mathematik fiir
Physiker 4

Aufgabe 04. Sei G C C ein Gebiet und f: G — C reell-differenzierbar in a € G. Begriinden
Sie, warum auch f:G — C, z — f(z), in a reell-differenzierbar ist und zeigen Sie:

of of of of
g(a) = E(a)’ g(@) = &(0)

Losungsvorschlag. Da conj: C — C, z — Z, reell-differenzierbar ist, ist mit f: G — C auch

f = conj o f reell differenzierbar. Ist f = u + iv, so ist f = u — iv und weil die partiellen
Ableitungen 0/0z und 0/0y auf verktorwertigen Funktionen komponentenweise wirken, haben
wir zunéchst einmal (immer im Punkt a € G):
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or  Ox Z@x_£+28x_8x

und ebenso o
of _of
dy Iy’
Das zeigt nun, dass
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Daraus folgt mit }_ = f auch
of o) _of
0z 0z 0z

Aufgabe 05. Seien D,G C C Gebiete, f: D — G C C in a € D reell-differenzierbar und
g:G — Cin b = f(a) reell-differenzierbar. Begriinden Sie, warum g o f: D — C in a rell-
differenzierbar ist und zeigen Sie:
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Losungsvorschlag. Da f in a reell-differenzierbar und g in b reell-differenzierbar sind, ist nach
der Kettenregel auch g o f in a reell-differenzierbar und es gilt:

D(go f)(a) = Dg(b)Df(a).

Im Wirtinger-Kalkiil gilt fiir Dg(b): R? — R? und einem Vektor (z,y) € R? in komplexer
Schreibweise z = = 4 1y

dg dg
Dg(b)z:%(b) —l-%(b)z.
Das zusammen ergibt:
dgof) 1 [d(gof) 0(gof)
0z () = 5( ox (a) = dy ())
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Daraus ergibt sich dann auch mit g o f = g o f und noch einmal Aufgabe 04:

250 - B~ Bl Zoo
dg Of of
= 20X @+ 2202 (a)

Aufgabe 06. (a) Stellen Sie eine Produktregel fiir reell-differenzierbare Funktionen f, g: G — C
(G C C ein Gebiet) im Wirtinger-Kalkiil auf und begriinden Sie sie.

(b) Berechnen Sie die Wirtinger-Ableitungen der folgenden reell-differenzierbaren Funktionen
fi:C —=C (j =1,..,4) und bestimmen Sie, wo diese komplex-differenzierbar sind:

flz) =2 f2) =2, fs(z) =Re(z), falz) =2:"2— 22"

Losungsvorschlag. (a) Auch fiir komplexwertige reell-differenzierbare Funktionen f,g: G —
C auf einem Gebiet G C C gilt die Leibnizregel in der folgenden Form: Auch f¢g:G — C,



2z f(2)g(2), ist reell-differenzierbar und es gilt:

o(fg)  of . ,dg
0.~ 2.9 g
ofg)  df . .dg
0z~ g

Denn zunéchst erfiillen die partiellen Ableitungsoperatoren 0/0x und 9/0y die Leibnizregel, da
sie ja auf die Differentiation von Funktionen in einer Variablen zuriickgefiithrt werden. Deshalb
ist nun fiir komplexwertige f, g: G — C mit f = u + ‘v und g = 0 + i7 zunéchst einmal

f-g9=(uo—or)+i(ur +vo)
und daher (an jeder Stelle, wo f und g reell differenzierbar sind)

Afg) _ 1<a(fg) _Z.(fg))
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nach Aufsammeln von 16 Summanden und analog

ofg) Of dg

0z o0z’ 1oz
Insbesondere ist fiir den Fall, dass f und g holomorph sind, auch fg holomorph und es gilt:

(fg) = fg+ fd.

(b) Zunéchst ist f1(z) = x — iy und daher

ofi  Odx—iy) 1 [(0(x—iy) Ox—iy) 1 9
ofh _ _( 2 )25(1—1—2):0,
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also ist f1 nirgendwo komplex-differenzierbar. Mit der Produktregel aus Teil (a) ist
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und ahnlich
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Damit ist f> nur in z = 0 komplex differenzierbar. Wegen f3(z) = Re(z) = 1(z + Z) ist
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Also ist f3 nirgendwo komplex-differenzierbar. Schliellich rechnen wir fiir fy:

o
0.~ T E
aﬁl - 2 - _
5 = 22% — 222 =22(z — ).

Letzteres ist gleich 0 offenbar genau wenn z = Z ist, also fiir z € R C C.

Aufgabe 07. (a) Integrieren Sie f:C — C, 2z + 22, iiber den Weg 7: [0, 27r] — C, y(¢) = 1+¢™.

(b) Parametrisieren Sie die geradlinige Verbindungsstrecke von —1 € C nach 1 € C mit einem
Weg v, und betrachten Sie mit v,: [0, 7] — C, ¢ > €™ einen weiteren Weg von —1 nach 1.
Integrieren Sie nun die stetige Funktion ¢: C — C, g(z) = |2/, iiber die Wege v, und ~,.

(c) Zeigen Sie, dass h: C — C, h(z) = Re(z), keine Stammfunktion hat.
Losungsvorschlag. (a) Fiir y(t) = 1 + e ist 4(t) = ie®. Es folgt

Y(APA(t) = (1 + e")ie’ = (1+ 2" + ¥")ie™ = i(e" 4 2¢™" 4 ™).
Damit wird

. . 1 ..
/22 dz = [ezt + 622t + _€3zt](2)7r =0.
~ 3

(Oder wir argumentieren so: Die Funktion z + 2% ist auf der Kreisscheibe B := By(1) C C
holomorph und ~ ist ein geschlossener Weg in B. Deshalb muss f7 f(z)dz = 0 sein.)

(b) Fiir 71: [—1,1] = C, % (t) =t ist 41(¢t) = 1 und daher

1 1
1

/g(Z)dZZ/ |t|~1dt:2/tdt:2._:1_
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Fiir 72: [0, 7], 72(t) = /™8 ist 4(t) = —ie’™" und daher
/ g(z)dz = / T |(=i)e ™D gt = [T = €0 — " =1 — (1) = 2.
V2 0

(c) Fiir den Kreisweg 7: [0,2n] — C, y(t) = €, ist §(t) = ie", so dass wir rechnen kénnen:
h(y(#))¥(t) = Re(v(2))7(t) = 5(6 tem)iet = 5(62 t41).

Damit ist

1 :
[{h(z) dz = %[2—2,62” + " = %2# =im #0.

Damit kann h keine Stammfunktion haben.



