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Ein topologischer Raum X heifit

e zusammenhéingend, wenn gilt: Sind U,V C X offen mit X = U UV und UNV = 0, so
muss U = () oder V = () sein;

e wegzusammenhéangend, wenn gilt: Fiir alle xg, z; € X gibt es einen Weg a: I — X (d.h.:
« ist stetig, wo I = [0, 1] das Einheitsintervall mit der von R induzierten Topologie ist)
mit «(0) = 2o und a(1) = ;.

Aufgabe 19. (a) Sei X ein zusammenhéngender Raum. Zeigen Sie: Ist A C X nicht-leer,
abgeschlossen und offen, so ist A = X.

(b) Zeigen Sie: I = [0,1] ist zusammenhingend. (Hinweis: Ist [ = U U V und 0.E. 0 € U, so
betrachte
b:=sup{zel: [0,2] CU})

(c) Zeigen Sie: Ist X wegzusammenhéngend, so ist X auch zusammenhéngend.

Lésungsvorschlag. (a) Es ist X = A U A° eine disjunkte Zerlegung in zwei offene Mengen,
denn da A auch abgeschlossen ist, ist A° auch offen. Deshalb muss eine von beiden Teilmengen
leer sein. A ist es aber nach Voraussetzung nicht, also ist A° =0, d.i.: A = X.

(b) Ist I = U UV eine disjunkte Zerlegung in (relativ-) offene Teilmengen U,V C I, so sei
0.E. 0 € U. Wir setzen dann

b:=supM, mit M={xel: [0,z] CU}.

Dann ist zunéichst b € I, da M # () ist, weil 0 € M ist. Weiterhin ist b € U, weil U abgeschlossen
ist (da U¢ = V offen ist). Es gibt ndmlich aus der Definition des Supremumus heraus eine
(monoton wachsende) Folge (x,,) in M mit (z,,) — b. Da M C U ist, ist also z,, € U, fiir alle
n € N, und daher muss b auch in U sein (und sogar in M). Wére nun b < 1, so gébe es ein
e > 0, so dass auch b+ te € U wire, fiir alle t € [0,1], denn U ist auch offen. Aber dann wire
b+e € M: Das ist ein Widerspruch zur Definition von b. Es ist also b = 1 und damit [0, 1] C U,
also V = (). Das zeigt, dass I zusammenhéngend ist.
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(c) Sei X = U UV und angenommen: U # () und V # (). Dann gibt es also Elemente z € U
und y € V. Da X wegzusammenhéngend ist, finden wir einen Weg «a: [0, 1] — X, der x und y
verbindet, «(0) = z und a(1) = y. Weil « stetig ist, sind a~(U) und o' (V) offen in I und
wegen X = U UV ist auch I = o 1(U) U a~ (V). Aber beide sind nicht-leer, denn 0 € a~(U)
und 1 € o™ !(V). Das ist ein Widerspruch dazu, dass I zusammenhéngend ist.

Aufgabe 20. Beweisen Sie folgende Variante des Identitétssatzes: Sei G C C ein Gebiet und
f:G — C holomorph. Sei weiter a € G, so dass fiir alle n € N gilt: f™(a) = 0. Dann ist
f konstant. (Hinweis: Betrachten Sie die Teilmenge A := {z € G: f™(2) = 0, Vn € N} und
zeigen Sie, dass diese nicht-leer, abgeschlossen und offen ist.)

Losungsvorschlag. Wir betrachten also
A={zeG: fM(z)=0,VneN} CG.

Da f(M:G — C stetig ist, ist (f™)1(0) C G abgeschlossen und damit auch
A=)
neN

Da f holomorph und damit komplex-analytisch ist, ist A aber auch offen. Ist namlich 2y € A,
so gibt es ein 7 > 0 mit B,(29) C G, so dass die Taylorreihe T ., von f in 2 fiir alle z € B,(z)
gegen f(z) konvergiert,

f(2) = Tya( an' (2 — 20)".

n=0

Da f(™(2) = 0 ist, fiir alle n € N, ist aber T}, (2) = f(z0), fiir alle z € B,(z), also f|B,(z) =
const. Es folgt, dass auch

F(z) =0

ist, fir alle n € N und fiir alle z € B,(2). Das zeigt: B,.(z)) C A. Also ist A auch offen.
Nach Voraussetzung ist a € A, also A # (). Nach Aufgabe-19-a muss deshalb A = G sein, also
insbesondere f’(z) = 0, fiir alle z € G. Deshalb ist f = const.

Aufgabe 21. Sei G C C ein Gebiet und F:[a,b] x G — C, (t,2z) — F(t,z), stetig. Zudem
sei Fi: G — C, Fy(z) := F(t,z), fiir jedes t € [a, b] reell-differenzierbar, und Do F": [a,b] X G —
Mato(R), DoF'(t, 2) = DFi(2), sei stetig. Zeigen Sie, dass dann H: G — C,

b
H(z) = / F(t,2) dt,
wohldefiniert und reell-differenzierbar ist mit

b
_ / DE(:)dt, V:eG.



Losungsvorschlag. Sei zp € G und r > 0 so, dass B,(z9) C G ist. Wir setzen ¢: B,.(0) — C,

und miissen demnach zeigen:
p(h) _
h—0 ||h|| .

(Man beachte, dass das Integral definiert ist, da Dy F fiir festes (aber beliebiges) z € G insbe-
sondere stetig ist.) Fiir den geradlinigen Weg von zg zu 2o + h, 7:[0,1] — G, v(s) = 2o + sh,
gilt 7/(s) = h und daher

Flan+ 1) = Fa) = Fioa(l) = Fron(0) = [ L(Foa)(s)ds= [ DRG(s)(5)ds

= / DFt hdS

da Fjo~y stetig differenzierbar ist. Sei nun € > 0 beliebig. Da Dy F' nach Voraussetzung stetig ist,
ist es auf Kompakta wie z.B. K = [0, 1] x Bs(z9) sogar gleichméBig stetig. Wir finden deshalb
ein 6 > 0, so dass fiir alle ¢t € [0, 1] und alle z € Bs(z) gilt:

IDFi(2) — DEi(20)]

(Wir benutzen hier die Operatornorm || - || zur euklidischen Norm auf Mat,(R) = Hom(R?,
R?).) Nun kénnen wir ¢(h) abschitzen:

et = 1( (Fueo+ h) — Fizo)) dt— / "DE () dt). )

|| / Fi(zo + ) — Fy(z0) — DE(zo)h) dt

||/ (/ DF,(y )hds—/o DE(zo)ds-h)dt||

/ ( / | (DE(1(s)) — DFi(z)) - hl| ds)t

IN

b 1
< | / |DE(y(s)) — DF:(20)]| - || dsdt.

Es folgt:
dsdt = b—a)=c¢c.
|h|| //b—as Eri LR
Es ist also )
. P
lim 2 —
h—=0 ||A| 0

und damit H differenzierbar mit

2) = / " DyF(t.2) di



Aufgabe 22. Sei I C R ein offenes Intervall und f:/ — R unendlich-oft differenzierbar.
Zeigen Sie: f ist genau dann reel}—analytisch, wenn es ein Gebiet G C C mit I C @G und einer
komplex-analytischen Funktion f: G — C gibt mit f|I = f.

Losungsvorschlag. ,<*: Sei also f: G — C holomorph, I C G und f = f|I (sowie f(I) C R).
Fiir jedes zg € I gibt es dann ein r,, > 0, so dass I,, := (xg—74,, To+72z,) € I und Brzo(xo) -ye
ist und die Taylorreihe 7, von f in z fiir alle z € B, (7o) € G gegen f (z) konvergiert,

~

f(Z) = Tf,mo(z)'
Die Taylorreihe T ,, € R[[X]] von f in z( ist aber die gleiche wie die von f in 20, denn

= P a0 = L iao) = o),

J'(0) 0z

und genauso fiir die hoheren Ableitungen in xy. Es ist also
f@) = f@) =T}, (@) = Tyop(z), Vo € By, (w0) NI =1,

Also ist f reell-analytisch.

»=" Ist f:I — R reell-analytisch, so gibt es fiir jedes o € I ein r,, > 0, so dass [, =
(xo — 49, To +72,) C I ist und die Taylorrreihe Ty, € R[[X]] von f in z, fiir alle z € I, gegen
f(x) konvergiert,

f(@) = Ty ().
Der Konvergenzradius von T, ist also grofler als Null und wir kénnen f|I,, holomorph auf
B,, (7o) € C durch f,: By, (z9) — C,

fxo (Z) = Tfﬂ?o(z)v

fortsetzen, d.i.: fuy|lu, = f|lz,- Wir setzen nun

G:= U B, (o).

xo€l

Dann ist offenbar I C G, denn fiir jedes z € I ist 29 € B, (xo) € G, und G ist als Vereinigung
von offenen Mengen offen. GG ist auch wegzusammenhéngend, denn sind 2, zo € G beliebig, so
gibt es 1,25 € I mit 2, € B, (x1) und 2z, € B,,, (x2). Dann verbinde man z; zunéchst
geradlinig zu 1 € I, diesen dann innerhalb von I (geradlinig) mit xs, und diesen wiederum
geradlinig mit z,. Dieser Weg verldauft dann ganz in G. G ist also ein Gebiet. Auf G setzen wir
nun f: G — C,

~

f(2) == fuo(2), falls 2 € B,, (7o) ist.

Dann wollen wir zunéchst priifen, dass dies wohldefiniert ist. Seien dazu x1, x5 € I, so dass mit
B; = B, (z;) ( =1,2) gilt: z € By N By. Mit By N By # ) ist dann auch J := I, N1, C 1

I
nicht leer und damit ein offenes Intervall. Nun gilt mit f; := f;, und f; := f.,:

AT = [T = falJ
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Da B; N By zusammenhéngend ist, muss nach dem Identitiatssatz
fil(B1 N By) = fo(B1 N By)

sein, denn J enthilt sicher einen Punkt p und eine Folge (x,,) mit z,, € J \ {p} (Vn € N), die
gegen p konvergiert. Inshesondere ist damit

f1(2) = fa(2)

und damit f (z) wohldefiniert. Weil f lokal immer mit einem f,, uberelnstlmmt und letztere
holomorph sind, ist f auch holomorph. Nach Konstruktion ist schliefSlich f I =



