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Aufgabe 23. (a) Sei G C C ein Gebiet, f, g: G — C holomorph und a € G die einzige Nullstelle
von g. Weiter sei ¢'(a) # 0. Zeigen Sie, dass fiir h: G\ {a} — C, h(z) = f(2)/g(2), gilt

f(a)
g'(a)

Res,(h) =
(b) Bestimmen Sie alle isolierten Singularitidten von f und g und dort ihre Residuen:

f(2) = ——3, 9(z) = e 1)

Losungsvorschlag. (a) Weil g:G — C eine einfache Nullstelle in @ € G hat, gibt es ein
holomorphes v: G — C mit v(a) # 0 und ¢g(z) = (¢ — a)v(z). Nach der Produktregel ist dann

¢(a) = v(a) + (= — )|t/ (a) = v(a).

Da f: G — C holomorph ist, gibt es ein holomorphes u: G — C mit

f(z) = fla) + (z = a)u(z).

Man entwickle f dazu etwa in eine Potenzreihe um a und setze dann bei f(z) = > " an(z —a)”
um a: u(z) ==Y " a,(z —a)" . Dann ist

_ &) _ e+ (z—aju(z) _ fla)/v(z) | ulz)

g(z) (z —a)v(z)  z—ua v(z)

Schliefllich ist 1/v(z) wegen v(a) # 0 lokal um z = a holomorph, also in eine Potenzreihe

entwickelbar,
o

Z z—a) —bo—l—Zbk (z —a)k,
k=1



wobei by = 1/v(a) = 1/¢'(a) ist. Das ergibt
h() = (ﬂ@@%;+§:%@—af0-zia+%@)
_ f@/d( { Ejmz_akl ()}7

wobei der Ausdruck in den geschweiften Klammern holomorph ist. Das zeigt, dass h in a einen
einfachen Pol mit Residuum

Res,(h) = §/<(Z))

hat (falls f(a) # 0 ist; im Falle f(a) = 0 ist die Singularitét hebbar).

(b) (i) Die isolierten Singularititen von f:z — 1/(z(z — 7)?) liegen offenbar bei a = 0 und
b=m. Um a=0ist v mit u(z) = 1/(z — 7)? holomorph mit u(0) = 1/(—7)? = 1/7%. Also ist

um 2z =0
1 1 =, &
EESERERD L
k=1

mit b, € C. Es folgt:

1 1/ &
— b k—1
z2(z —m)? z i ; k=

um z. Also hat f in a einen einfachen Pol mit Residuum 1/7%. Bei b = 7 ist 2z — 1/z um b
herum holomorph mit Taylordarstellung

%:14_%Z:b(%)-(z—ﬂ)—f—zck('z_ﬂ)k

(mit ¢, € C fiir k > 2). Wegen £ (1)|._, = —% ist daher

1 /7

—1/7T =
2(z—m?2  (z—m)2 Z—7T+;Ckz_7T

Es hat also f einen Pol der Ordnung 2 in b und dort das Residuum

Res,(f) = —i.

2
(ii) Die isolierten Singularitdten von g:z — 1/(z(e* — 1)) liegen bei a = 0 und by, = 2wik
(k € Z), denn e* — 1 = 0, genau wenn z = 2mik ist, fiir ein k € Z. Wir versuchen mal mit

f(z) =1/z und h(z) = e* — 1 Teil (a) der Aufgabe anzuwenden. Dann ist zunéchst by = 2mik
(fiir £ # 0) einfache Nullstelle von h, denn

R (by) = e =140,
Es folgt:

fg) /by 1
(b)) 1 2mik’

Resy (9) =

2



fiir £ # 0. In @ = by hat der Nenner von g eine zweifache Nullstelle, denn

z(ef—=1) = Z% kZ:k‘i

wenn wir

I
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N
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setzen, also insbesondere u(0) = 1 und «/(0) =1 / 2! = 1/2. Nun entwickeln wir wieder 1/u bis
zur Ordnung 1,

1 1 d 1 u'(0) 1
= | o(—) - v =14 (= . ee=1-—2= :
u(z)  u(0) N dz’ O(u(z)) i * u(O)Q) i i
und das liefert
1 1 1 1 + hol.
- e = .= 0
z(e#—1) 22 wu(z) 22
Das Residuum von g in 0 ist also
1
Resy(g) 5
Aufgabe 24. Zeigen Sie:
00 Qd ™ d
/ rar :l, r T (fiir a > 1).
N S Y5 0 a-+cosx a2 —1

(Hinweis fiir das zweite Integral: Versuchen Sie dieses Integral als ein komplexes Wegeintegral
iiber die Einheitskreislinie zu beschreiben.)

Losungsvorschlag. (i) Das Integral [*° 22 dz/(1+2*) kann man &hnlich wie in der Vorlesung
behandeln. Man ergénzt den Weg [—r, 7] C R (fiir 7 > 1) um den Halbkreisbogen ,: [0, 7] — C,
t + re® und erhiilt dann den Rand des Kompaktums mit stiickweise glattem Rand

K,={z€C: |z| <r, Imz > 0}.

Entlang des Weges 7, kann man den Integrand 2%/(1 + 2*) so abschitzen:

52 122 2
| |: < )
1+ 24 1424 —rt=1
denn
==t =1 < 1+,
also

|2t 1 >t -1,



Die Lange von 7, ist 7r, so dass mit der Fundamentalabschétzung

‘/ de = | = |- L[] < -
u T )
1+z ZGSpEyT) 14 24 rt—1

so dass der Beitrag fiir r — oo also verschwindet. Es ist deshalb

© 22dx ) 22dz
I:= — = — lim = =
0o 1+.I'4 T—00 oK, 1+Z4

Um den Residuensatz anzuwenden, kiimmern wir uns nun um die isolierten Singularitédten von
2z 22/(1+ 2%). Das sind die Nullstellen des Nenners, also die Lésungen von

2t =—1.

Bezeichnen wir mit w := exp(mi/4) die 8. Einheitswurzel, so sind die Losungen offenbar gerade

w, w?, w® und w’, denn

(w2k)+1)4 — W8k+4 — (WS)k . W4 — 1k . (_1) — _1
(fiir alle & € Z). Der Nenner zerféllt also in die Linearfaktoren
1+2'=(z —w)(z —w)(z — W) (z — ).

Von diesen vier Wurzeln der Gleichung 1 + z* = 0 haben nur w und w?® positiven Imaginérteil
und fallen damit in K, (fiir r grofl genug, hier » > 1). Fiir r > 1 ist das Integral unabhingig
von r, so dass man auch zum Lines fiir »r — oo {ibergehen kann. Wir erhalten dann also mit
dem Residuensatz

I =27i(Res,(f) + Resys(f)),

wenn wir f(z) = 22/(1 + 2*) setzen. Nun ist offenbar, dass f in w und w? nur einfache Pole hat

mit
2

w
Res,(f) =
esul/) (w—w?)(w—w?)(w—wT)
und ;
w
Rl = o — A o)
Da
w:e”/‘*—cosz—i-zsm—:—\/_—i—z( V2)
ist, ist
, 1 1
W' = —5\/§+Z(§\/§),
1 1
5 _ 1. /ot _
W= 3 2 2(2\/5) w.
1 1
7 — V2 —i(=v92) = — 3
w 5 1(2\/_) w”,
und damit

w—w?’:\/i, w—w’ = 2w, w—w =iV2



sowie
wd —wd = i\/§, WP —w’ = 2.

Das ergibt mit w? =i und w® = —1i:
i 1
Resw(f) = . = 7
(V2)(2w)(iv2) 4w
i 1
Ress(f) = ! =

(—V2)(iv2)(2w®) 4w

Wegen 1/w = w” wird also

Res,(f) + Resys (f) = $+4—j)3:i(ué):i(%ﬁ—%\/ﬁ)(l—i)
= ((f—f)+z( f>>=—‘2f”:—%

Vo
Das liefert also schlieflich
V20 V2w

I =2mi(——i)=m—=—%

4 " V2
(ii) Um das Integral als ein Integral iiber das Intervall [0, 27] zu beschreiben, bemerken wir
zunéchst die Symmetrie des Cosinusgraphen bzgl. der vertikalen Geraden {x = 0} und {z = 7},

d.i.
cos(—x) = cos(x), cos(m —x) =cos(z), VreR.

Daraus sieht man mit den Substitutionen x = 7 — u bzw. u = —v, dass
/2” de /—” —du B /—” —du /7r dv
. a+cosx  Jo a+tcos(m—u) Jy a+dcos(u) J, a+ cos(—v)
B /7r dv
~Jo a+4cosv’
/7r a1 /2” dt
o a+cost 2J, a-+cost

Nun versuchen wir dieses Integral als ein komplexes Wegintegral iiber die Einheitskreilinie
v:10,27] — C, t — €%, zu schreiben und rechnen ein bisschen , physikalisch®:

Deshalb ist

, dz 1 dz
pr— p— Zt —_— = 4 pr—
z=7(t)=¢€" = o Y(t) =it =iz = dt = -
Mit . | .
cost = 5(6“ +e ) = 5(z - ;)
erhalten wir
dt 1 dz 2 dz

atcost i (a+iG+1)-2 2242 +1

Insgesamt bekommen wir so, dass

J__/ﬂ dt _1/2” dt _1/ dz
Jo atcost 2 )y a+cost i), 22+2az41
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Wem das zu ,,unheimlich® ist, der setze jetzt die Definition des komplexen Wegintegrals fiir
fv dz/(2* + 2az + 1) ein, um zu sehen, dass man tatsichlich J bekommt.

Jetzt bestimmen wir die isolierten Singularitidten von f:z + 1/(2% 4+ 2az + 1), welche nach der

Mitternachtsformel bei 5
w1/2 = —g:l: \/&2—1

liegen. Nur die Wurzel

wi:=—a+Va*—1

liegt dabei in B;(0), denn einerseits ist offenbar wy < 0, andererseits ist wegen a > 1

a—1=vVa2—-2a+1<+vVa2—-2+1=+vVa2-1

auch w; > —1. Die andere Nullstelle liegt aufierhalb von B;(0). Das Residuum von f in w; ist
dann

1 1
R w - = 5
(/) wp —w2  2v/a?2 -1
denn | )
f(z) =

242z+1 (z —wi)(z —wy)’

Also erhalten wir mit dem Residuensatz

J_I/Q” dt _1/ dz
 2)y a+cost i oB1(0) 22 +2az + 1

1 1 m
- 2 . .R y :2 = .
2( i) - Resi, (F) 7T2\/a2—1 Va2 —1

Aufgabe 25 (Null- und Polstellenzéhler). (a) Sei f eine holomorphe Funktion auf einem
Gebiet G C C und a € G eine Nullstelle von f der Ordnung £ € N. Zeigen Sie, dass g,
mit g(z) = f'(2)/f(2), eine holomorphe Funktion auf G mit einer isolierten Singularitit in a
ist und es gilt: Res,(g) = k.

(b) Sei f nun holomorph auf einem Gebiet G C C mit einem Pol der Ordnung £ € N in einem
Punkt a € G. Zeigen Sie, dass g, mit ¢ = f’/f, holomorph mit isolierter Singularitit in a ist
und es gilt: Res,(g) = —k.

(c) Eine holomorphe Funktion f auf einem Gebiet G C C heifit meromorph, wenn sie héchstens
isolierte Singularitdten hat und diese nicht wesentlich sind. Sei nun K C G Kompaktum mit
glattem Rand, f sei meromorph auf G und keine der isolierten Singularititen und Nullstellen
von f liege auf OK. Mit Ny € N bezeichnen wir dann die Gesamtzahl der Nullstellen von f
innerhalb von K, gewichtet jeweils mit ihren Vielfachheiten, Ny = > . F-1(0) ord,(f). Ahn-
lich sein N, € N die Gesamtzahl der Polstellen von f innerhalb von K, gewichtet mit ihren
Vielfachheiten, Noo = 3~ r-1(o0) 0rda(f). Zeigen Sie, dass dann gilt:

1 f(z)dz

2mi Jore f(2)

= NO _Noo



Losungsvorschlag. (a) Die isolierten Singularititen von g = fTI auf G sind offenbar die Null-
stellen von f, wovon a € G eine ist. Dass ord,(f) = k € Nist, impliziert, dass es ein holomorphes

h um a mit h(a) # 0 und
f(2) = (z = a)"h(2)
dort gibt. Es folgt

um a, also

B f(z) B k(z—a)th(z) (2 —a)*h'(2) _k R (z)
9(2) = f(z)  (z—a)*h(z) * (z —a)*h(z)  z—a + h(z)

Da h(a) # 0 ist, ist 2 um a holomorph und damit hat g in a einen einfachen Pol mit Residuum

Res,(g) = k.

(b) f habe nun einen Pol der Ordnung k& € N in a. Das impliziert, dass es ein holomorphes h

um ¢ mit h(a) # 0 gibt und
1
f(z) = mh(z)-

Das kann man beispielsweise aus der Laurententwicklung von A in a sehen, die so aussieht:

[e.e]

Lpo(2) = Z an(z —a)" = (z —a)™"- Z a_pin(z —a)".

n=—=k

und a_j # 0. Setzt man h(z) ==Y a_pin(z — )" (um a), so ist also h(a) = a_y # 0 und
f(2) = Lua(2) = (2 — @) *h(2),
fir alle z € B,.(a) \ {a}, fiir ein r > 0. Es folgt:
fi(2) = (=k) - (z = a) ™ h(2) + (2 — a) "N/ (2)
und so dhnlich wie eben (man konnte die Teile (a) und (b) gemeinsam abhandeln)

(R) (=R (z—a) " DR(z)  (z—a) R (z)  —k | W(2)
I = T T e T e—a) () i—a R

Es folgt wiederum, dass g einen einfachen Pol in a¢ mit Residuum
Res,(9) = —k

hat.

(c) Um das Integral fiir den Null- und Polstellenzéhler fir ein meromorphes f auf einem Gebiet
G zu bekommen, stellen wir zunéchst fest, dass g = fTI isolierte Singularitédten in den Nullstellen
von f und den Polstellen von f hat, aber aulerhalb dieser holomorph ist, da f und f’ dort
holomorph sind und es keine Nullstellen von f mehr dort gibt. Ist nun K C G ein Kompaktum
mit glattem Rand, so konnen, weil die Null- und Polstellen von f diskret liegen, nur jeweils
endlich viele in K liegen. Denn ist D C K die Teilmenge der Null- und Polstellen in K, so
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ist (K \ D, B.(p))pep eine offene Uberdeckung von K (beachte: D ist nach Definition einer
diskreten Menge auch abgeschlossen, was in der Vorlesung vergessen wurde). Ist € > 0 so klein,
dass in B.(p) jeweils nur ein Element von D liegt (ndmlich p), so sieht man, dass, wegen der
Kompaktheit von K, die Teilmenge D endlich sein muss. Seien daher

DO = {al,...,ar}
die Nullstellen von f in K und

Do ={b1,...,bs}

die Polstellen von f in K, also D = Dy U D. Da nach Voraussetzung D NIK = () ist, konnen

wir nun den Residuensatz auf das meromorphe g = f—, anwenden und finden, dass
1 J'(z) dz Z f’
— = Re sp Z Resp Z Resp
2m oK f(Z) peD pEeDy pED
= Y ord,(f)+ > (—ordy(f)) = Ny — Nx.
p€Dy pEDoso

Aufgabe 26 (Satz von Rouché). Sei G C C ein Gebiet und es seien f, g: G — C holomorph.
Weiter sei K C G ein Kompaktum mit glattem Rand und N(f), N(g) € N bezeichne die Anzahl
der Nullstellen von f bzw. g in K (gezdhlt mit Vielfachheiten). Schlieflich gelte fir alle z € 0K

9(2) = F(2)] < |f(2)]-

Zeigen Sie, dass dann gilt: N(f) = N(g). (Hinweis: Betrachten Sie die Homotopie (hy)icpo,1) mit
= f+t(g — f) und untersuchen Sie N(h;) in Abhéngigkeit von ¢.)

Loésungsvorschlag. Wegen |g — f| < |f| auf 0K, kann weder f noch g einen Nullstelle auf 0K
haben. In so einem Punkt wiirde ndmlich bei f(z) = 0 folgen: |g(z )| < 0 bzw. bei g(z) = 0:

|f(2)] < |f(2)|. Alle Nullstellen von f bzw. g in K liegen also in K. Das Gleiche gilt fiir die
»Zwischenfunktionen“ h;: G — C (t € [0,1]),

hi(2) = f(2) +t(g(2) = f(2)).

Wegen
t-19(z) = f(2)] < |g(2) = f(2)| < [f(2)],
fir alle t € [0,1] und z € 9K, hat auch h; keine Nullstellen auf 0K . Beachte, dass hg = f und

hy = g ist. Fir die Anzahl N(h;) € Z der Nullstellen von h; (mit Vielfachheiten gezéhlt) gilt
deshalb nach Aufgabe-25:

/ / / ol
M= gk [ HOME_ L[ SO
2mi Jox h(2)  2miJox [f(2) +1(g(2) — f(2))
Der Integrand dieses Integrals hingt nun offenbar stetig von ¢ ab und daher auch N (t) := N(h;).

Aber N:[0,1] — Z C R hat ganzzahlige Werte und muss daher konstant sein (vgl. Aufgabe-13).
Es ist also




