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Aufgabe 31. Sei n € N, G C R” ein Gebiet und f:G — R" ein lokal Lipschitz-stetiges
Vektorfeld auf G. Sei ferner fiir jedes y € G mit «,:I(y) — G die maximale Losung des
Anfangswertproblems

$:f<$>, x<0):y
auf G notiert. Sei nun yo € G und ¢ € I(yp) sowie y; = a,(t). Zeigen Sie, dass s € I(y;) ist,
genau wenn t + s € I(yp) ist und dann gilt:

Qy, (8) = ayy(s +1).

Losungsvorschlag. Wir betrachten die beiden Kurven
Q. ](yl) - G? a(s) = Qy, (S)v

und

B:(t_(yo) — t,t4(yo) —t) = G, B(s) = ay,(s +1).
Hierbei ist I(yo) = (t—(v0),t+(y0)) mit t_(yo) € [—00,0) und ¢4 (yo) € (0,00] und wir setzen
natiirlich —oco — t := —o0 bzw. +o00 — t := +o00, fiir t € R. Beide Kurven 16sen nun das
Anfangswertproblem (AWP)

&= f(z), x(0)=wn

auf G, denn bei « ist das gerade die Definition von a,, und bei § gilt zunéchst £(0) = a,, (t) = 1
und dann

() = (s 1) = - lomsrittn(0) = Fla (s + 1)) = F(B(5),

fir alle s € (t_(yo) — t,t4+(yo) — t). Weiterhin sind beide Losungen maximal. Bei « ist dies
nach Definition von «,, so, bei 8 nach Definition von «,,, da f# im Parameterintervall nur um
t verschoben wurde. Daher muss

I(y1) = (t-(vo) — t, 1 (y0) +1)

sein, also s € I(y;) genau wenn s +t € I(yp) ist. Denn nach dem Satz von Picard-Lindelof
(genauer dem daraus folgenden Lemma aus der Vorlesung) folgt, dass a und 5 auf dem Durch-
schnitt ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen, aber da diese jeweils maximal sind, miissen
auch die Definitionsbereiche iibereinstimmen und damit ist also o = 5.
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Aufgabe 32. Fiir w > 0 bezeichnet man das Anfangswertproblem
i+w'z=0, 2(0) =m0, £(0) =y

als ,,harmonischen Oszillaor®. Bestimmen Sie den Phasenraum G fiir das Problem und dann
das zugehorige maximale dynamische System ¢: Q2 — G (Hinweis: Machen Sie einen ,, Ansatz*
fiir x als Linearkombination der Lésungen ¢ — cos(wz) und ¢ — sin(wz).)

Losungsvorschlag. Der Phasenraum fiir den (1-dimensionalen) harmonischen Oszillator mit

T =y, z(0) = xg
y=—wx, y(0)=yo,

ist offenbar G = R2. Wir wissen schon, dass die beiden trigonometrischen Funktionen R — R,
t +— cos(wt) und t +— sin(wt) die Differentialgleichung 16sen und die Differentialgleichung ist
linear, d.i.: das Vektorfeld f:R? — R?

f(xvy) = (yv —(UQQT)
ist linear. woraus folgt, dass jede Linearkombination a: R — R,
a(t) = Acos(wt) + Bsin(wt),

auch eine Losung ist. Denn erfiillen zwei Kurven [y, 8 die Gleichung, so gilt fiir eine Linear-
kombination A1 + Ay wegen der Linearitéit von f

d

a()qﬁl + Xof32)(t) = M (t) + )\252(15) =AM f(Br(t)) + A f(Ba(t) = fF(MBL(E) + AoBa(t)).

Wir versuchen nun A, B € R so einzustellen, dass wir die Anfangsbedingungen «(0) = x und
&(0) = yo erfiillen. Es ist
a(t) = —Awsin(wt) + Bw cos(wt),

also

Es folgt, dass
a(t) = xq cos(wt) + % sin(wt)
w

die maximale Losung des (AWP) ist. Da damit I(z,y) = R ist, fiir alle (x,y) € R, ist hier
Q=R x R? = R? und das zugehérige (maximale) dynamische System auf G gegeben durch

o'(z,y) = (v cos(wt) + % sin(wt), —xw sin(wt) + y cos(wt)).

Aufgabe 33. Sei f: G — R" ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf einem Gebiet G C R"™.
Zu xy € G sein a: I — G die maximale Losungskurve zum Anfangswertproblem & = f(x),
z(0) = x¢ auf G. Es existiere nun ein 7' € [ mit 7" > 0, so dass a(T") = z ist. (Wenn T' > 0 die
kleinste positive reelle Zahl mit dieser Eigenschaft ist, nennen wir xq einen periodischen Punkt
der Periode T'.) Zeigen Sie, dass in diesem Fall I = R ist und fiir alle ¢ € R gilt:

alt+7T) = aft).
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Losungsvorschlag. Da fiir das maximale o = a,: I(z9) — G wegen a(T') = x¢ fiir ein T > 0
ist, gilt nach Aufgabe-31, dass

t(wo) =t_(z0) =T, ti(xo) =1ts(z0) =T

ist, was man nur mit ¢_(x¢) = —oo und ¢4 (xy) = +oo erfiillen kann. Nach der Flussbedingung
aus Aufgabe-31 muss dann fiir alle t € R = I(zg) gelten:

a(t + T) = Qg (t + T) = Qo(T) (t> = Qg <t> = Oé(t).

Aufgabe 34. Sei G C R™ ein Gebiet und p: Q — G, (t, ) — ¢'(z), ein dynamisches System auf
G sowie f: G — R" sein zugehoriges Vektorfeld. Eine stetig differenzierbare Funktion H: G — R
heiBt ein 1. Integral fiir p, wenn fiir alle (t,z) € Q gilt: H(¢'(x)) = H(x). Zeigen Sie, dass H
genau dann ein 1. Integral ist, wenn die Ableitung XyH:G — R von H in Richtung f, d.i.

Z file (%U]

verschwindet, X;H = 0.

Loésungsvorschlag. ,=“: Sei also H: G — R ein 1. Integral fir ¢: Q) — G (mit Q@ C R x G).
Dann ist bei festem = € G fiir alle t € I(x):

Differentiation nach ¢ an der Stelle ¢ = 0 liefert dann mit der Kettenregel:

0 = %|t0H(gpt(x)) = (grad(H)(¢°(x)), %towt(m» — (grad(H)(z), f(z))
- Y@

<" Ist umgekehrt X;H = 0, so schliefen wir

d dypt

i H (' (@) = (grad(H)(¢"(x), - () = (grad(H), ) (¢"(x) = X;H (&' (z)) =0,

fiir alle x € G und t € I(x). Deshalb muss fiir festes = € G das stetig differenzierbare I(z) — R,
t — H(p'(z), konstant sein, also iiberall gleich seinem Wert bei ¢ = 0 € I(xg), d.i.

Es ist damit H ein 1. Integral fiir .



