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Aufgabe 43. Sei exp: Mat,,C — GL,C die (komplexe Matrizen-) Exponentialfunktion.

(a) Geben Sie zwei Matrizen A, B € Mat,C an, so dass
exp(A + B) # exp(A) exp(B)

und begriinden Sie dies.

(b) Zeigen Sie: Ist A € C ein Eigenwert von A, so ist e* € C ein Eigenwert von exp(A4).

(c) Begriinden Sie, warum exp: Mat,,C — GL,C stetig differenzierbar ist und es gilt:

D expy = idpat,,C-

Losungsvorschlag. (a) Die beiden Matrizen A = ( 8 (1) > und B = ( (1) 8 ) sind nilpotent

mit A2 = B? = (. Deshalb sind

exp(A):1+A:((1) 1) eXp(B):lJrB:(} (i)

eXp(A)exp(B):((l) 1)(1 ?):(f })

C::A—I—B:(O 1)

und damit

Andererseits ist

10

die Spiegelung an der Winkelhalbierenden, da £} ~— ey und e + e; gilt. Deshalbist (1,1)7 € R?
ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 1 und (—1,1)7 € R? ein Eigenvektor zum Eigenwert
A2 = —1. Die Transformationsmatrix

1 -1
5:(1 ] )eGLQC



transformiert daher C' auf D := diag(1,—1): S~'CS = D. Mit

1/ 1 1
_1__
S _2(—11)

e = s (17 (5.2) (4 )

1/ et+e! e—et
= 3 < e—el eqel > # exp(A) exp(B).

ist deshalb

(b) Ist A € C ein Eigenwert von A, so gibt es also ein z € C™" \ {0} mit Az = Az. Es folgt
induktiv
Arz = \Fz,

fiir alle k£ € Ny und daher

exp(A)z = ( %Ak> cz = Z %(Akz) = Z %(/\kz) <Z %)\k> 2z =ez.
! ! ! “— k!

z ist also auch Eigenvektor von exp(A), allerdings jetzt zum Eigenwert e*. Es ist also e* Eigen-
wert von exp(A).

(c) Die Partialsummen von exp(A) konvergieren auf jedem Kompaktum K C Mat,,C gleichmé-
Big (und absolut) gegen exp(A). Denn da || - ||: Mat,,C — [0, 00) stetig ist, gibt es eine obere
Schranke C' > 0 fiir ||A]| auf K. Damit gilt fiir die Exponentialreihe exp(A) auf K, dass ihre
zugehorige Reihe der Normen durch e beschrinkt ist,

1
Do llAT < el < e,
0 n:

und nach dem WeierstraBschen M-Test konvergiert die Reihe daher auf K gleichméfig und
absolut. Da die Partialsummen Eintrdge haben, die Polynome in den Eintrdgen von A sind,
sind diese stetig differenzierbar und daher ist der Limes nach einem weiteren Satz von Weierstrafl
ebenfalls stetig differenzierbar. Das gilt fiir jedes Kompaktum, also ist exp auf ganz Mat,,C stetig
differenzierbar (sogar komplex analytisch in mehreren Verénderlichen). Fiir das Differential im
Nullpunkt

D exp,: Mat,,C — Mat,,C

berechnen wir die Richtungsableitung so:
d
D expy(B) = %h:o exp(tB) = Bexp(tB)|i—o = B -1 = B,

also gilt:
D exp, = id.

[Anmerkung: Nach dem Umkehrsatz ist damit exp: Mat,,C — GL,C lokal um A = 0 € Mat,,C
ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung von 1 € GL,C.]



Aufgabe 44. Die Bewegung eines Pendels (mit starrer Stange) unter dem Einfluss der Erdan-
ziehung geschieht (nach Normierung einer Konstanten) durch Losung der folgenden Differenti-
algleichung des ,,mathematischen Pendels® auf R:

T +sinz = 0.

(x beschreibt hier das Bogenmafl des Winkels der Auslenkung.)
(a) Geben Sie ein 1. Integral H auf dem Phasenraum R? der Gleichung an (vgl. Aufgabe-41).

(b) Diskutieren Sie nun die Niveaulinien { H = ¢} (¢ € R) und die Bahnen, die auf ihnen liegen,
qualitativ. Machen Sie eine Skizze des Phasendiagramms.

Losungsvorschlag. (a) Ein Potential V:R — R fiir f:R — R, f(z) = —sina, ist offenbar
durch
V(z) = —cosx

gegeben, V'(z) =sinz = — f(z) (vgl. Aufgabe-41). Deshalb ist H: R* — R,

1
H(xz,y) = §y2 —cos T

ein 1. Integral fiir & 4 sinz = 0.
(b) H ist offenbar nach unten beschrénkt,

1
H(z,y) = §y2—c0sx20—1: —1,

und hat seine Minima in x = 2kw, y = 0 (k € Z), welches der unteren Gleichgewichtslage des
Pendels entspricht. (Eigentlich ist der Phasenraum S' x R, wenn man z € S' nimmt, weshalb
wir eine Periodizitéit von 27 in z-Richtung des Phasendiagramms erwarten.) Fiir ¢ = —1 besteht
also {H = —1} aus genau diesen Punkten,

{H=-1}={(z,y) eR*: 3k €Z:x=2knr, y=0}
Fir —1 < ¢ < 1 lésen wir H(z,y) = ¢ nach y auf,

y = £2+y/cosz + c.

Das beschreibt konzentrische Ovale um die behandelten Gleichgewichtslagen herum. Auf diesen
liegen keine kritischen Punkte von H, also keine Gleichgewichtslagen von

T=1vy, Y= —sinz.

Deshalb besteht jedes dieser Ovale (eigentlich gibt es fiir jedes ¢ € (—1, 1) nur eines, wenn man
die oben erwihnte Periodizitit beachtet) aus einer einzigen Bahn, welche damit periodisch ist.
Das beschreibt die Pendelbewegung so kleiner , Energie* H, dass es keinen Uberschlag gibt.

Der Fall ¢ = 1 ist speziell. Zum einen liegen hier die kritischen Punkte x = (2k + 1)m, y = 0
von H, welche die obere Gleichgewichtslage des Pendels beschreiben. Zum anderen liegen dort
die Bahnen auf den Niveaulinien

y==+2vVcosz+1 (y#0),
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die von den kritischen Punkten (2k — 1)m zu (2k + 1)7 (bei y > 0) bzw. von (2k + 1)7 nach
(2k — 1) (bei y < 0) fithren (k € Z). Bis auf die Periodizitét sind das die beiden Bahnen,
die die Bewegung des Pendels beschreiben, die man erhélt, wenn man die Anfangsgeschwin-
digkeit gerade so wihlt, dass das Pendel (gerade so eben und in unendlicher Zeit) in die obere
Gleichgewichtslage lauft (aber diese natiirlich nie erreicht).

Fiir ¢ > 1 dann schliellich ist man wieder in dem Bereich, wo es keine kritischen Punkte mehr

gibt.
{H=c} & y=22\/cosz+c

besteht aus den beiden Komponenten

Yy = +2v/cosx +c, y=—2v/cosx+c,

die nicht mehr zusammenkommen. Man hat dort fiir festes ¢ € (1,00) genau zwei Bahnen,
die die Bewegung des Pendels beschreiben, bei der die Energie H groff genug ist, dass das
Pendel sich , iiberschligt®. Diese beiden Bahnen wiren im Phasendiagramm von S! x R auch
geschlossen und beschreiben damit auch eine periodische Bewegung. [Anm.: Beachte, das wir
hier keine Dampfung beriicksichtigt haben.]

Phasendiagramm:

Aufgabe 45. Seien w,wp,y € R,.. Wir betrachten die Differentialgleichung der , erzwungenen
Schwingung® auf R (vgl. Aufgabe-36)

¥+ i+ wir = cos(wt).

(a) Sei z: R — R eine Losung. Zeigen Sie, dass sich x(t) fir grofie t immer mehr der erzwungenen
Schwingung
y(t) = Acos(wt — )

(mit geeigneter Amplitude A und Phasenverschiebung «) annéhert. (Hinweis: Losen Sie die
komplexe Gleichung mit rechter Seite exp(iwt) und gehen Sie dann zum Realteil iiber.)

(b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung im ungeddmpften Fall (7 = 0) nun auch im Falle der
Resonanz (w = wy). (Hinweis: Ansatz: z(t) = A - t exp(iwt).)

Losungsvorschlag. (a) Wir versuchen eine spezielle Losung der gewohnlichen Differentialglei-
chung 2. Ordnung '
P4 yi+wiz ="t

auf C durch den Ansatz _
2(t) = ce™!



zu gewinnen. Es ist dann
) = ciwe™!
) = —cw?e™,
also
wt . 2. 2 . 2\ iwt
e =2+ i+ wiz = (—cw® + ciyw + cwj)e™,
was durch die Bedingung

1
(wd — w?) +iyw

clwp —w+iyw) =1 & c=

zu ereichen ist. Setzen wir nun

« = arctan m,
0

So 1ist

2 2 .2 2 ia
wi — w” +iyw = |wy — w* + iyw| - e,

also mit
A= ((wg —w?)?+~%w%) 7

y(t) == Re(z(t)) = A-Re(e“'e’=) = ARe(e'“% = Acos(wt — a).
spezielle Losung von
i+ 7%+ wir = Re(2 + 72 + wiz) = Re(e™") = cos(wt).
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
i+ i+ wir =0

kennen wir bereits aus den Aufgaben 38 und 40. Sie ist bei A := 4wi — v%

x(t) =¢ - exp(—%t) cos(\/Zt) + o - exp(—%t) Sin(\/Zt)
im Schwingungsfall A > 0,
x(t) = e eXp(—%t) +co- texp(—%t)

im aperiodischen Grenzfall (A = 0), und

o) = ar-expl(—2 = Y200 + ep-exp((— 2 + B

im Kriechfall A < 0. Wegen —A = 72 — 4w? ist /—A < 7 und daher in allen Fillen der Faktor
vor dem ¢ im Exponentialterm kleiner als Null. Deshalb gilt in allen Fallen

lim z(t) = 0.

t—o00

(Die Dampfung zwingt die Feder schliefilich in den Ruheszustand.) Fiir die inhomogene Glei-
chung folgt daher in der Tat, dass fiir die allgemeine Losung

z(t) = Acos(wt —a)+cp- () +ca- ()
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stets

lim (z(t) — y(t)) = 0.

t—o00

[Anm.: Unabhéngig von den Anfangsbedingungen schwingt sich das System nach einer , Ein-
schwingphase® schliefllich in die ,,erzwungene Schwingung® y(¢) ein (d.h: sie ndhert sich dieser
immer mehr, sogar exponentiell schnell, an.]

(b) Die allgemeine Losung der ungeddmpften Schwingung
i+ w'z=0
kennen wir schon. Sie ist
x(t) = c1 cos(wt) + cg sin(wt).
Fiir die allgemeine Losung der ungeddmpften erzwungenen Schwingung im Resonanzfall
i+ w?z = cos(wt)
brauchen wir deshalb nur noch eine spezielle Losung y: R — R. Wir machen den Ansatz
2(t) = A - te!
fiir eine spezielle Losung der komplexen Gleichung
24wy = et
und rechnen:
t) = A(e™ 4 iwte™) = A(1 + iwt)e™!
(t) = A(iw + (1 +iwt)iw)e™" = A(2iw — w?t)e™".

Dann ist ' '
i+ w'z = (AQ2iw — w’t) + w? - At) €' = (2iAw)e™,

und das bekommen wir also zu e, wenn wir

1 1 ~
A(w) - = _6—z7r/2
21w 2w

setzen. Ubergang zum Realteil y := Re(2) fithrt dann auf die spezielle Losung
(1) = Re(=(1)) = 5t cos(et — 5) = 5tsin(u)
y(t) = Re(z(t)) = 5t cos(wt — 5) = 5—tsin(wt),

denn .
i+ w?y = Re(? + w?2) = Re(e™") = cos(wt).

Die allgemeine Losung im Resonanzfall ist daher

1
x(t) = %t sin(wt) + ¢; cos(wt) + ¢o sin(wt).

[Anm.: z wird also fiir ¢ — oo beliebig gro (in positiver wie in negativer Richtung), was man
als ,, Resonanzkatastrophe“ bezeichnet.]



Aufgabe 46. Sei exp: Mat,R — GL,R, A e, die reelle (Matrizen-) Exponentialfunktion
und sei

GLIR = {S € GL,R : detS > 0}.

(a) Zeigen Sie, dass exp(A) € GLR ist, fiir alle A € Mat,,R.
(b Zeigen Sie, dass S = diag(—1,—4)) € GL; R nicht im Bild von exp liegt.

Losungsvorschlag. (a) Die (stetige) Kurve a: [0, 1] — GL,R,
a(t) = exp(tA),
verbindet die Punkte «(0) =1 und «a(1) = A in GL,R. Da f:]0,1] — R,

f(t) = det(a(t)),

stetig ist und nie Null und auflerdem f(0) = 1 > 0, muss nach dem Zwischenwertsatz auch
f(1) > 0 sein. Es folgt
det(exp(A)) > 0,

also exp(A4) € GL'R. Alternativ siecht man unmittelbar mit Aufgabe-42-b, dass
det(exp(A)) = P >
1st.

[Anmerkung: GL,R C Mat,R ist eine offene Teilmenge, die aus zwei Zusammenhangskompo-
nenten besteht, nimlich GLR (die eine Untergruppe ist) und {S € GL,R : det S < 0}. Diese
sind diffeomorph, weil die Multilikation mit einer festen Matrix negativer Determinante wegen
des Determinaten-Multiplikationssatzes sie ineinander iiberfiihrt.]

(b) Sei also S = diag(—1,—4). Wir nehmen an, dass es ein A € MatsR mit exp(A) = S gibt.
Sei A € C ein Eigenwert von A. Dann ist nach Aufgabe-43-b e* Eigenwert von S. Die beiden
Eigenwerte von S sind aber beide negativ. Deshalb kann A nicht reell sein. Da aber A reell ist,
ist auch \ ein Eigenwert von A, denn ist z € C? ein Eigenvektor fiir A, so ist Z € C? Eigenvektor
Zu A

Az = Az = Az = \z = \Z.

Da schliefilich B .
|exp(A)] = e = RN = | exp(A))]

ist, muss e* = e* sein, denn sie sind —1 oder —4. Es gibt also zwei linear unabhiingige Vektoren

2 und 25 in C? mit

AZl = /\Zl, AZQ = /_\ZQ.

Aber z; und 2, sind dann auch linear unabhéngige Eigenvektoren von S = exp(A). zum Eigen-
wert e* = e*. Der Eigenraum von —1 bzw. —4 von S ist nur 1-dimensional. Das kann also nicht
sein. S liegt also nicht im Bild von exp: Mat,R — GLJ R.

[Anmerkung: Beachte, dass im Bild von exp: Mat,R — GL;'R durchaus Matrizen mit negativen
-1 0

Eigenwerten liegen. Z.B. liegt S := —1 = < 0 1

> im Bild, denn beispielsweise ist A =



0 =«
-7 0
geht. Dann aber auch jedes Konjuguerte von D, z.B. A, denn S vertauscht mit allen Matrizen
aus GL,C.]

) ein Urbild, weil A die Eigenwerte +im hat und D = diag(im, —im) unter exp auf S



